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摘要 

摘    要 

简并量子气体的基本性质取决于原子间相互作用的量程、强度及对

称性。在旋量玻色—爱因斯坦凝聚体中不仅可以通过 Feshbach 共振技术

来调节原子间的短程相互作用而且可以考虑各向异性的长程相互作用带

来的效应。本论文主要研究旋量玻色—爱因斯坦凝聚体中自旋交换相互

作用和磁偶极—偶极相互作用对凝聚体超流性、隧穿动力学及量子纠缠

特性的影响，研究涉及旋量玻色—爱因斯坦凝聚体的玻色—哈伯德模型，

量子隧穿模型和量子相变等物理问题。 

    第二章从自旋 1 的玻色—哈伯德模型出发，用波戈留波夫变换方法

得到了光晶格中超冷玻色原子的激发谱，研究了旋量玻色—爱因斯坦凝

聚体中不同的相互作用特别是自旋交换相互作用对超流性质的影响。超

流临界速度与自旋组分的相关性及其可操控性，为实验探测超流相及光

晶格中旋量玻色—爱因斯坦凝聚体的组分分离提供了可能。 

    第三章对偶极旋量玻色—爱因斯坦凝聚体的隧穿动力学进行了半经

典研究，导出经典运动方程。自旋交换相互作用与磁偶极—偶极相互作

用的共同影响将导致旋量玻色—爱因斯坦凝聚体的等效两组分间出现自

发磁化现象和著名的“宏观量子自俘获”现象。 

量子纠缠是量子力学世界最基本和最具诱惑力的特质，由此我们研

究了多分量玻色—爱因斯坦凝聚体——多粒子与多模系统的纠缠特性。

第四章着重讨论在有梯度的磁场作用下反铁磁相互作用的旋量玻色—爱

因斯坦凝聚体中纠缠原子态的产生和操控及纠缠的动力学问题；第五章

则对最简单的量子隧穿模型——两弱耦合的玻色—爱因斯坦凝聚体的本

征问题及纠缠性质进行了详细的研究。 

本论文研究属于凝聚态物理，理论物理和原子分子物理的交叉学科。 

 

关键词：旋量玻色—爱因斯坦凝聚；量子相变；量子纠缠；超流性；隧

穿动力学 
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Theoretical Problems in Spinor Bose-Einstein Condensation 

Rong Cheng (Theoretical Physics) 
Directed by Prof. Jiu-Qing Liang 

ABSTRACT 

The essential properties of degenerate quantum gases depend on the 
range, strength and symmetry of atomic interactions. In spinor Bose-Einstein 
condensates (BEC), one can not only tune the short-range contact interaction 
using Feshbach resonances but also investigate effects of the long-range and 
anisotropic interaction. In this thesis we mainly study the properties of spinor 
Bose-Einstein condensates, including superfluidity, tunneling dynamics and 
quantum entanglement. The work relates mainly to Bose-Hubbard model, 
quantum tunneling model, quantum phase transition in spinor Bose-Einstein 
condensates. 

In Chapter 2, we start from spin-1 Bose-Hubbard model and derive the 
energy spectra in terms of Bogoliubov transformation for cold bosons in 
optical lattices, which indicate the dependence of superfluidity on the 
spin-exchange interaction. Our observation is that the critical velocities of the 
superfluid flow are spin-component dependent and can be controlled by 
adjusting the laser lights that form the optical lattice. Possible experiments to 
detect the superfluid phase and component separation of spinor BEC are also 
discussed.  

In Chapter 3, we describe a semiclassical treatment of the dynamics of 
dipolar spinor condensates. As a result of the conservation of atom numbers 
and total hyperfine spin of the condensates, the classical equations of motion 
are derived. The interplay of spin-exchange and magnetic dipole-dipole 
interaction leads to the phenomena of spontaneous magnetization and the 
novel “macroscopic quantum self-trapping”. 

Quantum entanglement is one of the most essential and fascinating 
features of quantum mechanics. We study the entanglement characteristics of 
 VIII



摘要 

multi-component Bose-Einstein condensates —— multipartite and 
multimodal systems. Chapter 4 is devoted to proposing generation and 
manipulation of entangled atom states in an antiferromagnetic spin-1 BEC 
under magnetic field with gradient and also investigating the dynamics of the 
entropy of entanglement. Chapter 5 pays attention to the simplest quantum 
tunneling model —— two tunnel-coupled BEC. We study the eigen problem 
and entanglement characteristics with perturbation method for both weak and 
strong tunnel couplings, from which some new features are explored.    

The research in this thesis attributes to the crossover of theoretical 
physics, condensed matter physics and atom physics. 
 
 

Keywords: spinor Bose-Einstein condensation; quantum phase transition; 

quantum entanglement; superfluidity; tunneling dynamics 
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第一章 绪论 

第一章     绪  论 

第一节 引言 

玻色—爱因斯坦凝聚（Bose-Einstein condensation）是最具吸引力的量子统

计现象之一[1，2]。当粒子的德布罗意(de Broglie)波长大于粒子间平均距离时，理

想的量子玻色（自旋角动量量子数为整数的粒子）气体将发生相变，变成一种新的

物质状态，即玻色—爱因斯坦凝聚体（Bose-Einstein condensate，BEC）。其最显

著的特征是低于某一特定温度时，所有粒子聚集到动量空间最低能态，并具有相同

的物理特性,这样粒子的量子特性就通过宏观的方式表现出来。 

凝聚的思想提出以后，被用来解释液氦的超流现象。但是在液氦中，由于粒子

间强的相互作用而导致玻色—爱因斯坦凝聚相变的纯量子统计特性复杂化，于是促

使人们在稀薄的、弱相互作用的玻色气体中探索 BEC 的迹象。在过去的 40 年里，

激光冷却和囚禁技术获得了长足的发展，人们可以以较高的密度和较大的数目产生

超冷原子气体。在此基础上，1995 年 JILA 和 MIT 的实验小组相继报道了用碱金属

原子 Rb 和 Na 在静磁阱中通过蒸发冷却技术实现了 BEC[3，4]，其间 Rice 

University 的研究小组也报道了超冷 7 Li 原子进入量子简并区域的实验现象[5]。迄今

为止，全世界共有九种元素的 BEC 获得了成功，依次是 Rb [3], Li [5]，23 Na [4]，

H [6]， 4 He [7]， K [8]， 133 Cs [9]， 174 Yb [10]和 52 Cr [11]。 

87 23

87 7

1 41

从此，超冷原子领域掀起了研究的热潮，大量的理论和实验工作涌现出来。可

以说，BEC 已经成为一种特殊的低温实验室，为研究原子物理、量子论和多体系统

开辟了新视窗。从最早的转变温度、凝聚原子数的研究[12]到动力学稳定性、集体

激发、振荡和衰变的研究[13-16]，再到后来相干性和超流性的研究[17-19]都取得

了令人瞩目的成就。直到现在相干放大、四波混频、光速减慢、光子晶格、原子激

光、分子凝聚体[20-22]等等现象和性质依然备受关注。 

1997 年 MIT 的 Ketterle 小组又在光偶极阱中得到了钠原子的玻色—爱因斯坦凝

聚体[23]，将在磁阱中冻结的自由度——自旋“解放”出来，开启了研究 BEC 旋量

性质的大门。随后 1998 年 Ho[24]及 Ohmi 和 Machida[25]分别独立地完成了旋量

（Spinor）玻色—爱因斯坦凝聚体的理论研究。他们推广了 Gross-Pitaevskii 方程，在 

 - 1 -
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图 1.1 JILA 小组利用吸收成像法观测到的铷原子空间分布的三维像。x,y 轴对应空间

分布，z 轴对应原子数密度。第一幅表示 BEC 形成之前的情形，原子为均匀球对称

分布；第二幅为 BEC 形成后的情形，中心突出部分为 BEC，边缘部分为热原子分布；

第三幅为接近纯 BEC 的情况，边缘几乎没有热原子。 

 

平均场理论的框架下研究了自旋 1F = 的 BEC 丰富的基态结构和拓扑激发性质。同

年，Law 等人则用量子光学中的代数方法研究了其自旋混合行为[26]。与自旋 相

比，自旋 的 BEC 展现出更加丰富多彩的特性[27,28]。 

1F =

2F =

相向传播的几对激光束的干涉在空间能形成明暗相间的周期性场强分布，它通

过与原子的相互作用形成了控制原子质心运动的周期性势场。这种由激光束干涉而

形成的原子周期势被称作光晶格（Optical Lattice）。光晶格技术最初起源于对原子进

行的偏振梯度冷却及亚光子反弹冷却实验。近几年来，这种技术已逐渐被应用于对

超冷原子及 BEC 的操控与相变的研究。最近，德国的研究小组首次在实验上观察到

玻色—爱因斯坦凝聚体在光晶格中从超流态到 Mott—绝缘态转变的量子相变现象

[29]。这一重要的实验进展不仅在理论上具有重大的研究价值，而且为 BEC 的应用

开辟了新途径。光学晶格与光阱一样能同时捕获和控制处于所有超精细自旋态的原

 - 2 -



第一章 绪论 

子，为研究 BEC 的自旋与磁特性提供了技术上的保证。此外，光晶格还具有另一重

要特性——空间周期性。原子在光晶格中的运动类似于电子在固体晶格场中的运动。

因此，光晶格中超冷原子的研究也为研究一些类固体物理现象提供了理想工具。

Greiner 等人正是从这种相似性出发，通过对光晶格势阱深度的控制，实现了 BEC 从

超流态到 Mott—绝缘态的量子相变。这一实验的理论解释涉及到玻色—哈伯德

（Bose-Hubbard）模型[30]。光晶格还有许多实验上的应用，例如利用稀疏填充的光

晶格观察光的布拉格散射[31,32]或布洛赫振荡[33]；用光晶格囚禁原子作为量子模

拟器[34]或观察量子隧穿[35]等。此外它也有许多实际的应用，光晶格 BEC 的自发

磁化现象有可能应用在弱磁场探测及磁传感器等技术领域；其自旋波的激发、控制

与探测的研究则可能为量子计算及量子信息处理等方面提供重要的指导。 

    本篇论文主要讨论旋量玻色—爱因斯坦凝聚体的超流性、隧穿动力学及纠缠特

性等一些物理问题。论文组织如下：第一章是对研究背景的介绍，包括玻色—爱因

斯坦凝聚、旋量玻色—爱因斯坦凝聚和光晶格中玻色—爱因斯坦凝聚体的一些基本

概念和基本理论以及有关的国内外研究动态。第二章用波戈留波夫变换方法研究光

晶格中自旋为 1 的超冷玻色气体的超流性。第三章用半经典方法讨论偶极旋量玻色

—爱因斯坦凝聚体的动力学行为。第四章和第五章着重研究多分量玻色—爱因斯坦

凝聚体的纠缠特性。最后给出结论和展望。 

第二节 理想气体的玻色-爱因斯坦凝聚 

从量子统计理论知道，玻色子服从玻色—爱因斯坦统计分布规律[36]： 

( ) ( ) /
1 ,

1i Bi k Tf
e ε με

−
=

−
                      （1.1） 

( )if ε 表示能量为 iε 的量子态 i上的平均粒子占据数，T 是温度。 μ 是化学势，表示

保持熵和体积不变的情况下，增加一个粒子到系统时所需要的能量。对理想气体，

为保证各能态上的粒子数为正，化学势 μ 要比系统的最低能量还要小。若选取系统

的基态能量为零 ( )0 0ε = ，则μ 为负值。系统的能量和粒子数由T 和μ 共同决定： 

( ) ( ) /
0

,
1i B

i
i i k T

i i
E f

e ε μ

εε ε
∞

−
=

= =
−

∑ ∑                   （1.2） 
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( ) ( ) /
0

1 .
1i Bi k T

i i

N f
e ε με

∞

−
=

= =
−

∑ ∑                   （1.3） 

若 ( )if ε 随能量变化较缓慢，可将（1.3）式中的求和用对能量的积分代替。注

意到当 0μ → 时， 0 0ε = 的布居数会趋向无穷大。为避免积分中的无穷大，分离出基

态的粒子数 ，则 0N

( ) ( ) ( )0
0

,N N T f E D E dE
∞

= + ∫                   （1.4） 

其中 ( )f E 是连续玻色分布， 是态密度函数。 表示

动能为零的基态的粒子数，随着温度的降低，化学势

( ) ( )3/ 2 1/ 2 32 2 /D E V m E hπ= ( )0N T

μ 增大，最后可达到 0μ = 。我

们把上式改写成 

( ) ( )0 32
dB

VN N T g z
λ

= + / 2

)

                     （1.5） 

式中 是热德布罗意波长，而 ( 1/ 2/ 2dB Bh mk Tλ π=

( ) ( )
1

1
0

1 ,0 1
1

n

n x

x dxg z z
n z e

∞ −

−= ≤ ≤
Γ −∫                 （1.6） 

称为玻色函数，这里 为气体的逸度。随着温度的降低，/ Bk Tz eμ≡ 0,μ →   1,z →

( )3/ 2 1 2.612g = 。这时，进一步降低温度，增加密度，气体中原子数的增加只能来自

式（1.5）右边的第一项，即动能基态项。这就是玻色—爱因斯坦凝聚。因此，形成

玻色—爱因斯坦凝聚的条件可写成无量纲相空间密度 

3 3 2.612.dB dB
Nn
V

ρ λ λ= = ≥                     （1.7） 

根据激发态上最多可容纳的粒子数，得到形成玻色—爱因斯坦凝聚的临界温度： 

2/32

2 2.612c
B

h nT
mkπ

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                    （1.8） 

及最低密度： 

3/ 2

2

22.612 .B
c

mk Tn
h

π⎛ ⎞= ⎜
⎝ ⎠

⎟                    （1.9） 
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对碱金属原子气体， 一般为几十到上百 量级， 为 量级。当温度低

于转变温度时，有大量原子聚集于动能基态。由式（1.5）、式（1.8）及式（1.9），

可得到此时凝聚基态的原子数与总原子数之比为 

cT nK cn 11 1210 10∼

3/ 2

0
3

2.6121 1
dB c

N V T
N N Tλ

⎛ ⎞
= − = − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
.                   （1.10） 

上述条件是在自由空间中得到的，实际上，玻色—爱因斯坦凝聚是在原子阱中形成

的。这时，式（1.4）中的态密度函数应为 

( ) ( ) ( )
3/ 2

3
3

2 2
, , ,ext

V

m
D E E V x y z d r

h
π

= −∫
K
              （1.11） 

其中 表示囚禁势。根据势阱的不同，从式（1.5）到式(1.10)都要做一些

修改。一般地，式（1.10）可写为[37]： 

( , ,extV x y z)

0 1
c

N T
N T

,
α

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
                       （1.12） 

其中指数α 随势阱的不同而不同。 

总之，实现玻色—爱因斯坦凝聚的转变温度随势阱不同而改变，阱越强，越容

易得到玻色—爱因斯坦凝聚。但不管势阱的形式如何，只要满足式（1.7）的条件，

就会出现凝聚现象。这个条件说明，形成凝聚体时，在原子热德布罗意波长的体积

范围内，至少应有一个原子，即原子的物质波波长大于原子间距，整个原子体系成

为一个整体，物质波互相覆盖，可用统一的波函数描述。这是玻色—爱因斯坦凝聚

体的最主要的特征。图 1.2 形象地描绘出原子的粒子性与波动性随温度的变化。 

第三节 稀薄气体的玻色—爱因斯坦凝聚 

1.3.1 序参量和平均场理论 

玻色—爱因斯坦凝聚现象可以在粒子间没有相互作用时发生，它是全同玻色子

体系波函数对称性的结果。在这个意义上可以称之为“纯量子力学根源的相变”。但

是它的物理却决定性地依赖相互作用的性质。束缚在外势阱 中的 个相互作用的

玻色子的多体哈密顿量的二次量子化形式为[38] 

extV N

 - 5 -



博士学位论文：旋量玻色—爱因斯坦凝聚中的理论物理问题研究 

 

图 1.2 实现玻色—爱因斯坦凝聚的判据，引自《量子力学新进展》第三辑 74 页  

 

( ) ( )
† 2

2

2 extH dr r V r
m

∧ ∧ ∧⎡ ⎤
= Ψ − ∇ + Ψ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

=K K K
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
† †1 ' ' ' '

2
drdr r r V r r r r

∧ ∧ ∧ ∧

+ Ψ Ψ − Ψ Ψ∫
K K K K K K K K ,         （1.13） 

其中 和 是玻色场湮灭和产生算符，分别表示在坐标 r( )r
∧

Ψ K ( )
†

r
∧

Ψ K K
处湮灭或产生一个

粒子； ( )'V r r−K K
表示两体相互作用势。从哈密顿量(1.13)式出发，可直接计算得到

系统的基态和其热动力学性质。对于有相互作用的系统，通常用平均场理论来处理

解多体薛定谔（Schrödinger）方程时遇到的问题。1947 年，波戈留波夫(Bogoliubov)

提出利用平均场近似来描述稀薄玻色气体的基本思想，将凝聚体的玻色场算符与非

凝聚体的玻色场算符分开处理[39]。一般来说，场算符可写作 ( ) ( )r r aαα
α

∧ ∧

Ψ = Φ∑K K
，

其中 是单粒子波函数，a( )rαΦ K
α

∧

是相应的玻色湮灭算符。玻色产生算符
†

aα

∧

和湮灭算

符 aα

∧

在 Fock 空间中定义为 

†

0 1 0 1, ,..., ,... 1 , ,..., 1,... ,a n n n n n n nα α α α

∧

= + +           （1.14）

0 1 0 1, ,..., ,... , ,..., 1,... ,a n n n n n n nα α α α

∧

= −             （1.15） 
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其中 nα 是粒子数算符
†

n a aα α α

∧ ∧ ∧

= 的本征值，表示单粒子α 态上的原子数。这些算符满

足对易关系 

† †

,, , , 0, ,a a a a a aα β α β α βα βδ
∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

†

0.=

0N

            （1.16） 

玻色—爱因斯坦凝聚发生时，一个特定的单粒子态（基态）上的原子数目 变得非

常大： ；且对于热动力学极限 ，比值 仍然是有限的。在这

种极限条件下，该态有 个粒子与有

0n

0 0 1n N≡ � N →∞ 0 /N N

0N 0 1N ± � 个粒子在物理上没有分别，所以可

以将算符 和 作 数对待：0a
∧ †

0a
∧

c
†

0 0 0a a N
∧ ∧

= = 。 

对体积为V 的均匀气体,玻色子凝聚在零动量的单粒子态 0 1/ VΦ = 上，场算符

可以分解为( )r
∧

Ψ K ( ) ( )0 / 'r N V r
∧ ∧

Ψ = +ΨK K
。将算符 ( )' r

∧

Ψ K
看作微扰，波戈留波夫发展

了一套关于相互作用玻色气体元激发的“一级”理论。将波戈留波夫理论推广到非

均匀和含时的情况： 

( ) ( ) (, , 'r t r t r t
∧ ∧

Ψ = Φ +Ψ ),K K K
                  （1.17） 

这里的算符仍定义在海森堡（Heisenberg）表象中。 ( ),r tΦ K
是复函数，是场算符的平

均值： ( ) ( ),r t r t
∧

Φ ≡ ΨK K, 。它的模表示凝聚体密度 ( ) ( ) 2
,r t r tρ = Φ ,K K

。与均匀气体的

情况类似，函数 ( ),r tΦ K
也有确定的相位，它与多体系统的规范对称性的破缺有关。

函数 是经典场，常被称作“凝聚体波函数”，有序参量的物理含义。它表征单

粒子密度矩阵

( ,r tΦ K )

)( ) ( ) (
†

1 ', , ', ,r r t r t r tρ
∧ ∧

= Ψ ΨK K K K
的非对角长程序。事实上，场算符的分

解形式（1.17）也表明了下面的渐进行为： 

( ) ( ) ( )*
1'

lim ', , ', , .
r r

r r t r t r tρ
− →∞

= Φ ΦK K
K K K K

               （1.18） 

严格地讲，对有限尺寸的系统，破缺对称性和非对角长程序的概念都不适用。但凝

聚体波函数仍有明确含义[38][40]: 通过对角化单粒子密度矩阵，得到 

( ) ( ) ( )1 ', ' ' ,i ir r r dr N rρ Φ = Φ∫
K K K K K

i  
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其中对应最大本征值 的本征函数iN ( )i rΦ K
即为凝聚体序参量。 

1.3.2 Gross-Pitaevskii 方程 

为了导出凝聚体波函数 的方程，首先我们写出场算符 在海森堡表

象中的时间演化方程： 

( ,r tΦ K ) )( ,r t
∧

Ψ K

( ), ,i r t
t

∧ ∧∂ ⎡ ⎤Ψ = Ψ⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦
K= H

∧

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
†2

2 ' ', ' ', ,
2 extV r dr r t V r r r t r t
m

∧ ∧⎡ ⎤
= − ∇ + + Ψ − Ψ Ψ⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫
= K K K K K K K .

∧

)

   （1.19） 

在稀薄的冷原子气体中，原子间只有低能量的两体碰撞，这种相互作用可以用单参

量，即 波散射长度来表征，而不用考虑两体碰撞产生的势的具体情况。将式（1.19）

中的 用等效相互作用代替 

s −

( 'V r r−K K

( ) ( )' 'V r r g r rδ− = − ,K K K K
                   （1.20） 

其中耦合常数 与g s −波散射长度 sca 的关系为 

24 .scag
m

π
=

=
                       （1.21） 

将等效势（1.20）代入海森堡方程（1.19），并用经典场 ( ),r tΦ K
代替场算符 ，

得到序参量的封闭方程 

( ,r t
∧

Ψ K )

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2
, ,

2 exti r t V r g r t r
t m

⎛ ⎞∂ ∇
Φ = − + + Φ Φ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

=K K K= , .tK       （1.22） 

这就是著名的 Gross-Pitaevskii 方程，简称 GP 方程，分别由 Gross（1961，1963）和

Pitaevskii（1961）独立推导得到。 

这里要阐明 GP 方程的适用条件。首先，原子数目应该很大，在这种情况下才可

以使用玻色—爱因斯坦凝聚的概念；其二，为了用经典场代替场算符，必须满足稀

化条件 1/3
sca n−� 且温度要足够低。同时由于低温可以忽略掉凝聚体的量子损耗和热

损耗，这样序参量可以归一化到原子总数： ( )
2

r dr NΦ =∫
K K

。其三，原子间的平均距

离应该远远大于散射长度。 
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GP 方程的重要特性是其非线性性，这正是粒子间存在相互作用的体现。从 GP

方程出发可研究低温情况下，玻色—爱因斯坦凝聚体的宏观行为如相干效应等等。

从凝聚体的能量泛函出发亦可得到 GP 方程, 

( )
2

4* * 2, ,
2 2ext

gE dr V r
m

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎡ ⎤Φ Φ = Φ − ∇ + Φ + Φ⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∫

=K K
       （1.23） 

则由能量变分给出 

( )
*

*

,
,

E
i r t

t
δ

δ
.

⎡ ⎤Φ Φ∂ ⎣ ⎦Φ =
∂ Φ

K=                   （1.24）

将波函数写成 的形式，可以得到凝聚体的定态方程 ( ) ( ) /, i tr t r e μ−Φ = Φ =K K

( ) ( ) ( ) ( )
2

22 .
2 extV r g r r r
m

μ
⎡ ⎤
− ∇ + + Φ Φ = Φ⎢ ⎥
⎣ ⎦

= K K K K
        （1.25）

凝聚体的基态实际上对应于化学式 μ 最小的定态。当相互作用较弱时，谐振子势中

凝聚体的波函数可以有效地近似作高斯函数；当相互作用较强且为排斥相互作用时，

我们可以忽略动能项，这就是所谓的 Thomas-Fermi 近似；而当相互作用为吸引相互

作用时，凝聚体是不稳定的，系统有崩塌的可能性[41]。 

1.3.3 相干性 

相位相干是与玻色—爱因斯坦凝聚的本质相关的一个重要概念。凝聚体的序参

量 是场算符的系综平均值，作为波函数，它是宏观的。和一般多体系统的波函

数不同，它不是各个粒子坐标的 体波函数

( )rΦ K

N ( )1 2, , Nr r rΦ K K K" ，而是用一个坐标描述的

单体波函数，这里 rK所延伸的范围是整个体系的尺度，所以也称为宏观波函数。将

写成振幅和相位分离的形式 ( )rΦ K

( ) ( ) ( ) ,i rr r e θρΦ =
KK K
                      （1.26） 

其中振幅 ( ) ( ) 2
r rρ = ΦK K

代表粒子数密度；相位具有任意性，如在 上乘以相因子( )rΦ K

ie α（α 为任意实常数）不带来任何物理差别。对于任意两点 1r
K
和 2r
K
， 和 都

是互相关联的。不论这两点相隔多远，只要都在体系内，则两个相位的相对值

就是固定的。这说明了整个体系是相位相干的。 

( )1rθ K ( )2rθ K

( ) ( )1r rθ θ−K K
2
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玻色—爱因斯坦凝聚体中的原子具有相干性，如果两团 BEC 相遇，就会出现干

涉条纹。关于 BEC 是否具有统一的相位以及能否出现干涉条纹等问题，曾有过许多

争论，1997 年 MIT 的 W. Ketterle 领导的小组首先在实验中证实了这个结果[42]。他

们在磁光阱中形成雪茄状的原子云，然后用一束远离共振的蓝失谐强激光在阱间建

立一个偶极力势垒，排斥原子，造成双阱和两团原子云，再用蒸发冷却得到两个独

立的 BEC 后撤去磁场，BEC 在重力场下一边下落一边自由扩张，两团原子互相重叠，

如图 1.3 所示。经过 40ms 时间，用相衬色散成像法得到了如图 1.4 所示的干涉条纹。

这个实验激起了理论工作者的广泛兴趣，人们用各种各样的方法来研究它。GP 方程

自然是一个出发点，数值结果得到了与实验相一致的干涉图样[43-45]。另外利用反

散射方法，对 GP 方程精确求解也对上述实验现象做出了非常漂亮的解释[46]。理论

与实验的研究均表明凝聚体具有相位相干性。 

 

           
图 1.3 BEC 干涉实验的装置及其观察方法       图 1.4 两团 BEC 的干涉条纹 

 
凝聚体的相位在动力学上如何随时间演化呢？M. Lowenstein 和尤力得到了凝聚

体粒子数涨落、相位扩散的表述方法并进一步阐明了整体规范对称自发破缺

Goldstone 零模的性质[47]。P.W. Anderson 曾提出过一个问题：“两个超流体从来未

见过面，它们有一定的相对相位吗？”J. Javanainen 和 S.M. Yoo 的研究得出结论：即

使两个玻色—爱因斯坦凝聚体初始都具有确定的粒子数（即相位完全不确定）相向

运动，在它们重叠时仍能显示出干涉条纹。它们的相对相位是通过动力学发展出来

的。重复实验，结果仍定性地实现，而相对相位则在重复的实验中无规地从一个值
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变为另一个值[48]。此外，关于两个凝聚体的相干性还有许多其它的研究结果

[49,50]。 

W.D. Phillips 和邓鲁等人用相位刻印（phase imprinting）的方法来制备具有给定

相位分布的凝聚体[51]。相位相干是具有深刻内涵的物理概念[40]。具有完全确定

相位的 BEC 可以用相干态描述。 

1.3.4 超流性 

关于 BEC 的涡旋及超流性质的研究是超冷原子研究中的一个热门，是传统超流

和超导性质研究在稀薄气体 BEC 中的发展，对了解宏观量子系统的特性有重要意义。

仍将凝聚体的波函数写成振幅和相位分离的形式 ( ) ( ) ( ) ,i rr r e θρΦ =
KK K
根据量子力学中

流密度的定义 

( ) ( ) ( ) ( * ,
2s
ij r r r
m

ρ υ= = − Φ ∇Φ −Φ∇Φ
K = )*KK K K

          （1.27）

则凝聚体的超流速度为 

( ) ( ).s r
m

υ θ= ∇
= rK K K

                     （1.28）

它显然是无旋的，即 

( ) 0,s rυ∇× =K K
                        （1.29） 

这点反映出 BEC 的超流特性。 

沿流体中的任何一条封闭曲线 作超流速度c ( )s rυK K
的线积分： 

( ) ,s cc c
ds ds

m m
υ θ= ∇ = Δ∫ ∫

= =K θK Ki iv v               （1.30） 

这里 ( )c
θΔ 表示绕封闭曲线一圈后回到起始点相位的变化。由波函数的单值性决定了

相位的变化只能是2π 的整数倍，所以 

2 ,sc
ds

m
πυ κ=∫
=K Kiv                       （1.31） 

其中 这也是超流的涡旋量子化条件。在量子数为0, 1, 2,κ = ± ± " κ 的状态，凝聚体在

方向的角动量是 。总之，BEC 中的“速度”体现在其序参量相位的梯度上，这

种量子化可以理解为围绕涡旋一圈相位改变

z

Nκ=

2π 。因此，出现涡旋是 BEC 超流性的

表现。 
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JILA[52]和巴黎高师[53]的小组先后在实验上观察到了 BEC 中的涡旋。JILA

小组根据 J.E. Williams 和 M.J. Holland 的理论建议[54]，采用了激光和射频场技术在

双组分 87Rb ( 1, 1FF m= = − 和 )2, 1FF m= = 的 BEC 中给相应的 BEC 打上相位印记,并

进行旋转，从两团凝聚体的干涉观察到了涡旋。巴黎高师小组则用旋转激光束创造

了一个旋转势使凝聚体转动。当激光束旋转频率增高时，涡旋数目从无到有（涡旋

中心没有原子），由此可确定产生涡旋的临界旋转频率。他们还测量了涡旋的寿命，

约为 。 400 1000ms ms∼

 MIT[55]小组实现了涡旋阵列。他们采用旋转激光束在钠的 BEC 中产生涡旋，

图 1.5 是他们得到的多至 130 个涡旋的涡旋阵列。阵列具有规则的三角形结构，寿命

可长达几秒，与涡旋数成反比。BEC 中涡旋行为的研究引起了广泛的兴趣，有大量

的理论文章和新的实验结果[56-58]，这里不做详细介绍。 

 

 

    (a)        (b)        (c)       (d) 

图 1.5 Na BEC 中的涡旋阵列，从(a)到(d)，所含涡旋数分别为 16,32,80,130 

 

 与超流有关的另一个突出成果是BEC在光学晶格中从超流态到Mott—绝缘态的

量子相变研究。这个实验由 Hänsch 小组完成[29]。我们将在第五节与第二章中做详

细介绍。 

第四节 旋量玻色—爱因斯坦凝聚体 

1.4.1 磁束缚与标量玻色—爱因斯坦凝聚体 

实现玻色—爱因斯坦凝聚的关键就是要不断地提高原子气体的相空间密度 ρ 到

2.612。常温下一般气体的 ρ 约为 810 ~ 10 6− − ，而碱金属蒸汽因气压低，则为 量级。

当温度降低到微开量级，可提高 量级，但由于降温过程中一般原子密度也

1310−

12 1510 ~ 10
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在下降，要把 ρ 提高，达到 1 的量级是不容易的。通常的办法是用磁光阱（MOT）

在室温下捕获冷原子，再用光学粘团使之冷却到几百至几十微开量级；然后把冷原

子团装载到原子阱（静磁阱或全光阱）中，利用射频蒸发冷却方法把气体进一步冷

至100 数量级，达到 BEC 转变温度。在这一过程中一般还采用绝热压缩技术来提

高原子密度。最后采用共振吸收成像法来检测阱中原子数的空间分布。这是破坏性

测量，后来则多用色散成像法就地检测。 

nK

若原子的基态具有磁矩，在不均匀磁场中会受到力的作用。静磁阱囚禁中性原

子之原理，正是利用原子磁矩μK与外加不均匀空间分布的磁场 ( )B r
K K

间的作用 

( ) ( ).U r B rμ= − ⋅
KK K K

                       （1.32）

原子磁矩与原子能级（基态，激发态，超精细能级，塞曼（Zeeman）能级等，不同

能级的磁矩方向也可能不同）有关。某些塞曼能级的磁矩与外加磁场方向相反，则

该类能级的能量随磁场的增加而增加，力趋向于磁场弱的地方。原子处于该类能级

时，一般来说宜于磁囚禁，其势能的最低点即为磁场最低点。因此，称为低场趋向

态(low-field seeker)或囚禁态、束缚态。而能级随磁场升高而降低的原子（称为强场

趋向态 high-field seeker 或逃逸态、驱逐态）则被赶出原子阱,如图 1.6 所示[59]。 

最简单而常用的静磁阱是四极阱，也称“Paul”阱[60,61]。它由两个相同的线

圈组成，线圈内通过的电流大小相等、方向相反。为提高囚禁力与囚禁时间又出现

了许多改进的静磁阱：时间旋转势阱（ time orbiting potential, TOP）[62]、

“Ioffe-Pritchard”阱[63,64]、光学塞孔阱[65]和“四叶草”阱[66]等等。 

 
图 1.6 静磁阱原理示意图 
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博士学位论文：旋量玻色—爱因斯坦凝聚中的理论物理问题研究 

磁阱有自动筛选低场趋向原子的特性，因此，由激光冷却产生的分布于所有塞

曼能级的冷原子将不能被同时囚禁，这里原子的自旋被冻结，原子的行为与标量粒

子无异，也称作标量玻色—爱因斯坦凝聚体。 

下面我们对有相互作用的标量玻色—爱因斯坦凝聚体的性质作简要的概括。对

处于相同的超精细自旋态上的超冷原子气体，原子间的相互作用可以等效为接触赝

势： 

( ) (
24' scaV r r r r

m
π δ− = −
=K K K K )' .                  （1.33） 

这种接触相互作用由 波散射长度s − sca 来表征，它是一种短程（如著名的范德瓦尔斯

（Van de Waals）势）的各向同性的相互作用。散射长度 对应着排斥相互作用；

而 则对应吸引相互作用。实验上

0sca >

0sca < sca 可通过 Feshbach 共振技术进行调节

[67-69]。 是原子质量。赝势近似，也称作形状无关近似，表明原子间相互作用

只与等效相互作用

m

( 'V r r−K K ) )( 'g r rδ −K K
有关，而与实际的两体势的具体细节无关。采

用赝势近似，单组分标量玻色—爱因斯坦凝聚体的哈密顿量的二次量子化形式为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
† † †2

2 ,
2 2ext

gH dr r V r r r r r r
m

∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= Ψ − ∇ + Ψ + Ψ Ψ Ψ Ψ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∫
=K K K K K K K K

   （1.34） 

其中 和 是场湮灭和产生算符，分别表示在坐标( )r
∧

Ψ K ( )
†

r
∧

Ψ K rK处湮灭或产生一个粒

子； 是束缚外势（通常为谐振子势）； 代表接触赝势的相互作

用强度。 

( )extV rK 24 /scg aπ= = m

1.4.2 光束缚与旋量玻色—爱因斯坦凝聚体 

我们也可以利用光场对原子的机械力作用形成纯光阱捕获和囚禁原子。这种力

的本质是电场对电荷和磁场对运动电荷（电流）的作用力，即静电作用力和洛伦兹

力。原子在辐射场的作用下将产生感生偶极矩 d
K
，它与振幅为 ( ),E r tK 的辐射电磁场

的相互作用能表示为[70]: 

( ), .V d E r t= − ⋅
K K K

                       （1.35） 

若电磁场含有空间不均匀性，则原子所受的力可表示为能量梯度的负值 
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( ), ,F V d E r t= −∇ = ⋅
K K K

                    （1.36）

式中的横杠表示对时间的平均。 

冷原子一般情况下处于基态，与电磁场的相互作用使基态能级的能量发生变化。

用微扰理论可以求得这个能量变化。由于一般原子基态不带电偶极矩，一级微扰引

起的能级能量变化为零，我们只要考虑二级效应，得到相互作用使基态能量的变化

为[71] 

2

21 ,
2g

e e g

e V g
E

E E
αΔ = − = −

−∑ E                 （1.37）

其中 e V g 为跃迁矩阵元， 和 e分别表示基态和激发态，而 g

2

2
e e g

e d e g

E E
α

⋅
=

−∑
K K

                     （1.38）

是原子极化率， 是电场方向上的单位矢量。 eK

若电场是随时间变化的，可记为 

( ) ( ) ( )*
0 0, i t i tE r t E r e E r e ,ω ω−= +

K K KK K K
               （1.39）

则  
* *

0 0 0 0
g

e g e g e

g d E e e d E g g d E e e d E g
E

E E E Eω ω
⎡ ⎤⋅ ⋅ ⋅ ⋅

Δ = +⎢ ⎥
− + − −⎢ ⎥⎣ ⎦

∑
K K K KK K K K

= =
 

2 2
0

1 1
e g e g e

e d e g E
E E E Eω ω

⎛ ⎞
= ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟− − − +⎝ ⎠
∑

K K
= =

 

( ) ( ) 2

0E rα ω= −
K K

 

( ) ( )1 , ,
2

E r tα ω= −
K K

                                          （1.40） 

这种情况下的极化率为 

( ) ( )
( ) ( )

2

2 2

2
.e g

e e g

E E
e d e g

E E
α ω

ω

−
= ⋅

− −
∑

K K
=

            （1.41） 

式（1.41）可看成是式（1.38）对随时间变化的电磁场的作用的推广。 

通过微扰理论的计算，知道原子与辐射电磁场的相互作用能与原子极化率α 成

正比，而α 与原子的磁量子数是无关的，因此处于所有的塞曼能级的冷原子将能被

同时囚禁。这里原子的自旋成为一个自由度，凝聚体的旋量性质得到体现，T.-L. Ho
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将它称作旋量玻色—爱因斯坦凝聚[24]。实验上最早由 Ketterle 小组实现[23]。 

目前只有一家实验室用全光阱得到了 BEC [72]。光阱的难处在于光与原子相互

作用引起的加热和原子数损失。Barrett 等人采用两束交叉会聚的，远失谐的波长为

10.6 mμ 的大功率 ( ) 激光束形成光阱。当低速铷原子装载到 MOT 中后，逐步

降低光强，关闭磁场，并把原子抽运到

212W CO

1F = 态，然后打开 激光束，使原子装载

到阱中。蒸发冷却则靠在 2s 时间内逐步降低光强，即减少阱深来实现。在这种光阱

中， 三个态的原子都可以被囚禁，三种原子总数为 。 

2CO

1,0,1Fm = − 43.5 10×

碱金属原子的自旋 ，F I S= ± I 是原子核自旋的量子数，S 是核外价电子的自旋

量子数。对于 87Rb和 原子，23Na 3
2=I 且 1

2S = ± ，所以原子自旋有两个值： 2highF =

和 。这两个自旋态间的能级劈裂通常为 范围，而大多数实验中所用的

势阱频率的范围从1 到几个 。所以对理想气体来说，因为角动量守恒的原因，

单个原子不会从 态衰变到 态。当然，在低温情况下， 态上的两个原子由

于能量守恒的原因，也不会跃迁到 态。所以，在光势阱中，基态所有的原子均

处于 态。 

1lowF = ~ GHz

Hz kHz

highF lowF lowF

highF

lowF

    对自旋 的碱金属原子，理论和实验[24][73]都已经表明原子间存在两种自

旋关联相互作用，分别是，铁磁相互作用和反铁磁相互作用。随着实验技术的进步，

可以得到自旋 的玻色子，如

1F =

1F > 85Rb 和 13 等。Ciobanu 等人[27]最早研究了3Cs 2F =

的旋量 BEC 的基态结构，证明其有三种相：极化相，铁磁相和循环相。 

旋量玻色—爱因斯坦凝聚体哈密顿量的普遍的二次量子化形式为 

( ) ( ) ( )
† 2 2

2 extH dr r V r r
m

α
α

∧ ∧ ∧⎡ ⎤∇
= Ψ − + Ψ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

=K K K K
 

( ) ( ) ( ) ( )
† †

, , , 1 2 1 2 2 1drdr r r r rα β μ να β μ ν

∧ ∧ ∧ ∧

+Ω Ψ Ψ Ψ Ψ∫
K K K K K K

             （1.42） 

其中 ( )( ), , ,k r k α β μ ν
∧

Ψ =K
是场湮灭算符，指标 , , ,α β μ ν 对应着凝聚体的各个组分，

且重复指标表示求和。 是外束缚势的一般形式，是标量场，对每个自旋组分( )KextV r
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有相同的形式。原子间的相互作用由系数 , , ,α β μ νΩ 表征，当系统在自旋空间满足旋转

对称性时，相互作用的形式可大大简化。旋转对称性表明，两个超精细自旋分别为

和 的原子的两体碰撞相互作用与它们的总自旋

1F

22F 1f F F= +
K K K

有关，而与它们的取向无

关。这样，原子相互作用的一般形式为： 

( ) ( )
2

1 2 1 2
0

F

ff
f

V r r r r gδ
∧ ∧

=

− = − Ρ∑K K K K
                  （1.43） 

这里
24 f

f

a
g

m
π

=
=

，m 是原子质量， fa 代表总自旋 f 轨道的 s −波散射长度； f

∧

Ρ 是总

自旋 f 的投影算符。若玻色子自旋为 ，对称性要求总自旋F 0,2,..., 2f F= [24]（详

见附录 A）。式（1.43）描述的是 ( )2 1F + 个组分的旋量玻色—爱因斯坦凝聚体的原子

短程相互作用。 

1.4.3 自旋 1的玻色—爱因斯坦凝聚体 

我们着重考虑原子自旋 的情况。这时系统的基态由原子三重简并的塞曼态

组成，

1F =

1, 1,0, 1FF m= = + − ，原子相互作用完全由两个参数来描述，分别是 波散

射长度 和 。式（1.43）可写作（详见附录 B）： 

s −

0a 2a

( ) (1 21 2 0 2 1 2 ,V r r c c F F r rδ
∧ ∧ ∧⎛ ⎞− = + ⋅ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
K K K K )               （1.44） 

其中 和 是自旋 1 算符；参数 和 分别为 1F
∧

2F
∧

0c 2c

2
0 2

0
24 ,

3
a ac

m
π +

=
=

                      （1.45） 

2
2 0

2
4 .

3
a ac

m
π −

=
=

                       （1.46） 

因此，描述自旋 1F = 的弱相互作用的玻色—爱因斯坦凝聚体的哈密顿量为 

( ) ( ) ( )
† 2 2

2 extH dr r V r r
m

α α

∧ ∧ ∧⎧ ⎡ ⎤∇
= Ψ − + Ψ⎨ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎩
∫

=K K K K
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[ ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

† †

0

† †

2

1
2

.

c r r r r

c r F r r F r

α β β α

α β μ ναβ μν

∧ ∧ ∧ ∧

∧ ∧ ∧ ∧

+ Ψ Ψ Ψ Ψ

⎫⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪+ Ψ Ψ ⋅ Ψ Ψ ⎬⎥⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎟
⎠ ⎪⎦⎭

K K K K

K K K K
                （1.47） 

自旋 1 矩阵的三个分量分别为 

0 1 0 0 1 0 1 0 0
1 1 0 1 , 1 0 1 , 0 0 0 ,
2 20 1 0 0 1 0 0 0 1

x y z
iF F F

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜= = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

    （1.48） 

它们之间遵循对易关系[ ], .a b abc cF F i Fε=   

根据平均场理论的思想，式（1.47）中的场算符 ( )rα

∧

Ψ K
可用序参量 来代

替。将序参量写作

( )rαΦ K

( ) ( ) ( )r rα ρ ςΦ =K K rα
K
的形式， ( )rρ K

表示原子密度， ας 是归一化的

三组分矢量 ，则能量泛函为 † 1ς ς⋅ =

( ) ( ) ( )
2 2 22 22

0 2 .
2 2 2extE dr V r c c F
m m

ρρ ς ρ μ ρ
⎛ ⎞⎡ ⎤= ∇ + ∇ − − + +⎡ ⎤⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

∫
= = K

  （1.49） 

这里化学势μ决定着凝聚体的粒子数，凝聚体的平均自旋 ( )* ,a bab
F Fηη

ς ς≡  

( , , )x y zη = 。波函数 的基态结构可通过最小化自旋相关的相互作用能( )rαΦ K

2
2

22
c Fρ

来决定。根据自旋非对称相互作用参数 的正负取值， 的旋量部分

有两种不同的情况[24]: 

2c ( )rαΦ K

 （也就是 ，如 ）：反铁磁态或极化态。当2 0c > 2a a> 0
23Na 0F = 时，其能量最

低。基态的旋量部分是一组简并矢量中的一个，“极化”态对应着自旋态 的

所有旋转变换，即 

0Fm =

1 sin
0 2
1 cos
0 1 sin

2

i

i i

i

e

e U e

e

α

θ θ

α

,

β

ς

β

−⎛ ⎞−⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟= = ⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

β ⎟                （1.50） 

其中 ie θ 是规范变换； ( ), , yz ziFiF iFU e e βeα τα β τ −−= − 表示自旋旋转变换，( ), ,α β τ  是
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欧拉（Euler）角。可见，极化态与欧拉角τ 无关。极化态的对称群为 。 ( ) 21U S×

 （也就是 ，如2 0c < 2a a< 0
87Rb ）：铁磁态。当 1F = 时，其能量最低。在这种

情况下，基态的旋量部分对应着自旋态 1Fm = 的所有旋转变换，即 

( )

2

2

cos
21

0 2 cos sin
2 2

0
sin

2

i

ii

i

e

e U e

e

α

θ τθ

α

β

.β βς

β

−

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟              （1.51）    

    铁磁态的对称群为 。 ( )3SO

    极化态与铁磁态的对称性的差异导致了它们量子化涡旋的根本差异。铁磁情况

下会出现无核涡旋（Skyrmion）。 

第五节 光晶格中的玻色—爱因斯坦凝聚体 

光晶格是由一组相干光束产生的周期势，原子在其中能感受到交流 Starck 效应

（光频移）。这种势能囚禁原子成为类晶体结构，原子在光晶格中的运动类似于电子

在固体晶体中的运动。光晶格势是由激光形成的，即使格点上没有原子也不会有缺

陷，这里晶格常数是光波波长的数量级（微米的量级），而不是固体晶体中原子间的

距离（埃的量级）。这样虽然系统本质上没有强相互作用，但是将原子囚禁在光晶格

中减少了原子动能，从而等效地增加了原子间的相互作用，因此光晶格为研究强关

联的原子体系提供了一个非常有价值的实验平台。 

光晶格势本身可以精确地模拟，通过选择激光的布局、偏振、强度和频率很容

易调整晶格常数、对称性、势阱深度、构型以及原子间的相互作用强度等等。由自

发辐射引起的动力学耗散原则上也可以通过调整激光频率和强度来控制。因此，光

晶格由于其简单可控制正在成为超冷原子实验和理论工作不可或缺的工具之一。 

1.5.1 光晶格的实验实现 

光晶格的诞生可追溯到由法国巴黎高师和美国标准技术研究院所进行的两个实

验。前者研究了通过样品照射探测激光束的吸收和增益；后者则测量了所捕获原子

的荧光。这些实验首次给出了原子陷于一维周期性光学势阱的明确证据。两个实验
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都用了正交偏振的驻波配置。理论上这个一维模拟系统是由 Dalibard 和

Cohen-Tannoudji[74,75]提出的，他们指出可以由正交线偏振相向传播的激光形成周

期格点阵列—光学晶格—来同时冷却和囚禁原子。图 1.7 是线⊥线（lin⊥ lin）结构光

晶格示意图。设原子基态有 1 2F = ，光泵浦的主要作用是将原子从一个光学势的顶

部转移到另一个光学势的底部。连续的冷却循环导致快速阻尼原子的运动。泵浦过

程中吸收的能量比自发辐射的能量低，这样耗散了原子的动能，原子速度减小，不

能从晶格势中逃逸。这样的结构用于偏振梯度（Sisyphus）冷却。 

高维光晶格可以通过朝不同方向传播的驻波叠加形成。对于二维和三维（如图

1.8）的光晶格，已发展了几种不同的激光束配置。如 Grynberg 型[76]的光晶格用

束激光，这里 d 是空间维数而 n是使用的激光数目。如果使用的激光束超过

束，则为 Hansch 型[77]光晶格。 

1n d= +

1d +

实验上可以实现多种晶格结构的光晶格势，如简立方、体心立方和面心立方晶

格[76,78]等等。一般三维简立方光晶格势的形式为： 

( ) ( )
3

2
0

1

sin ,lat j
j

V r V kr
=

=∑K                   （1.52） 

其中波矢 2 /k π λ= ，λ是激光的波长，则相应的晶格常数是 / 2d λ= 。 正比于原子

的极化率与激光强度的乘积。 

0V

 

图 1.7 Sisyphus 冷却.(a) 1 2J = − 和1 2两个基态能级的跃迁几率分支系数 (b)光场偏

振及基态能级光频移随空间的变化 (c) lin⊥ lin 组态下的 Sisyphus 冷却 
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图 1.8 六束相互正交的激光产生的三维晶格， 

引自 Adv. At. Mol. Opt. Phys. (2002) 42, 95-170 

 

1.5.2 玻色—哈伯德模型 

哈伯德（Hubbard）模型在考虑窄带中电子强关联效应的基础上成功地解释了有

些过渡金属氧化物当温度升高时从绝缘体转变为金属的现象。而玻色—哈伯德

（Bose-Hubbard）模型最初则被用来研究纳米管中惰性气体的吸收[79]或具有强电荷

效应的超导薄膜中的库伯(Cooper)对[80,81]等等。由于玻色原子在光晶格中的运动

类似于电子在固体晶体中的运动，因此前者也可以被玻色—哈伯德模型完美地描述。

1998 年 Jaksch 正是在这个模型的基础上理论预言了单分量超冷原子从超流到 Mott-

绝缘态的量子相变[30]。 

相互作用的超冷玻色子在光晶格束缚势场下的哈密顿量为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
† † †22

3 2 341 ,
2 2

sc
ext

aH d r r V r r d r r r r r
m m

π∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧⎛ ⎞
= Ψ − ∇ + Ψ + Ψ Ψ Ψ Ψ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫

==K K K K K K K K K
               

（1.53） 

这里 表示玻色场算符。束缚势( )r
∧

Ψ K ( )extV rK 包含光晶格周期势 ( )latV rK 和一个外加的缓

慢变化的束缚势 ( )TV rK ，如磁场， 

( ) ( ) ( ) ,ext lat TV r V r V r= +K K K
 

如图 1.9 所示。原子间的相互作用是短程势， sca 表示 s −波散射长度。m 是单个原子

质量。 
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图 1.9 Bose-Hubbard 模型在光晶格中的示意图,势阱底部的能阶由束缚势 产生 TV

完整晶格中单原子系统的能量本征函数是布洛赫(Bloch)函数，在同一能带中，

不同波矢对应不同的能量本征值。由不同波矢（即不同能量）的布洛赫函数组合可

构成瓦涅尔（Wannier）函数,它可以很好地定域在单个格点上，不同格点的瓦涅尔

函数彼此正交。为讨论光晶格周期势中格点间原子的相互作用，我们采用瓦涅尔表

象。假定系统的最低能带远低于第二个能带，则在最低能带的瓦涅尔基中展开玻色

场算符： 

( ) ( ) ,i
i

r a w r r
∧ ∧

Ψ = −∑ i
K K K

                   （1.54）

其中 是第 i个格点上玻色子的湮灭算符，它们满足玻色对易关系ia
∧ †

, ji ia a jδ
∧ ∧⎡ ⎤

=⎢ ⎥
⎣ ⎦

。利用

上面玻色场算符的展开式，并且只考虑最近邻格点间的相互作用，哈密顿量（1.53）

可约化为玻色—哈伯德模型： 

†

,

1 1 ,
2

i j i i ii
i j i i

H J a a n U n nε
∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧⎛= − + + −⎜

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ⎞

⎟

i

           （1.55）

其中 是第 i个格点的原子数算符，
†

i in a a
∧ ∧ ∧

= ,i j 表示对最近邻格点求和。模型中的第

一项是跃迁（hopping）项，描述了玻色子在相邻格点间的隧穿能量，隧穿耦合的强

弱由隧穿矩阵元 

( ) ( )( ) ( )3 * 2 2 / 2i latJ d rw r r m V r w r r= − − ∇ +∫
K K K K K K= j−  

表征；第二项给出了由外加缓变势引起的第 i个格点的能量偏移， 

( ) ( ) ( )23 .i T i Td rV r w r r V rε = − ≈∫ i
K K K K K
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这里可以认为对于不同的格点它是一个常量ε ；第三项则表示单个格点上原子间的相

互作用，它的强弱由相互作用矩阵元 

( ) ( ) 42 34 /sc iU a m d r w rπ= − r∫
K K K=  

表示。因为与格点间距相比，这三种相互作用都是短程的，所以相互作用能可以分

别用单参数 ,J ε 和U 来唯一地描述。随着光晶格势阱深度的增加，相邻格点的隧穿

势垒也在增加，所以隧穿矩阵元 会呈指数减小，另一方面格点相互作用矩阵元U 会

随之增大一些。因此U 与 的比值 可以随着光晶格势阱深度的调节在很大的范

围内连续地改变。如图 1.10 所示。 

J

J /U J

 

 

图 1.10 (a)格点相互作用矩阵元U 、(b)隧穿矩阵元 及(c)  J /U J
随光晶格势阱深度的变化 
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1.5.3 超流和 Mott—绝缘态 

玻色—哈伯德哈密顿量（1.55）式随着格点原子相互作用矩阵元U 与隧穿矩阵

元 的比值 大小的改变会出现两个性质不同的基态：超流态和 Mott—绝缘态。 J /U J

当温度足够低形成 BEC 时，凝聚体处于超流相，可以用一个具有长程相位相干

的波函数来描述。这时将它装载到远失谐的光晶格中，由于隧穿耦合，玻色原子可

以从一个格点向相邻格点移动，每个格点上的原子数目都是任意的（图 1.11(a)），系

统仍处于超流状态。在这种情况下，动能在总能量中占主要地位，非局域化的波函

数可使总能量最小。根据 Gutzwiller 的假设，单粒子波函数将扩展到整个晶格上，对

于具有M 个格点的光晶格周期势，N 原子系统的基态波函数在平均场理论近似下可

以写作下面的形式[29]： 

†

0
1

0 .
NM

iSF U
i

a
∧

≈
=

⎛ ⎞
Ψ ∝ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑                     (1.56） 

 

 

图 1.11 (a)超流态与(b) Mott—绝缘态 

 

这时，所有的原子都占据完全相同的布洛赫（Bloch）扩展态。根据朗道（Landau）

判据，超流相的特征反映在有非零的临界速度。一般说来，Hartree-Fock-Bogoliubov

平均场理论[82]与 Gutzwiller 假设同样适于讨论超流情形，对此我们将在第二章中做

详尽地分析。与此相反，若格点上原子间相互作用能占能量的主要部分，则系统的

基态由局域化的原子波函数组成，是格点局域 Fock 态的乘积，每个格点填充的原子
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数目相同可以使总能量取最小（图 1.11(b)）。在此极限下，系统的波函数写作： 

†

0
1

0 .
NM

iMI J
i

a
∧

≈
=

⎛ ⎞
Ψ ∝ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏                    （1.57） 

Mott—绝缘相是以整数占据数为特征的，而且量子涨落为零，因此相位相干性消失，

激发谱中有能隙存在[82-86]。它不能用一个宏观波函数来描述，不能通过 GP 方程

或者是弱相互作用下的波戈留波夫理论来讨论。而强耦合近似下的微扰展开法

[82][86]则以隧穿项为微扰项，适合分析远离超流的情形。此外，Gutzwiller 变分理

论[87-89]与双时格林函数方法[90]则可以同时兼顾这两种极限情况。 

1.5.4 量子相变 

相变是自然界普遍存在的一类突变现象[81]。通常将与温度有关的相变称作热

力学相变，一般可以分为一级相变和连续相变。如果系统的绝对温度趋于零，所有

的热运动将逐渐消失，但是由于海森堡（Heisenberg）不确定关系会有量子涨落存在，

当涨落足够强时，就会促使系统从一个相向另一个相转变，即发生量子相变。一个

突出的例子就是光晶格中超冷原子从超流相到 Mott—绝缘相的量子相变。随着激光

强度的改变，相互“竞争”的两种相互作用能的比值 达到某一量子临界点，此

时量子涨落将导致这种连续量子相变。对于三维的光晶格势，量子相变的临界条件 

/U J

 

 

图 1.12 Bose-Hubbard 模型零温下的相图。横纵坐标分别为无量纲化的 

       隧穿耦合与化学势。n表示绝缘相中格点的平均原子数。引自 

J. Opt. B (2003) 5, S9-S16。      
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为 ( ) 其中 是配位数，这个条件适用于 Mott—绝缘相每个格点单占据的

情况[82-84][91]。对于不同维数和不同平均占据数下的临界条件可以参看其他文献

[92-94]。零温时，超流到 Mott—绝缘量子相变在

/ 5.8
c

U J z= , z

Jμ − 平面的相图包含一系列叶型

区（如图 1.12）。叶型区内（小 区）是 Mott—绝缘相，叶型区的外部则是超流相。

根据朗道连续相变理论，超流相具有长程相位相干性，序参量非零；而 Mott—绝缘

相没有长程相位相干性，序参量为零。 

J

在 Jaksch 提出光晶格中玻色—爱因斯坦凝聚体的量子相变的理论后不久，2002

年 Greiner 的实验完美地证实了这个预言[29]。在他们的实验中，形成 BEC 的 87Rb原

子被装载到六束激光（波长为 852 ）形成的三维简立方晶格中，凝聚体分布在约

15 万个晶格点上（每个方向大约 65 个格点），每个格点的平均原子占据数为1 。

为了确定不同格点的原子是否具有相干性，他们关掉了囚禁势允许原子波函数自由

膨胀，相互干涉。图 1.13 是通过吸收成像法拍摄的干涉图样。 

nm

3∼

 

 

图 1.13 不同势阱深度下的干涉图样。(a) ;(b) ;(c) ; 0 RE 3 RE 7 RE

(d)1 ;(e)1 ；(f)1 ;(g)1 ;(h) 。 0 RE 3 RE 4 RE 6 RE 22 RE

 

在超流区，原子在整个晶格是非定域的，因此有清晰的干涉图样。干涉图中尖锐的

干涉最大直接反映了系统相位相干的程度。随着光晶格势深的增加，干涉图样发生

了显著地变化。势阱深度大约为13 时，干涉图样变得模糊，直到 时干涉图样

完全不可见（这里

RE 22 RE

2 2 2RE k= = m表示从激光束中吸收一个光子得到的能量，称作反
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冲能量 Recoil Energy，作为能量的基本单位）。这正是系统从超流相到 Mott—绝缘相

转变的标志。这时如果降低势阱深度，系统返回到超流相，干涉图样又很快清晰可

辨了[29]。 

Stoferle 小组则在实验上研究了一维[95]和三维[96]光晶格中囚禁的玻色—爱因

斯坦凝聚体在不同区域的激发谱。一维情况下在超流相，观察到宽的不同于波戈留

波夫谱的连续激发，这个连续激发谱可以认为是强相互作用的影响。在绝缘态观测

到的则是离散谱。如图 1.14。 

 

 

图 1.14 一维光晶格中超流（空心点）和 Mott—绝缘相（实心点）的激发谱。 

/U J 分别对应 2.3 和 14 的情况。 

 

前面讨论的都是不考虑自旋时光晶格中单分量超冷玻色原子的量子相变。

Tsuchiya 等人研究了自旋为 1 的反铁磁相互作用的玻色原子在光晶格中从超流到

Mott—绝缘的量子相变[97]，他们利用平均场近似得到零温相图，发现格点平均占

据数是偶数的 Mott—绝缘相是自旋单态，非常稳定；而平均占据数为奇数的 Mott—

绝缘相有一个原子不能形成单态，因此格点自旋为 1。Svidzinsky 等人则进一步考虑

了外部磁场对量子相变的影响[98]。自旋为 2 的超冷玻色原子在光晶格中的能谱和

量子相变也已经由 Jin 和 Hou[99]研究过。另外，Pu 和 Zhang[100]研究了磁偶极相

互作用引起的光晶格中玻色—爱因斯坦凝聚体的反铁磁相变和自发磁化等现象。总

之，光晶格中量子相变的研究已经从单分量超冷玻色原子延伸到双分量超冷玻色原

子、旋量玻色—爱因斯坦凝聚体以及超冷玻色—费米混合物等等复杂的领域。当然，

对于光晶格和量子相变的实际应用仍在不断的探索中。 
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稀薄气体中玻色—爱因斯坦凝聚的实现被认为是20世纪末实验物理学最重大的

成就之一。可以预期，超冷原子、玻色—爱因斯坦凝聚体和高度相干的原子激射束

的发展与激光的问世一样将对科技和人类的生产和生活带来不可估量的深远影响。

1997年和2001年两次授予在这方面做出了杰出贡献的科学家以诺贝尔物理奖是当之

无愧的。在这个全新而又充满活力的研究领域还有许多奥秘和惊奇等待我们去发现！ 
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第二章 光晶格中自旋 1 超冷玻色气体的超流性 

相互作用的量子流体展现了丰富多彩的物理特性，例如液氦的超流性和金属的

超导性（也可以看成是电子“液体”的一种超流性）等。随着在碱金属原子蒸汽中

玻色—爱因斯坦凝聚现象的实现，这种弱相互作用的多粒子系统就成为一个更加理

想的研究超流性和宏观量子效应的模型。超流体有许多“超越”的性质：无粘滞性、

无旋性、支持持续流和量子化涡旋等等。在这章中我们将对光晶格周期势中旋量 BEC

的超流性质及其可能的应用进行详细地研究。 

第一节 自旋 1 的玻色—哈伯德模型 

核自旋 的碱金属原子，如 Na，39 K 和 Rb 在低温下的行为类似于自旋

的玻色子。当用全光学手段使它们形成玻色—爱因斯坦凝聚体并装载到光晶格

中，我们得到了相互作用的三分量模型，可以用下面二次量子化的哈密顿量描述

[1-8]： 

3/ 2I = 23 87

1F =

( ) ( ) ( ) ( )
† 2

2 lat TH dr r V r V r
m

α α
α

∧ ∧ ∧⎡ ⎤∇
= Ψ − + + Ψ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑∫

K K K K Kr  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

† †
0

,

† †
2

' '' '
, , ', '

c
2

c ,
2

dr r r r r

dr r r F F r r

α β β α
α β

α β β ααα ββ
α β α β

∧ ∧ ∧ ∧

∧ ∧ ∧ ∧

+ Ψ Ψ Ψ Ψ

+ Ψ Ψ ⋅ Ψ Ψ

∑∫

∑ ∫

K K K K K

K K K K K
         （2.1） 

其中 是单原子质量； 是处于超精细自旋态m ( )rα

∧

Ψ K 1, FF m α= = 的原子的场湮灭算

符，指标 , , ', 'α β α β 代表三个自旋组分 ( ), , ', ' 1,0,1α β α β = − 。激光形成的光晶格势

对每个自旋组分都有相同的形式，波矢( ) ( 2 2 2
0 1 2sin sin sinlatV r V kr kr kr= + +K )3

2 /k π λ= ，λ是激光的波长，则晶格常数 / 2d λ= 。 是可调节的势阱深度。0V ( )TV rK

仍表示外加的缓慢变化的束缚势。 3 3× 的自旋矩阵 表示三维自旋角动量算符，F

( ) ( ), 1 , 1 , 1 , 1/ 2, / 2x yF F iαβ α β α β αβ α β α βδ δ δ δ− + − += + = − 和 zFαβ αβαδ= ，如（1.48）式。原

子 的 两 体 碰 撞 相 互 作 用 特 征 分 别 由 两 个 参 数 及( )2
0 2 04 2 / 3c a aπ= += m
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/ 3m( )2
2 2 04c a aπ= −= 确定，这里 与 分别对应于两个原子碰撞后总角动量0a 2a 0f =

与 通道的 波散射长度。对 Na，有 ，则 ，原子间是反铁磁相互

作用；而对 Rb，情况正好相反，有

2f = s − 23
2a a> 0

0

2 0c >

87
2a a< ，则 2 0c < ，原子间是铁磁相互作用。在

最低能带的瓦涅尔基中展开玻色场算符 ( )rα

∧

Ψ K
： 

( ) ( )i
i

ir a w rα α

∧ ∧

Ψ = −∑ rK K K
                     （2.2）

其中 ( )iw r r−K K
是第 i个格点的瓦涅尔函数， iaα

∧

表示第 个格点上i α -自旋组分的玻色

湮灭算符。式（2.2）也表明不同自旋组分的原子可以用同样的空间波函数描述，这

种情形适用于自旋对称相互作用远远大于自旋非对称相互作用，即 0c c� 2 的情况

[9]。利用式（2.2），并且只考虑最近邻格点间的相互作用，哈密顿量（2.1）约化

得到自旋 1 的玻色—哈伯德模型[7，8]： 

† †

,
i j ii

i j i

H J a a a a iα α α
α α

ε
∧ ∧ ∧ ∧

= − +∑∑ ∑∑ α

∧

 

' '

† † † †

' '0 2 '
, , , ,

1 1 .
2 2

i i i i i i i i
i i

U a a a a U a a F F a aα β β α α β β ααα ββ
α β α β α β

∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

+ +∑∑ ∑ ∑ '      （2.3） 

模型中的第一项是自旋对称隧穿项，隧穿耦合的强弱由隧穿矩阵元 

( ) ( )( ) ( )3 * 2 2 / 2i lat jJ d rw r r m V r w r r= − − ∇ +∫
K K K K K K= −  

表征；第二项给出了由外加缓变势引起的第 i个格点的能量偏移，其中参数 

( ) ( ) ( )23 .i T i Td rV r w r r V rε = − ≈∫ i
K K K K K

 

这里可以认为对于不同的格点它是一个常量ε；第三项和第四项则分别表示同一格点

上原子间的两种碰撞相互作用—自旋对称碰撞与自旋非对称（交换）碰撞，它们的

强弱分别由相互作用矩阵元 

( ) ( ) 43
0(2) 0 2 iU c d r w r r= −∫

K K K
 

表征，这是两种短程相互作用，分别由单参数 和 来唯一地决定，并且随着光晶

格势阱深度的调节可以在很大的范围内连续地改变[4]。 

0U 2U
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第二节 朗道超流理论 

超流与玻色—爱因斯坦凝聚密切相关。液氦（ He）在温度 以下时，能沿

极细的毛细管（管径~ 0

4 2.17K

.1 mμ ）流动而几乎不呈现任何粘滞性。这一现象首先由卡皮

查（Kapitza）于 1937 年观察到[10]，称之为超流性，也称作λ -相变。随后 1938 年，

F. London 指出：超流可能具有氦原子的玻色—爱因斯坦凝聚特性[11]。同年 L. Tisza

提出二流体模型，认为液氦 II 相（超流相）由正常流体和超流体两部分组成[12]；

朗道在 1941 年独立发展了二流体模型的定量描述，指出元激发谱满足一定条件，则

流体可以无耗散地流动[13]。经过后人的不断发展，目前普遍接受的观点是上述两

种观点的综合，即超流的性质由玻色—爱因斯坦凝聚体携带[14]。这里我们简述朗

道超流理论，作为进一步讨论问题的依据。 

朗道根据相当一般的考虑，导出了超流的临界速度[15]。首先考虑 的情

形，这时超流相全部为超流成分，没有元激发。假定质量为

0T K=

M 的超流体以宏观速度υK

运动，其动量和能量为 

2
21,

2 2
PP M E M .
M

υ υ= = =
K K

                   （2.4） 

由此，能量和动量的任何变化必须满足关系 

.E Pδ υ δ= ⋅
KK
                         （2.5） 

设想这一变化是由于超流体中产生了一个元激发引起的,元激发的动量为 pK，能量为

( )pε 。根据动量守恒和能量守恒，元激发的动量和能量一定是靠消耗超流体宏观流

动的动量和能量而来，即有 

( ), ,p P p Eδ ε δ= − = −
KK

                     （2.6） 

于是式（2.5）可改写为 

( ) ,p p pε υ υ= ⋅ ≤K K
                      （2.7） 

或 

   
( ) .
p

p
ε

υ ≥                           （2.8） 
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上式表明，要产生元激发，超流体的宏观速度必须大于 ( )p pε 值；反之，如果 

( )p pυ ε< ，则由于流动而产生元激发是不可能的，流体将继续保持超流。由此，

朗道得出下列超流判据 

( )
min

,c

p
p

ε
υ υ

⎛ ⎞
< ⎜ ⎟
⎝ ⎠

≡                     （2.9）

其中 cυ 称为超流的临界速度。若 0T K≠ ，上面的分析仍然有效，不过这时超流体中

原来存在元激发，上式代表液体中不再由于流动而产生新的元激发的条件。根据朗

道判据，自由粒子的能谱 ( ) 2 / 2p p mε = 显然不可能有超流，因为其临界速度

。总之，在超流中存在一个非零的临界速度( )min
/c pυ ε= 0= cυ ，当流体速度超过它

时，在流体中能够产生导致能量转移的激发，因而产生粘滞性，即超流状态被破坏。

对于弱相互作用的碱金属原子气体 BEC，已有实验证实其低能元激发谱是声子谱

[16]，这说明它与液氦超流相类似，也存在一个破坏超流性的临界速度。 

第三节 波戈留波夫变换方法和能谱 

朗道超流理论是一种唯象理论，要建立一套完整的研究方法，必须从系统的哈

密顿量出发，从微观上根据第一原理来确定元激发能谱。从第一章的论述中知道，

通过控制光晶格势阱的深度，可以实现 BEC 从超流态到 Mott—绝缘态的量子相变，

因此我们设定相应的参数范围使自旋 1 的旋量 BEC 在光晶格中处于其超流基态。下

面应用波戈留波夫变换方法来对角化哈密顿量（2.3），得到系统的元激发能谱，进

而研究超流相的性质。为此，首先用波矢空间算符 ,ka α

∧

代替格点空间算符 iaα

∧

： 

,

† †

,

1 ,

1 ,

i

i

ik r
i k

ks

ik r
i k

ks

a a
N

a a
N

α α

α α

∧ ∧
⋅

∧ ∧

e

e− ⋅

⎧ =⎪
⎪
⎨
⎪ =
⎪⎩

∑

∑

K K

K K
                    （2.10） 

其中 sN 表示格点数目； 是第 个格点的坐标；波矢ir
K i k

K
在第一布里渊区内取值。将式

（2.10）代入哈密顿量（2.3），在紧束缚近似下，若考虑光晶格为简立方晶格，则

可得到 
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α α
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α β β α
α β
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a

α β β ααα ββ
α β α β

ε

δ
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∧ ∧ ∧ ∧

+ +

∧ ∧ ∧ ∧

+ +

= +

=

+

∑∑

∑ ∑

∑ ∑

∧

d

1,

        （2.11） 

其中 ，z 代表每个格点的最近邻原子数。由于凝聚在零动量态上

的原子数目远远大于一，即 

( ) ( )cosk Jz kε ε= −

† †

0 0 0 0 0 01a a a a N Mα α α α α
α α α

∧ ∧ ∧ ∧

= + ≈ =∑ ∑ ∑ �            （2.12） 

其中 0Nα 表示凝聚在零动量态上α -自旋组分的原子数目； 0M 则表示凝聚的原子总

数。因此算符 0aα

∧

和
†

0aα

∧

可以用 数c 0Nα 来代替。又 

†

, ,0
0

,k k
k

N N a aα αα α

∧ ∧

≠

= −∑                      （2.13） 

这里 Nα 表示α -自旋组分的原子总数。对相互作用哈密顿量，当 时，算符0k ≠

†

, ,,k ka aα α

∧ ∧

是相应的零动量算符的微小偏移，所以，四个玻色子算符的乘积可近似作二

次型，举两个典型例子来说明： 

† † †
2 2

0, 0, 0, 0, , ,0
0

2 k k
k

a a a a N N N a a ,α α α α α αα α α

∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

≠

= ≈ − ∑           （2.14） 

† † † † †

0, , , 0, , , , , , ,0
, , 0 , , 0 0 , 0

k k k k k k k k
k k k

a a a a a a N N a a a a
k

α β β α β β α α βα α
α β α β α β

∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

≠ ≠ ≠

⎡ ⎤⎛ ⎞
= = −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ β

≠

 

†

, ,
, 0

,k k
k

N a aα α
α

∧ ∧

≠

≈ ∑                       （2.15） 

其中 N Nα
α

=∑ 表示原子总数。通过如式（2.14）和式（2.15）的近似，总哈密顿量

（2.11）可写作 
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                                                                 （2.16） 

对任何结构的光晶格来说， 与 总是成正比的，所以 很小，也就是

说，相互作用中的自旋非对称部分比自旋对称部分要小得多。 

2 /U U 2 0/c c 2 /U U

哈密顿量（2.16）是算符 ,ka α

∧

和
†

,ka α

∧

的二次式，可通过下面的线性变换来对角化： 

†

, ,, ,

† †

, ,, ,

,

,

k kk k

k kk k

a u b v b

a u b v b

,

,

k

k

α α αα α

α α αα α

∧ ∧ ∧

−

∧ ∧ ∧

−

= −

= −

                   （2.17） 

这就是著名的波戈留波夫变换。这个变换引入了一套新的算符， ,kb α

∧

和
†

,kb α

∧

，若使这

套算符同样满足玻色对易关系
†

, ', , ' ,,k k k kb bα β α βδ δ
∧ ∧⎡ ⎤

=⎢ ⎥
⎣ ⎦

，我们可得到参数 ,ku α 和 ,kv α 满足

的关系式  

2 2
, , 1.k ku vα α− =                          （2.18） 

辅助参数 ,ku α 和 ,kv α 的引入是为了使哈密顿量中形如
† †

, ,k kb bα α

∧ ∧

− 和 ,k kb b ,α α

∧ ∧

− 的非对角项

的系数为零（详细过程请参看附录 C）。利用波戈留波夫变换（2.17），我们最终得到

了对角化的哈密顿量： 

†

, ,, ,
0

k kc k
k

H E E b bα αα α

∧ ∧

≠

= +∑
∧

                   （2.19） 

其中    
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 ( ) ( ) ( )222 2
0 1 1 0

1 2
2 2c

s

UE U Nn N zJ N N N N N
N

ε − −1 1
⎡ ⎤= + − + − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

； 

准粒子能谱 为 ( ), , 0, 1kE α α α = ±

( )k k, , 0 22 2kE U n U nγ γ γε ε= + + γ ，               （2.20） 

( )k k,0,0 0 0 2 1 12 4kE U n U n nε ε −= + + ，            （2.21） 

这里 1γ = ± ， ( ) ( )0 1 cosk k zJ kdε ≠ = −⎡ ⎤⎣ ⎦。符号 / sn N Nα α= 表示每个格点上α -自旋

组分的平均原子数。在文献[4]的实验中每个格点上的平均原子数目为1 个。  3−

第四节 超流临界速度 

能谱（2.20）和（2.21）的形式在超流体中是很典型的。为此，来看当 的

极限情况下能谱

0k →

, ,kE α α 的色散关系 

( ) 1/ 22
, , 0 2 ,kE zJd U U nγ γ γ⎡ +⎣∼ k⎤⎦                 （2.22） 

( ) 1/ 2
2

,0,0 0 0 2 1 12kE zJd U n U n n−
⎡ +⎣∼ .k⎤

⎦            （2.23） 

激发谱 , ,kE α α 与波矢 的线性关系正是超流的特性，从色散关系也可得到超流的临界

速度 

k

( ) 1/ 2, , 2
,

0

1 ,k
s

k

E
zJd U U n

k
γ γ

γ γυ
→

∂⎛ ⎞
0 2⎡ ⎤= = +⎜ ⎟ ⎣ ⎦∂⎝ ⎠ =

           （2.24） 

( 1/ 2
,0,0 2

,0 0 0 2 1 1
0

1 2k
s

k

E
zJd U n U n n

k
υ −

→

∂⎛ ⎞ ) ,⎡ ⎤= = +⎜ ⎟ ⎣ ⎦∂⎝ ⎠ =
        （2.25） 

其中
1
=
是量纲修正。当 时，上式可简化为不考虑自旋的情况下超流临界速度

的表达式，如文献[6]。临界速度不为零是超流相的朗道判据。从式（2.24）和式（2.25）

可以看出，超流临界速度的值由 和 决定，而这三个参数本质上又是由光晶格

势来决定的。这样 和 的值可通过调节激光参数来控制。由于自旋非对称相互

作用参数 比自旋对称相互作用参数 小一到两个数量级，这样就可以保证，对于

反铁磁相互作用 ( 和铁磁相互作用

2 0U =

J ( )0 2U

J ( )0 2U

2U 0U

)2 0U > ( )2 0U < ，都有临界速度 不为( ), 0, 1s αυ α = ±

 - 41 -



博士学位论文：旋量玻色—爱因斯坦凝聚中的理论物理问题研究 
 

 - 42 -

零成立。 

美国 W. Ketterle 的研究小组首先在实验上给出了单分量钠原子 BEC 中存在临界

速度的证据及临界速度的数量级[17，18]。他们用蓝失谐的激光束搅动 BEC，发现

只有当搅动速度超过某一临界值时才会有耗散产生。耗散速率的测量有两种办法：

一是通过测量加热造成的凝聚体的贫化来看（图 2.1）；二是通过测量移动的激光束

前后两个方向上凝聚体的密度分布的不对称性来看，这种不对称性反映在两个方向

上压力的不同（图 2.2）。对实验数据的物理机制解释为：蓝失谐的激光束相当于宏

观的物体，如果它的运动速度超过临界值，就会使得在它的运动方向上局部的流体

速度超过声速，产生涡旋对激发，造成耗散。 

 

 

图 2.1 临界速度存在的证据。虚线将低耗散区与高耗散区分隔开来， 

右面的纵轴表明系统的温度 。 ( )1/3
01 / cT N N= − T

 

意大利 M.P. Tosi 小组讨论的则是铷原子 BEC 在一维光晶格中的运动[19]。这里

的光晶格势阱较浅，BEC 的运动可以直观地看成是流体在粗糙的表面流动。他们的

实验给出了两个临界值，即当 BEC 的运动速度超过下临界值 ,mincυ 时开始有耗散产

生，但体系中还有凝聚的部分存在，而当 BEC 的运动速度超过上临界速度值 ,maxcυ 时，

其超流性就完全没有了，凝聚部分的比例为零（图 2.3）。他们的数值结果同时显示

起作用的耗散机制是轴向声子激发，激发它的临界速度与凝聚体的密度分布有关。              
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图 2.2 移动激光束使凝聚体产生的压力差。激光束的运动状态分别为：静止（上）， 

向左移动（中），向右移动（下）。激光束的移动速度为 3.0 mm/s. 

 

 
图 2.3 凝聚原子分数。插图为体系的密度分布，A 为超流部分。 

 

,mincυ 对应在密度低的地方开始有声子激发，而 ,maxcυ 对应在凝聚体中心密度最大处也

有声子激发。 

下面我们根据式（2.24）和式（2.25）来估算超流临界速度的值。采用文献[20]

中的典型实验数据，实验使用的三束垂直激光波长为 985nmλ = ； 23 原子的Na s −散

射长度分别为 ( )0 46 5 Ba a= ± 和 ( )2 52 5 Ba a= ± ，其中 是玻尔半径，则相应的Ba

 - 43 -



博士学位论文：旋量玻色—爱因斯坦凝聚中的理论物理问题研究 
 

 - 44 -

42 0/ 0.0U U = 。波戈留波夫变换方法的适用条件是 ( )0 2U J� ( )( )0 2 / 0.U J � 1 ，当光晶

格势的势垒高度在 范围内变化时，这个条件得到满足，其中 是反冲能量。

根据实验数据及上述分析，最终可估算得到超流临界速度的量级为 mm/s，这与文献

[17-20]中实验值的数量级范围是一致的。 

0 ~ 3 RE RE

式（2.24）和式（2.25）还表明，超流的临界速度 ,s αυ 是原子数密度的函数，对

三个自旋组分来说是不同的。因此，在实验上超流的临界速度可通过对原子布居数

的探测而得到。而且，超流临界速度与自旋组分的依赖关系意味着在光晶格中旋量

玻色—爱因斯坦凝聚体会有组分分离的现象出现。实验上组分分离现象在双组分玻

色—爱因斯坦凝聚体中已得到观测[21]，那么对于旋量玻色—爱因斯坦凝聚体，若

可以控制混合体的时间演化，最终就可观测到三组分的相对运动。特别地，假设自

旋极化原子组成的凝聚体，初始 0t = 时刻，所有原子均处于 0α = 的超精细自旋态，

有 ( )0 0, ,0Nψ = 。一对处于 0α = 自旋态的原子可以被分别激发到 1α = ± 的自旋

态。这样经过一段时间 ，ct 0α = 组分的原子数目变得稳定，为 [9]；( )0 / 2cN t N=

1α = ± 组分的原子数目相等，都为 ( )0 cN t 的一半，即 

( ) ( ) ( )1 1 0 / 2 / 4.c c cN t N t N t N− = = ≈  

这时， 1α = ± 组分的超流临界速度 ( ), 1sυ − 与 ( ),1sυ 相同，与 0α = 组分的超流临界速度

( ,0s )υ 不同。在这种情况下，三者间存在简单的数学关系 , 1 ,1 ,0 / 2s s sυ υ υ− = = ，因此，

0α = 组分的原子就可以从混合凝聚体中分离出来。 

第五节 小结 

在这一章中，我们利用波戈留波夫变换方法推导出在光晶格中自旋 1 的超冷玻

色气体的元激发能谱，从朗道超流判据的观点来看，这样的能谱结构对超流来说是

很典型的。进而，从超流能谱出发研究了超流相的性质，得到超流临界速度的表达

式，结果表明超流的临界速度是与自旋组分相关的，可通过调节形成光晶格的激光

来操控，并且临界速度的理论值与实验观测值数量级是一致的。最后我们讨论了实

验探测超流相及光晶格中旋量玻色—爱因斯坦凝聚体组分分离的可能性。 
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第三章 偶极旋量玻色—爱因斯坦凝聚体的动力学 

第一节 磁偶极—偶极相互作用和偶极旋量玻色—爱因斯坦凝聚体模型 

磁偶极—偶极相互作用来源于原子的磁偶极矩[1，2]，而原子的磁偶极矩 Fμ
K

与

原子的总角动量 有关，F
K

F F Bg Fμ μ= −
KK
，其中 是朗德(Landé) 因子；Fg g Bμ 是玻尔 

(Bohr) 磁子； 代表角动量算符。所以如果考虑原子自旋（不考虑原子的轨道角动

量，F 则表示自旋角动量算符），很自然就应该考虑磁偶极—偶极相互作用对体系的

影响。一般局域在

F
K

K

rK和 '处的磁矩分别为rK μK和 'μK 的两原子间的磁偶极—偶极相互作

用的形式为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 20
3

' 3 '
' ,

4 '
r r r u r

V r r
r r

μ μ μ μμ
π

u⋅ − ⋅ ⋅
− =

−

K K K K K K K K K K
K K

K K          （3.1） 

其中单位矢量 ( )' / 'u r r r r= − −K K K K K
， 0μ 是真空磁导率。从表达式（3.1）式也可以看出

磁偶极—偶极相互作用具有长程性和矢量性,这种各向异性的相互作用与用 波散

射长度表征的短程接触相互作用在本质上有很大的不同，因此它将极大地丰富旋量

玻色—爱因斯坦凝聚体的性质。考虑了磁偶极—偶极相互作用的旋量 BEC 称作偶极

旋量 BEC [3]。近来的理论研究表明磁偶极—偶极相互作用极大地改变了单势阱中

标量玻色—爱因斯坦凝聚体的激发谱[4-7]，影响了其稳定性[1-2][8-9]，并使其产

生了各种新的量子相[3][10]。另一类研究则关注磁偶极—偶极相互作用对光晶格中

旋量玻色—爱因斯坦凝聚体的自旋和磁特性的影响[11-13]，这些文献主要考虑的是

不同晶格之间的原子与原子的磁偶极—偶极相互作用和光诱导的偶极—偶极相互作

用引起的晶格与晶格之间的关联耦合效应。 

s −

对于大多数实现了玻色—爱因斯坦凝聚的碱金属元素来说，其原子磁矩约为1 Bμ

（玻尔磁子），相应的磁偶极—偶极相互作用与短程接触相互作用相比，几乎可以忽

略。而最近德国 Stuttgart 的研究小组报道了过渡金属元素 的 BEC 的实验实现

[14]，为这种长程相互作用的研究开辟了广阔的前景。铬原子 有 6 个价电子

52Cr

52Cr
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[ ]( 5 13 4Cr d s )，没有核自旋，因此它的总自旋为 3，并且磁矩约为6 Bμ 。由于磁偶极

—偶极相互作用与原子磁矩的平方成正比，所以铬的 BEC 中磁偶极—偶极相互作用

就是碱金属 BEC 中的 36 倍。因此，在偶极旋量 BEC 中人们不仅可以利用 Feshbach

共振技术调节短程接触相互作用[15]，而且可以通过旋转原子偶极子的办法来改变

其中的磁偶极—偶极相互作用[16]，甚至可以将前者调节至零，突出后者对凝聚体

的影响，这在实验中也已有报道[17]。 

考虑 个自旋 的玻色子组成的偶极旋量玻色—爱因斯坦凝聚体模型[3]，

哈密顿量

N 1F =

totH
∧

包含两部分，第一部分是旋量 BEC 的哈密顿量 spH
∧

，第二部分表示磁

偶极—偶极相互作用哈密顿量 ddH
∧

，二次量子化形式分别为： 

tot sp ddH H H
∧ ∧ ∧

= +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

† † †2
0

† †
2

' '' '

2 2

2

sp ext
cH dr r V r r dr r r r

m

c dr r r F F r r

α α α β β

α β β ααα ββ

∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

∧ ∧ ∧ ∧

⎡ ⎤∇
= Ψ − + Ψ + Ψ Ψ Ψ Ψ⎢ ⎥

⎣ ⎦

+ Ψ Ψ ⋅ Ψ Ψ

∫ ∫

∫

K K K K K K K K

K KK K K K K

rα
K

（3.2）

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )

† †

' '' '3

† †

' '' '

1' '
2 '

3 ' ' ,

d
dd

cH dr dr r r F F r
r r

r r F u F u r r

α β β ααα ββ

α β β ααα ββ

∧ ∧ ∧ ∧

∧ ∧ ∧ ∧

⎡
= Ψ Ψ ⋅ Ψ⎢

− ⎣

⎤
− Ψ Ψ ⋅ ⋅ Ψ Ψ ⎥

⎦

∫ ∫ 'r
∧

Ψ
K KK K K K K K

K K

K KK K K K K K
          （3.3） 

其中 代表处在超精细自旋态( )( )0, 1rα α
∧

Ψ =K ± 1, FF m α= = 的原子的场湮灭算符。单

原子的超精细自旋算符 可用自旋 1矩阵表示，m是原子质量。式（3.2）和式（3.3）

中重复指标求和。外束缚势

F
K

( )extV rK 是远离共振的光偶极阱，对三个自旋组分都是相

同的。两系数 和( )2
0 0 24 2 /c a aπ= += 3m ( )0 / 3a mπ= −=2

2 24c a 分别代表密度—密度碰

撞相互作用和自旋—自旋碰撞相互作用， ( )0,2fa f = 是两个自旋 1 的原子碰撞形成

的总自旋为 f 的对称轨道的 s − 波散射长度。磁偶极—偶极相互作用参数

2 2
0 / 4d B Fc gμ μ= π ，其中 是朗德 因子，Fg g Bμ 是玻尔磁子。 ( )' / 'u r r r r= − −K K K K K

是单位

矢量。对于已经在实验上获得的旋量 BEC( 和 )，总有23 Na 87 Rb 2 0c c� 。 
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若将量子化轴 选作凝聚体的对称轴（绝大多数实验情况都如此）,那么z ddH
∧

可

以如文献[3]进行简化。采用单模近似，即 ( ) ( )r rα aαφ
∧ ∧

Ψ ≈K K
，其中 表示与自旋无

关的凝聚体空间波函数，a

( )rφ K

α

∧

是磁量子数 Fm α= 的自旋组分的湮灭算符，则总哈密顿

量 totH
∧

化简作（略去不重要的常数项）： 

† † †

0
,

tot sp ddH H H a a U a a a aα α α β
α α β

ε
∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

= + = +∑ ∑ β α  

† † † † † † † †

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 02

† † † † † † † †

1 0 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1

† † † † † †

1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1

2 2

2 2 2 2

2 4 2

d

U a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a U a a a a

a a a a a a a a a a a

∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

− − − − − −

∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

− − − −

∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

− − − − − −

⎛
+ + − +⎜

⎝
⎞ ⎛

+ + + +⎟ ⎜
⎠ ⎝

+ − −
† †

0 1 0 1 0

† † † † † † †

0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0

2

2 2 2 ,

a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a

∧ ∧ ∧ ∧ ∧

− −

∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

− − − −

−

⎞
− − + + − ⎟

⎠

    （3.4） 

其中 ( ) ( ) ( )* 2 / 2 extdr r m V r rε φ φ⎡= −∇ +⎣∫
K K K K⎤⎦ ，对三个自旋组分取相同的值； 

( ) ( )
4

0,2 0,2 2U c r dφ= ∫
K rK表示短程碰撞相互作用； 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 32
e/ 4 ' ' 1 3cos / 'd dU c drdr r r r rφ φ θ= −∫ ∫

K K K K K K− 则表示磁偶极—偶极相互

作用， eθ 是矢量 ( 的极角。 )'r r−K K

这里要强调的是 spH
∧

具有自旋旋转不变性，也就是说，在自旋空间它具有 ( )3SO

对称性[18]。磁偶极—偶极相互作用的存在破坏了这种对称性，成为 对称性。

这意味着，

( )2SO

totH
∧

在自旋空间只具有轴对称性，对称轴正是量子化轴 。所以从对称性

的角度来说，磁偶极—偶极相互作用对系统动力学的影响与外磁场的影响是相同的。 

z

第二节 宏观量子自俘获现象 

玻色—爱因斯坦凝聚体作为可以用宏观相位相干波函数描述的体系，其中必然

存在宏观量子现象[19]。用一束远失谐的激光使一个磁谐振子势从中一分为二，形

成磁双势阱，这样囚禁其中的凝聚体分成两部分，适当调整两阱中间的势垒高度就 
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图 3.1 双势阱中两隧穿耦合的 BEC 模型, 和 分别代表两势阱中的 1,2N 0
1,2E

粒子数和零点能。 

形成了两弱连接的 BEC 系统，如图 3.1。这个模型与超导约瑟夫森（Josephson）结

非常类似，都是由两个中间被隔开的超流体构成的系统，所以也称为玻色约瑟夫森 

结（简称 BJJ）。双势阱模型是一个非常基本的简单物理模型，是研究量子隧穿和量

子相干现象的典型结构。早在 1997 年 A. Smerzi 等人就对双势阱模型中的相干原子

隧穿进行了研究，在理论上预言了一种非常著名的非线性现象——宏观量子自俘获

（self-trapping）现象[20，21]；直到最近这一现象在双势阱[22]和光晶格[23]中有

了实验观测。自俘获现象是指在隧穿过程中由于原子间的非线性相互作用，使对称

双势阱中演化的 BEC 呈现高度的不对称分布，两势阱间的原子布居数差保持其初始

值，绝大多数原子好像被其中的一个阱俘获。将体系的波函数看成是分别描述两个

势阱中凝聚体的波函数的叠加，并且认为每个阱中波函数随时间的演化和随位置的

变化是可分离的变量，即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2,r t t r t rΨ = Ψ Φ +Ψ ΦK K K
， 

则双势阱模型可以用两模 GP 方程来描述： 

( )

( )

01
1 1 1 1 2

02
2 2 2 2 1

,

,

i E U N K
t

i E U N K
t

∂Ψ
= + Ψ − Ψ

∂
∂Ψ

= + Ψ − Ψ
∂

=

=
                  （3.5） 

其中K 是隧穿耦合矩阵元[20]，波函数的时间演化部分可以写成振幅与相位分离的

形式 ( ) ( ) ( )1,2
1,2 1,2

i tt N t e θΨ = ， 和1,2N 1,2θ 分别表示势阱 1 和 2 的粒子数与相位。引入
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一对共轭变量，布居数差分数 1

1 2

N Nz
N N

2−
≡

+
与相对相位 2 1φ θ θ≡ − ，得到运动方程 

.
2

.

2

1 sin ,

cos ,
1

z z
zz E

z

φ

φ φ

= − −

= Λ + + Δ
−

                  （3.6） 

和经典哈密顿量 

2 21 cos
2

H z z Eφ ,zΛ
= − − + Δ                   （3.7） 

其中 

( ) ( )( )
( )( )

0 0
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

/ 2 / 4 ,

/ 4 .

E E E K U U N N K

U U N N K

Δ = − + − +

Λ = + +
 

当双势阱对称时， 则( )0 0
1 2 1 20 , ,E E E U U U= Δ = = = ( )1 2 / 2U N N KΛ = + 。在经典力学

中，式（3.6）和式（3.7）对应摆角为φ，摆长正比于 21 z− 的非刚性摆。文献[20]

中的图 2 给出了布居数差分数 ( )z t 在不同的非线性相互作用参数 下的时间演化行

为（如图 3.2）。随着 的增加，可以看到从正弦约瑟夫森振荡到非谐振振荡的过程，

特别是当 超过某一临界值时，布居数差振荡的时间平均不为零，

Λ

Λ

Λ ( ) 0z t ≠ ，即发

生自俘获现象(d)。保持非线性相互作用参数Λ不变，改变布居数差的初始值，同样

也可以得到自俘获现象，实验[22]中正是采用了这种方案（如图 3.3）。 

 

图 3.2 布居数差分数 ( )z t 的时间演化，初始条件为 ( ) ( )0 0.6, 0z φ 0= = , 

1Λ = (a), 8Λ = (b), (c), 9.99Λ = 10Λ = (虚线, d), 11Λ = (实线, d)。 
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图 3.3 对称双势阱中两弱连接 BEC 的动力学行为。(a) 初始布居数差低于临界值时

的约瑟夫森振荡；(b) 初始布居数差超过临界值时的宏观量子自俘获现象。 

 

即使在排斥相互作用下原子也会呈现不对称分布，因此这种反直觉的现象引起

了人们极大的兴趣。 

第三节 运动方程 

在平均场理论中，凝聚体通常用相干态来描述 

†
21exp exp 0 ,

2
z z z aαα α

α α

∧⎛ ⎞⎛ ⎞= − ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑K
               (3.8) 

其中 0 是真空态。复数 zα 代表处于超精细能级 1, FF m α= = 的原子的宏观波函数 

,iz N e αθ
α α

−=                          （3.9） 

其中 Nα 表示α -自旋组分的布居数， αθ 表示相位。由系统的含时变分原理 
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0S i z z z H z dtδ δ= −∫
i

=K K K K=                 （3.10） 

我们可以得到复数空间的哈密顿运动方程 

*0
* ,H Hi z i z

z zα α
α α

∂ ∂
= =
∂ ∂

ii
= = 0 ,

)

                      （3.11）

这里 

( ) ( ) ( )(
( ) ( )

22
0 0 0 2

2 0 1 1 1 1 0 1 1

, 3 2

2 2 cos 2

d d d

d

H N U N U N U N U U N N

U U N N N N N

α αθ ε

θ θ θ

−

− − −

= + − + + + −

⎡ ⎤+ − + + − −⎣ ⎦。

1 1
   （3.12）

注意到哈密顿量（3.4）的动力学问题中有两个守恒量：总原子数 N Nα
α

=∑ 守恒；

量子化轴方向凝聚体的总超精细自旋 ( )1 1S N N−= − =守恒。引入正则变量： 

( )

( )

1 0 -1
1

1 -1
2 0

3 1 -1

3

2

θ θ θ
ϕ

θ θ
ϕ θ

ϕ θ θ

+ +
=

+
= −

= −

     和      ( )
1 1 0 1

2 0 1

1 1

2 1
3 3

,

N N N

N N N

N N

−

−

−

Ω = + +

Ω = − +

−
Ω =

1

3 2

        （3.13） 

哈密顿量（3.12）改写作 

( ) ( ) ( )2 2
0 1 2 3 2 1 0 1 2 2 3 2

2
2

1 2 1 2 1 2 3 1 2 2

, , , 3 4 2 2

1 2 2 14 cos
3 3 3 3

d dH U U U Uϕ ε

ϕ

Ω Ω Ω = Ω + Ω − Ω + + Ω + −

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥× Ω +Ω Ω −Ω + Ω −Ω − Ω Ω +Ω⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
2 ,

dU U

   （3.14）

其中 1ϕ 和 3ϕ 成为循环坐标，并由此得到两个重要的结果。第一，总原子数 的

平均值及凝聚体的总超精细自旋

1N = Ω

32S = Ω= 的平均值是两个运动常数。第二，哈密顿

量（3.14）的动力学问题可以由{ }2 2,ϕ Ω 这对变量来决定，哈密顿方程为： 

0 0
22

2 2

, .H Hϕ
ϕ

∂ ∂
= Ω =
∂Ω ∂

i i
 

定义 和( )/ 1,2,i i N iξ = Ω = 3
2

2
2

2 4
3 3 ,η ξ ξ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
可以得到哈密顿方程 
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( )

( ) ( )

2 2 2 2

2
2 2 3

2 2 2 2

14 sin 2
3

2 12 4
1 3 33 2 2 2 cos 2
3

d

d d d

N U U

U N U U N U U

ξ η ξ ϕ

ξ ξ ξ
2.ϕ ξ ϕ

η

⎧ ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪⎪
⎨ ⎛ ⎞⎛ ⎞− − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎪− = + − − + −⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

i

i

=

=

              

（3.15） 

上式表明系统的动力学由 2ξ 和 3ξ 共同决定。 

变量 2ξ 和 2ϕ 可以看作经典哈密顿量 

( ) ( )
2

2
2 2 2 2

1 12 2 cos 2 3
2 3 3

d
d

U U N
H U U N d 2Uξ η ξ ϕ

− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ξ    （3.16） 

的共轭变量。与经典力学相比，哈密顿量H 可以认为描述的是一个非刚性摆。 0α =

和 1α = ± 自旋组分构成的玻色约瑟夫森结隧穿流为 

2
0 2

1I sin
2 3BJJ
NI ξ

22 ,η ξ⎛ ⎞= = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

i

ϕ

)

                 （3.17） 

其中 (2
0 22 dI N U U= − 。上式与双势阱中两弱连接 BEC 的 BJJ 隧穿流[20]相比要复

杂得多，这正是系统非线性性的体现。 

第四节 运动方程的性质 

3.4.1 自发磁化 

首先研究系统的平衡结构。令经典运动方程（3.15）中的时间导数项为零，得

到静态经典运动方程为 

2
10 sin
3 22 ,η ξ⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
ϕ                      （3.18） 

2
2 2 3

2 2

2 12 4
1 3 30 2 cos 2
3

ξ ξ ξ
.ξ ϕ

η

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞− − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎢ ⎥= Λ ± − +
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

        （3.19） 

这里我们定义一个无量纲参数
2

3
2

d

d

U
U U N

Λ =
−

，用来表征磁偶极—偶极相互作用的
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相对作用强度。在式（3.19）中“+”号对应 ( )2 0dU U− > 的情况，“-”号则对应情

况 ( （下面我们以前种情况为例作详细说明）。从)2 0dU U− < η的定义我们可以知道

运动常数 3ξ 的取值范围是 3
1 1
2 2

ξ− < < ，而动力学变量 2ξ 则可以在 2 3
1 2 2
3 3

ξ ξ− < < −

的范围内取值。为了更清楚地表明平衡方程（3.18-3.19）的解与相对相位 2ϕ 的依赖

关系,在下面的讨论中我们分三种情况进行考虑。 

（1） 2cos 2 1ϕ = （即 22 2kϕ π= ）时的平衡结构。 2ξ 的平衡值由式（3.19）令 2cos 2 1ϕ =

得到，在区间 ( )2
31 1 2ξ−∞ < Λ < + − 中 2ξ 只有唯一解。当Λ→−∞时， 2ξ 的平衡值

趋近于它的上边界值 3
2 2
3

ξ− 。这时，占据三个超精细自旋态的原子分数

分别为(/ 0,n N Nα α α= = )1± 1 3 3 0 3 1 3, 1 2 ,n n n 3.ξ ξ ξ ξ− ξ= + = − = − 另一方面，当

( )2
31 1 2ξΛ = + − 时， 2ξ 的平衡值趋近于它的下边界值

1
3

− ，这时的三个超精细自旋

态的原子占据分数为 ( ) (1 3 0 1
1 11 2 , 0, 1 2
2 2

n n n )3ξ ξ−= + = = − 。除此之外，当 3 0ξ = 时，

在区间 中2 2− < Λ < 2ξ 的平衡值为 2
1 1
2 3

ξ ⎛ ⎞= −Λ⎜
⎝ ⎠

⎟，三个超精细自旋态的原子占据分数

分别为 ( ) ( )0 1 1
1 11 , 1
2 4

n n n−= − Λ = = + Λ 。 

（2） 2cos 2 1ϕ = − （即 ( )22 2 1kϕ π= + ）时的平衡结构。现在 2ξ 的平衡值由式（3.19）

令 2cos 2 1ϕ = − 得到。同样地，在区间 ( )2
31 1 2ξΛ > − − 中它有唯一解。当

( )2
31 1 2ξΛ = − − 时， 2ξ 的平衡值趋近于它的下边界值

1
3

− 。特别当 3 0ξ = ，只有磁

偶极—偶极相互作用 为零时，dU 2ξ 才有平衡解。 

（3） 2cos 2 0ϕ = （即平衡结构不依赖于相对相位 2ϕ ）时的平衡结构。在这种情况

下， 2ξ 有两个与 无关的平衡解。一个解是它的下边界值Λ
1
3

− ，原子占据分数为

1 1 0
1,
2

n n n−= = =0 。另一个解是其上边界值 3
2 2
3

ξ− ，这时的原子占据分数为

1 1 3 3 0, 1 2n n n 3ξ ξ−= = + = − ξ 。有趣的是，当 3 0ξ = 时原子占据分数就成为 1 1 0n n−= =
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和 ，这对应着凝聚体的“极化”态。 0 1n =

平均场理论表明当不存在磁偶极—偶极相互作用时， 原子的旋量玻色—爱

因斯坦凝聚体的基态是极化的，原子间的相互作用是反铁磁的[18]。又粒子的内部

磁矩会作用形成玻色—爱因斯坦铁磁体（BEF）[24]。带自旋的玻色子具有磁矩

23 Na

μ ，

磁化强度 可以用M 2
1M μ= Ψ 来表示。自发磁化是指即使外磁场 为零，磁化强度

仍不为零，也就是说，旋量玻色—爱因斯坦凝聚体的基态总是铁磁的。我们的计算

恰好预示着这点。具体来说上面的分析表明，除了在第三点中指明的情况外，对于

绝大多数确定的 及三组分相对相位

B M

Λ 2ϕ 值，当外磁场B 0= 及原子间相互作用是反铁

磁（ ）时，磁化强度仍不为零。这也就是说，当磁偶极—偶极相互作用引入

时，旋量玻色—爱因斯坦凝聚体可以发生自发磁化。正如在文献[24]中提到的，可

以从实验上来证明自发磁化现象。考虑到磁偶极—偶极相互作用系数 的符号和大

小与凝聚体的几何形状是有关的[1][14][16][25]，因此我们可以通过调整凝聚体势

阱的纵横比，从而方便地控制其基态的磁性质。 

2 0U >

dc

3.4.2 自旋混合动力学 

偶极旋量 BEC 的一个重要特性就是原子间除了存在通常的两体硬核排斥相互作

用以外，还存在自旋交换相互作用以及磁偶极—偶极相互作用。后两种相互作用可

以引起凝聚体的自旋混合，也就是说，在没有外场的情况下原子仍可以在内部非线

性相互作用的影响下从一个自旋态转移到另一个自旋态。为了深刻地了解系统的这

种复杂的动力学行为，可以使用作用量—角变量方法[26]。在下面的讨论中，我们

将采用数值分析方法，分别给出 0α = 和 1α = ± 自旋组分间布居数差及相对相位的时

间演化。考虑两种情况：(1) 3 0ξ ≠ ，即凝聚体总超精细自旋不为零；(2) 3 0ξ = ,

即凝聚体总超精细自旋为零。 图 3.4 和图 3.5 中的时间比例单位为 22 /dU U N− =。 

图 3.4 表示的是式（3.15）中布居数差及相对相位的解，其初始条件为

( ) ( ) ( )2 3 20 0.12, 0 0.25, 0
2
πξ ξ ϕ= = = ，相对相互作用参数

2

3
2

d

d

U
U U N

Λ =
−

分别为(a)  
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图 3.4 自旋混合动力学：布居数差 2ξ 和相对相位 2ϕ 与时间的关系曲线，初始条件

( ) ( ) ( )2 3 20 0.12, 0 0.25, 0
2
πξ ξ ϕ= = = 及 ( ) ( ) ( ) ( )0.00 a ,0.40 b ,0.60 c ,0.75 dΛ = 。时间比例

单位为 22 /dU U N− =。 

 

0.00，(b) 0.40，(c) 0.60，(d) 0.75。左列表示 和0 1± 组分间布居数差 的时间演化。

从图 3.4 (a)和 3.4 (b)中可以看到随着参数

( )2 tξ

Λ的增加，布居数差的时间演化呈现约瑟夫

森正弦振荡的结果。图 3.4 (c)中的 c 0.60Λ = 是一个临界转变点。随着 的进一步增Λ
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加,到图 3.4 (d)中的 ，每一个等效组分的布居数都将围绕一个非零的时间平

均值振荡，这时净布居数差为

0.75Λ =

( )2 0tξ > 。这与第二节中介绍的宏观量子自俘获现象

非常符合。同样地，右列表示 和0 1± 组分间相对相位 ( )2 tϕ 的时间演化，它表明随着

参数 的增加，Λ ( )2 tϕ 从时间的单调增加函数变化为时间的周期振荡函数。与非刚性

摆相比，这对应着我们系统的运动从“连续-相模”(图 3.4 (a))转变为“π -相模”(图

3.4 (b)-3.4 (d)) 或者说从旋转运动到摆动运动。这里，“连续-相模”与“π -相模”

的定义与双势阱中两弱连接 BEC 中的定义相同[20]。 

运动的临界行为与临界参数 ( ) ( ) ( )2 3 20 , 0 , 0
2c c
πξ ξ ϕ⎡ ⎤Λ = Λ =⎢ ⎥⎣ ⎦

是相关的。临界参

数可以从式（3.16）中能量守恒及隧穿能边界值得到。实际上，如果 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

2 22
2 23

2
2 2

1 3 0 2 3 0 36 02 1 9 01 0
3 9 0 9 0c

ξ ξξ
ξ

ξ ξ

+ − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤− ⎣ ⎦ ⎣ ⎦Λ > Λ = − + −
3ξ

 （3.20） 

则 ( )2 tξ 总是大于零的。当 ( )2 0 0ϕ = 时，临界参数为 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

2 22
2 23

2
2 2

1 3 0 2 3 0 36 02 1 9 01 0 .
3 9 0 9 0c

ξ ξ ξξ
ξ

ξ ξ

+ − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤− ⎣ ⎦ ⎣ ⎦Λ = − − +
3

    （3.21） 

当 标 志 着 系 统 进 入 宏 观 量 子 自 俘 获 区 域 。 例 如 我 们 取

，临界参数计算得到

cΛ < Λ

( ) ( )2 30 0.12, 0 0.25ξ ξ= = 0.18cΛ = − 。这时取 0.20cΛ = − ，宏观量

子自俘获现象确实存在。 

图 3.5 则表示出了在初始条件为 ( ) ( ) ( )2 3 20 0.12, 0 0, 0 0ξ ξ ϕ= = = 时式（3.15）的

解，其中相对相互作用参数
2

3
2

d

d

U
U U N

Λ =
−

分别为 (a) 0.75，(b) 0.60，(c) 0.43，(d) 

0.00。左列仍表示 和 组分间布居数差0 1± ( )2 tξ 的时间演化，它表明随着参数 的减

少， 总是时间的周期函数。当

Λ

( )2 tξ 0.43cΛ = Λ = 时，布居数差保持在其初始值，这

是宏观量子自俘获现象的另一标志。右列同样表示0和 1± 组分间相对相位 的时

间演化，它表明了随着参数 的减少，

( )2 tϕ

Λ ( )2 tϕ 是时间的周期函数，其平均值为 
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图 3.5 自旋混合动力学：布居数差 2ξ 和相对相位 2ϕ 与时间的关系曲线，初始条件

及( ) ( ) ( )2 3 20 0.12, 0 0, 0ξ ξ ϕ= = ( ) ( ) (0= ) ( )0.75 a ,0.60 b ,0.43 c ,0.00 dΛ = 。时间比例单

位为 22 /dU U N− =。 

 

( )2 0tϕ = 。系统动力学对应着“零—相模”。进一步说， 

( )2
2 2 0
3c ξΛ < Λ = −                      （3.22）

时，体系进入宏观量子自俘获区域。而若 ( )2 0ϕ π= 时，永远没有宏观量子自俘获现

象的存在。 
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因此，自旋混合动力学不仅与相对相互作用参数Λ有关，而且与三组分的初始

布居数及相位都是有关的。初始布居数及相位可通过拉曼脉冲来调节[27]。在实际

的实验中，通常有两种不同的方法来得到宏观量子自俘获现象。一种，如图 3.4 和图

3.5， ( )2 0ξ 和 保持不变同时改变相对相互作用参数( )2 0ϕ Λ（通过改变凝聚体的几何

形状）。另一种，在保持势阱形状不变的情况下（即Λ保持不变），调整布居数差 ( )2 0ξ

和相对相位 的初始值[23]。 ( )2 0ϕ

为了进一步表明系统的时间演化特性，我们将式（3.15）的动力学行为在图 3.6

中进行概括。图 3.6 表示的是 ( ) ( )2 2tξ ϕ− t 的等能相图。两个动力学区域——非线性

约瑟夫森隧穿区域和宏观量子自俘获区域——的差别在图 3.6 中有明显表示。在约瑟

夫森振荡区，动力学的变化形成了相空间的闭合轨道；在宏观量子自俘获区则是无

相边界的开放轨道。 

 

 

图 3.6 布居数差 2ξ 和相对相位 2ϕ 的相空间等能图。上图参数： ，

。下图参数：

( )3 0 0.2ξ = 5

)( 20.6 0cΛ = > ( ) ( )3 0 0, 0.2 0cξ 2= Λ = − < 。暗色部分代表低能量。 

 

通过 Feshbach 共振技术可将超冷原子间的碰撞相互作用调节接近于零[28]，这

样可使磁偶极—偶极相互作用更主要甚至成为占主导地位的相互作用。基于 原

子的 波散射长度的实验数据：

23 Na

s − ( )0 50.0 1.6 Ba a= ± 和 ( )2 55.0 1.7 Ba a= ± ，系数 与dc 2c
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的比是 0.007，这里 是玻尔半径。而对 原子，Ba 87 Rb 0 101.8 Ba a= 和 ，系

数 与

2 100.4 Ba a=

dc 2c 的比则为 [3]。通过对变分函数的简单估算[29]，知道对于束缚在光偶

极阱中的钠原子的玻色—爱因斯坦凝聚体，若原子数目为 ，原子密度为

，则 。另一方面，正如文献[1][3][14][16][25]所述，磁偶极—

偶极相互作用 的符号和大小随势阱的几何形状是有很大改变的，且 在范围

（-1,2）内是凝聚体纵横比 的单增函数[3]。这表明将磁偶极—偶极相互作用调节

接近于自旋交换相互作用，也就是， 是可能的。这样地话，相对相互作用

参数 就可在一个很大的范围内取值，那么在现有的实验技术条件下旋量 BEC 中宏

观量子自俘获现象就可观测得了。所以，归结上面所提到的种种原因，相信在这种

同时具有可调节长程和短程相互作用的偶极旋量玻色—爱因斯坦凝聚体中，通过调

节两种相互作用的相对强度及初始条件，就可观测到著名的宏观量子自俘获现象。

这样一来就可避免实验上实现磁双势阱的困难了。 

0.1

65 10N = ×

810 cm− −3

1

2 6U N nK�

dU 2/dU U

κ

2/dU U �

Λ

第五节 小结 

在这一章，我们对自旋 1 的偶极旋量玻色—爱因斯坦凝聚体进行了半经典描述。

利用原子数守恒与凝聚体总超精细自旋守恒的条件，导出了经典运动方程，并且用

与研究双势阱玻色约瑟夫森结隧穿同样的方法对运动方程进行讨论。结果证明自发

磁化现象和自旋混合动力学取决于自旋交换相互作用 和磁偶极—偶极相互作用

的比率

2U

dU
2

3
2

d

d

U
U U N

Λ =
−

。同样，三组分间的初始布居数差和相对相位，以及凝聚

体的总超精细自旋对半经典动力学都有重要影响。最后，我们阐明了利用偶极旋量

玻色—爱因斯坦凝聚体来实现和控制宏观量子自俘获现象和约瑟夫森振荡现象的实

验可能性。 
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第四章 旋量玻色—爱因斯坦凝聚体中的纠缠原子态 

量子纠缠是发生在多个微观粒子之间的一种物理现象，是指无论粒子间距离相

隔多远，一个粒子的态都是与其它粒子的态相关联的，一个粒子的变化会影响到另

一个粒子的行为，对一个粒子的测量也会影响到其它粒子的态。量子纠缠的非定域、

非经典特性代表了量子力学中最为深刻的含义。近年来在宏观量子系统中产生量子

纠缠取得了很大的进展，研究表明多粒子纠缠可以在弱相互作用的玻色—爱因斯坦

凝聚体中产生和操控[1,2]，事实上，这也已经成为当前 BEC 研究的热点之一。实

验研究量子纠缠的关键在于使系统尽量处于纯态，并且能够有效地控制粒子间的相

互作用，这些条件在 BEC 中都可以得到满足，因此 BEC 可以作为研究量子纠缠的

理想实验平台。在这章中我们将在介绍量子纠缠基本知识的基础上，着重介绍旋量

BEC 中纠缠原子态的产生和操控及纠缠的动力学问题。 

第一节 两体量子纠缠的定义和度量简介 

1935 年,Einstein, Podolsky 和 Rosen 提出了著名的 EPR 佯谬[3]。针对这一令人

惊异的现象薛定谔指出,描述 EPR 粒子对的态是一种纠缠态(entangled state),其中存

在纠缠现象(entanglement)。EPR 佯谬和纠缠现象涉及量子力学的实在性、定域性、

隐变量理论以及测量在量子力学中所起的作用等等一系列根本问题[4]。早期对于纠

缠态的研究仅限在哲学思辨的层面上，直到 1964 年 Bell 定理提出以后，才使得量子

理论与局域性隐变量理论的预言的差别可以通过实验来验证。20 世纪 80 年代初，

Feynman 提出量子力学和计算机结合的量子计算机的理论模型[5]，此后有关量子计

算和量子通讯的理论和实验的研究迅速发展起来[6-9]，而纠缠态在其中起着不可或

缺的重要作用[10,11]。纠缠态存在于多粒子系统中,它描述了子系统间的不可分离

的特性。一个典型的例子是由两个自旋1 2粒子组成的系统,其自旋单态和自旋三重

态均不能简单地表示为两个粒子各自量子态的直积，从而显示出非经典的量子关联。

纠缠现象不但存在于纯态中，而且存在于混合态中。在量子计算和量子通讯中，后

一情形更具有实际意义。对纠缠程度的定量描述用纠缠度来定义[12]。下文中我们

将介绍一些有关纠缠态和纠缠度的基本概念、基本理论和研究进展。 
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4.1.1 两体的纯态与混合态，密度矩阵描述 

量子纠缠是对两个或多个量子体系而言的。为简明起见，这里只简略叙述两体

的情况，但下面有些叙述是可以推广到多体系统的。 

1.纯态：能用单一波函数描述的态，或在态空间 AH HB⊗ 中任一套基矢下的任

一相干叠加态。就一般系统而言，任一纯态为 

,n n
n

Cψ = ψ∑                        （4.1） 

其中{ }nψ 是正交归一基矢。就两体系统 A和B 而言，它可以表示为： 

,mn m n mn m nAB A B A B
mn mn

C Cψ φ ϕ φ= ⊗ =∑ ∑ ϕ          （4.2） 

这里{ }m nA B
φ ϕ⊗ 是正交归一基失。两体纯态可分为两类，一类是可分离态，即

AB A B
ψ φ ϕ= ⊗ ，A和 B 均处于确定的量子态，即非纠缠态。另一类为不可分离态

即纠缠态，
AB

ψ 不能表示为直积形式
A B

φ ϕ⊗ 的量子态， A和 B 均不处于确定的

量子态。例如， 

{1 0 1 1 0
2 A B A B

ψ
+
= + }.                 （4.3） 

应当指出，量子纠缠必然体现为粒子态之间的关联，但关联不等于纠缠。例如，态

BA
↑↑ ，它表明在 A和B 的自旋取向之间有关联，但未纠缠，A和B 均处于自旋确

定态。 

2、混合态：系统若干个纯态（不一定都是正交归一的！）
AB

iψ 的非相干混合，

这些
AB

iψ 之间不存在固定的位相关联，因而也就不存在彼此相干叠加并发生干涉的

问题。系统处于混合态时,其状态不能简单地用一个态矢来表示,而只能用密度矩阵

ρ 来描述： 

i
AB i AB AB

i

iρ α ψ ψ=∑                     （4.4） 

其中 

,i i
mn m nA BAB

mn

Cψ φ= ⊗ ϕ∑                    （4.5） 

 - 65 -



博士学位论文：旋量玻色—爱因斯坦凝聚中的理论物理问题研究 

iα 表示系统处于态 iψ 的几率，且 1,0 1i i
i
α α= < <∑ 。 

( ) ( )21, 1.AB ABTr Trρ ρ= <                     （4.6） 

注意，纯态是混合态的特殊情况，这时 ABρ 求和式中只有一项，于是 ( )2 1ABTr ρ = 。

混合态情况下， A B+ 系统的态可分类为： 

   （1）未关联态： AB A Bρ ρ ρ= ⊗  

   （2）可分离态： i i
AB i A B

i
ρ β ρ ρ= ⊗∑ ，0 1iβ< <  

   （3）不可分离态，即混合态纠缠态：不能写成可分离态形式的态。例如（设 A和

B 均为双能级系统）： 

( )1AB AB AB AB AB
ρ α ψ ψ α ϕ ϕ+ + + + ( )0 1α= + −   < <  

可分离的标准：当 A和B 均为双能级系统时，一个给定的 ABρ 为可分离的必要条

件是：关于 A和B 的转置算符 和 均是正定的。以可分离态为例，这种操作为： AT BT

( ) ( )

( ) ( )

,

.

A

B

Ti i
A AB i A B

i
Ti i

B AB i A B
i

T

T

ρ β ρ ρ

ρ β ρ ρ

⎧ = ⊗
⎪⎪
⎨
⎪ = ⊗
⎪⎩

∑

∑
                  （4.7） 

需要注意，可分离 ABρ 在 或 的作用下，仍为一个可分离态的密度算符，所有本

征值仍然是非负的；不可分离的

AT BT

ABρ 在 或 的作用下会出现负本征值，已不是密

度矩阵。 

AT BT

在一般情况下，判断一个态是否为可分离态（或有无量子纠缠），这是一个极其

重要的问题。从目前文献来看，已有大量的工作，提出不少各种类型的判据，文献

[13]给出了一个既充要又可操作的判断纠缠态的判据。两体系统中单独对 A或 B 的

约化密度矩阵的一般表达式为： 

   ( ) ( )
1

,
M

B
A AB B AB B

j

Tr j jρ ρ ρ
=

= =∑  
1

,
M

BBB
j

j j I
=

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

( ) ( )
1

,
M

A
B AB A AB A

i
Tr i iρ ρ ρ

=

= =∑  
1

.
M

AAA
i

i i I
=

⎛ ⎞=⎜
⎝ ⎠
∑ ⎟         （4.8） 
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3．Schmidt 分解:可以证明，两体系统的任一纯态
AB

ψ 可以表示为如下标准的

表达式，称为 Schmidt 分解式[4]： 

' ,iAB A
i

p i iψ =
B∑                      （4.9） 

其中 ，1,i
i

p =∑ ip 可以取正值或负值；{ }A
i 和{ }'

B
i 分别是 和 中的某两组

特殊的（即和

AH BH

AB
ψ 有关的）正交基， 

ijA A
i j δ=  和 ' ' ijB B

i j .δ=  

所采用的基一般会依赖于
AB

ψ ，也就是说，一般而言不能用这两组正交归一基{ }A
i

和{ }'
B

i 同时又去对另一纯态 '
AB

ψ 作 Schmidt 分解。 

    这时约化密度矩阵为： 

( ) ( )
( ) ( )

,

' '

B
A iAB AB A A

i

A
B iAB AB B B

i

Tr p i i

Tr p i i

ρ ψ ψ

ρ ψ ψ

= =

= = .

∑

∑
            （4.10） 

可以看到， Aρ 与 Bρ 的非零本征值相同（这里并不要求 和 的维数相同，AH BH Aρ 与 Bρ

的零本征值的个数可能不同）。于是只要将 Aρ 与 Bρ 对角化，就可以找到这两组基

{ }A
i 和{ }'

B
i 以及本征值 ip ，从而给出 Schmidt 分解的表达式。其步骤是：对任给

的态
AB

ψ ，算出它的并矢（注意还须取复数共轭），对 A或B 分别作部分求迹运算，

相应得到 Aρ 或 Bρ ，将它们分别在 和 中对角化，得到两组正交归一基AH BH { }A
i 和

{ }'
B

i 及一组本征值{ }ip ，按这里的表达式即可写出
AB

ψ 的 Schmidt 分解式。由

Schmidt 分解可知，可以为 A B+ 系统的任一纯态
AB

ψ 指定一个正整数——Schmidt

数，它是 Aρ （或 Bρ ）中非零 ip 的个数，也就是 Schmidt 分解式中的项数。若一个纯

态的 Schmidt 数 ，它必定为纠缠态。 2≥

4.1.2 两体量子纠缠分析 

量子纠缠并不是一个完全依赖于态的表达方式的纯形式的东西：在某种表达方

式下存在，而在另一种表达方式下不存在。事实上，它是两体及多体量子力学中最
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重要的概念，是一种物理的存在，它与态叠加原理以及量子态和测量的非定域性密

切相关。目前对于两体量子系统纯态这一最简单的情况，问题的研究非常完全了。 

1．两体量子纠缠及纠缠态定义 

就纯态而言，纠缠态是两体量子系统 A和 B 的那些纯态，它们不能被简单地写

成两个子系统态的直积形式
A B

φ ϕ 。应当指出，由子系统 A和 B 组成的量子系统的

绝大部分纯态都是纠缠的，准确地说，纠缠态在 AH H HB= ⊗ 态空间中是稠密的。对

于 A和 B 都是两能级系统的情况，可以证明，如下四个纠缠态将组成一个完备基： 

( ) (
01 0 , 1 , 0,1, 2,3 ,
12

B
i iAB A A

B

iψ σ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

)=           （4.11） 

其中， ( )1,2,3i iσ = 为三个泡利（Pauli）矩阵， 是二维单位矩阵。这四个

态常被记成 

0

1 0
0 1

σ
⎛ ⎞

= ⎜
⎝ ⎠

⎟

( )

( )

1 0 1 1 0 ,
2

1 0 0 1 1 ,
2

A B A BAB

A B A BAB

ψ

φ

±

±

⎧ = ±⎪⎪
⎨
⎪ = ±
⎪⎩

               （4.12） 

并称之为 Bell 基。这里，A和 B 的关联是纯态之间的关联，不同于可分离态下 A和 B

的关联，那是混合态之间的关联。子体系之间有量子纠缠的最重要的特征是（由测

量造成的塌缩可以知道）子系统 A和 B 的状态均依赖于对方而都处于一种不确定的

状态。这样一来，对一个进行测量必将使另一个产生关联的塌缩。注意，在纠缠态

中，粒子 A和 B 的空间波包可以彼此相距遥远而并不重叠！这时它们的自旋波函数

仍会产生关联的塌缩：当 A系统因测量而发生塌缩时， B 系统必将发生相关联的塌

缩。例如：对态 (1 0 0 1 1
2 A B A BAB

φ+ = + )中的 A 作测量，若 A 的状态塌缩到

0
A

B⇒ 必为 0
B
；若 A的状态塌缩到 1

A
B⇒ 必为 1

B
。B 的这种关联塌缩是 A B+

系统测量塌缩的一部分，因而它也是瞬时的、非局域的、不可逆的、斩断相干性的。

可以说，纠缠态的关联是一种纯量子的非定域的关联，是一种超空间的关联！这是

量子态塌缩的非定域性质和量子纠缠相结合表现出的奇妙性质。 
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量子纠缠态之所以引起人们的兴趣，在于它的极端重要性：第一，在测量塌缩

中它们表现出一种非定域的关联——一种没有经典对应的、超空间的关联。这不仅

具有深远的科学意义，而且在量子通讯和量子计算中具有潜在的巨大技术价值；第

二，量子系统与环境发生的难以避免的量子纠缠正是量子退相干——量子信息衰减

的主要方式。可以说，这是量子信息论和量子计算机发展途中的主要障碍。 

2．最大纠缠态与 GHZ(Greenberge-Horne-Zeilinger)态 

由上面的四个 Bell 基(4.12)出发，对 A或B 分别独立地施以任何幺正变换所得

到的纠缠态都称为最大纠缠态
AB

Φ ，即 

( ),A BAB
U U ψ φ± ±Φ = ⊗ .                  (4.13) 

这时，如果对子系统B （或 A）部分求迹，所找到的密度算符 Aρ （或 Bρ ）将为 

( )
( )

1 ,
2

1 .
2

A B AB AB

A B AAB AB

Tr I

Tr I

ρ ψ ψ

ρ φ φ

± ±

± ±

= =

= =

A

                （4.14）

这意味着，使用两个双态系统原本能够贮存两位的信息，但在 ( )φ ψ± ± 态中，这些

信息却全部被隐藏在 A和 B 之间的关联上。 A或 B 都未能单独荷载任何信息，因而

不能单独对 A（或B ）的局域测量来获取它们。尽管如此，人们可以局部地对 A（或

B ）施行幺正变换来改变这些最大纠缠态。例如，采用 可使A
3σ φ φ+ −↔ ，

ψ ψ+ −↔ ；而 可使A
1σ φ ψ+ +↔ ， φ ψ− −↔ ，等等。 

N 个(A,B,…,F) 能级粒子的 GHZ 态为： S

    ( )1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 ,（4.15） 
2N A B F A B F A B F

S S Sψ = + + + − − −

这当然是高度纠缠态。在对量子纠缠的研究中，最常用到的，也是最简单的 GHZ 态

是三个两能级粒子的 GHZ 态： 

1 ( 0 0 0 1 1 1 )
2ABC A B C A B C

GHZ = + .            （4.16） 

我们可以用下面的图示来简单总结上面的结论：（对于两体情况） 
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直积态（分离）：
AB A B

ψ φ ϕ= ⊗      如 ： 0 0
AB A

ψ =
B
 

图示： 

纠缠态（不可分离）：
AB A B

ψ φ ϕ≠ ⊗  如： )0110(
2

1
BABAAB

EPR −= 和 

1 ( 0 0 0 1 1 1 )
2ABC A B C A B C

GHZ = +  

图示：  

3．量子纠缠与量子纠缠态定义之二 

对于两体量子系统的任一纯态
AB

ψ ，可以为它指出一个正整数——Schmidt 数，

它是 Aρ （或 Bρ ）中非零本征值的个数，也是
AB

ψ Schmidt 分解中的项数。由此，

可以给出纠缠态的另一定义：“如果一个两体量子系统的纯态
AB

ψ 的 Schmidt 数大于

1，它便是纠缠的，否则便是可分离的（或者是未纠缠的）。” 于是，一个可分离的

两体系统纯态便是 和 中纯态的直积： AH BH

,
,

AB A B
ψ φ= ⊗

可分离
ϕ  

因此，它的约化密度矩阵 A AA
ρ φ φ= 和 B BB

ρ ϕ ϕ= 都是纯的。任何不能表示为这

种直积形式的态都是纠缠的，相应的 Aρ 和 Bρ 是混合的。如果用不严格的话说就是：

假如
AB

ψ 是可分离的，则子系统 A和 B 是未关联的（“不严格”是指：可以举出一

个反例，即直积态
BA

↑↑ ，显然是可分离的，但此时两个自旋彼此完全关联——它

们都指向同一方向）。注意，处于纠缠态中的子系统 A和 B 的关联，其特征不同于处

于可分离态时的关联。区别在于，纠缠不能被局部地制造出来，只有让 A和 B 彼此

相互作用才能使它们纠缠起来。Alice 和 Bob 可以通过对方向的约定来制造出

BA
↑↑ 态，但要将这个态转变为（比如 Bell 基中任一个）纠缠态，则必须对这个

态施加一个整体的幺正变换才能办得到。由 Alice 和 Bob 分别做的任何局部幺正变换

和任何局部测量都不能够增加两体系统这些双 qubit 态的 Schmidt 数。为了 BA UU ⊗

B A 

B A 
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纠缠两个 qubit（例如，使其成为 Bell 基中的某一个），就必须使它们发生直接或间

接的相互作用。 

注意，上面的
,AB

ψ
可分离

为 和 中纯态的直积，这一论述还可以推广到为

和 中混态的直积。也就是说，两体系统的混合态也可以区分为可分离混态与不可

分离的混态（混态纠缠态）。另外，局部操作不能制造纠缠，不等于说局部操作不会

修改纠缠的形式。 

AH BH AH

BH

4．量子纠缠度的定义 

从量子信息论的观点来看，量子纠缠总是强调不同粒子的量子态之间的纠缠，

而不是指单个粒子不同自由度的波函数之间的耦合。同时，量子纠缠又必表现为粒

子态之间的关联，但粒子态间的关联并不一定等于它们之间存在着纠缠。为了定量

的描述纠缠现象，需要引入纠缠度的概念。所谓纠缠度是指所研究的纠缠态所携带

纠缠的量的多少。对纠缠度的描述，实质上是对不同纠缠态之间建立定量的可比关

系。显然,求混合态的纠缠度要比求纯态的纠缠度困难得多. 

一个两体纯态
AB

ψ 的量子纠缠度 Eψ 用其中任一子系统的约化密度矩阵的 Von 

Neumann 熵 来定义（也称作部分熵纠缠度）： S

( ) ( ) ,AE S Sψ ρ ρ= = B                      （4.17） 

其中 ( )A B AB AB
Trρ ψ ψ= ， ( )B A AB AB

Trρ ψ ψ= 。而 ( )S ρ 的定义为： 

( ) ( ) ( ) ( )log log ,A B A A B BS S Tr Trρ ρ ρ ρ ρ= = − = − ρ         （4.18） 

此处求迹内的对数以 2 为底。容易验证，对任意直积态
AB A B

ψ φ ϕ= ⊗ ，纠缠度

；对有最大纠缠度的基，如0Eψ =
AB

ψ + ，由于其
1
2A B Iρ ρ= = ，因此 ；其他

形式的纯态的纠缠度介于 0 和 1 之间。部分熵纠缠表征了系统局域的混乱程度，它

说明：量子态的纠缠越厉害，从局部上看“局部态”的“不确定程度”就越大。 

1E
ψ + =

一般情况的纠缠度计算并不十分简明。到目前为止，对两体纯态纠缠性质和程

度描述的理论一致认为是相当完善和漂亮的，但对于多体纯态和混合态的纠缠及纠

缠度的描述仍在研讨之中。 
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4.1.3 玻色—爱因斯坦凝聚体中的两体纠缠 

随着量子信息科学的深入，关于量子通讯与量子计算家族中的新成员——玻色

—爱因斯坦凝聚系统的纠缠性质的研究也飞速地发展起来[1-2][14-17]。超冷原子

之特点，是其动能极小，约为室温原子的 610− 倍或者更小，所以可以近似认为，系统

处于其基态，是一个纯态。对于这种系统来说，其粒子与粒子之间的关联应该与量

子纠缠有很大的关系，研究已经表明多粒子纠缠可以在弱相互作用的玻色—爱因斯

坦凝聚体中产生和操控[1,2]。不过我们现在研究的量子纠缠的度量大都集中在两体

纯态的纠缠上面，对于多粒子纯态，纠缠度的定义还有待最后的定论。另一方面，

由于玻色—爱因斯坦凝聚体是一种长程相干的物质，整个的凝聚体可以用一个单粒

子波函数来描述，处于这种状态的物质中，所有的粒子具有相同的物理特征，是不

可分辨的。因此，我们可以将双组分 BEC（双势阱中弱连接的 BEC [如图 3.1]或者

单势阱中通过辐射场耦合的分别处于超精细能级 1, 1FF m= = − 和 2, 1FF m= = 的

原子构成的 BEC[18，19]）看作是双模的两体系统，这样的两个模成为可以分辨但

又相互关联的两个子系统，利用两体纯态的纠缠度的定义，我们可以定量地描述其

纠缠特性[20]。 

在双模 BEC 系统中，每个模的量子态都可以用其原子占据数来表征。假设系统

的总粒子数为 ，且是守恒的，则系统的任意态N ψ 在 Fock 基中可写作： 

0

,
N

n
n

c n N nψ
=

=∑ −                     （4.19） 

其中 是复系数，模nc A中有n个玻色子意味着在模 B 中有 N n− 个玻色子。根据前面

的知识，两体系统纯态的纠缠熵定义为： 

( ) ( )logA AE Trρ ρ= − Aρ⎡ ⎤⎣ ⎦                    （4.20） 

( )log ,k k
k
λ λ= −∑                        （4.21） 

这里{ }kλ 是约化密度矩阵 Aρ 的一套本征值。两体系统的纯态
AB

ψ 的 Schmidt 分解式

为： 

' ,iAB A B
i

i iψ λ=∑                      （4.22） 
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其中 Schmidt 系数 iλ 是非负的实数，且 2 1i
i
λ =∑ ；{ }A

i 和{ }'
B

i 分别是子系统 A和

子系统B 中的两组正交基。约化密度矩阵分别为： 

2

2

,

,

A i AA
i

B i BB
i

i i

i i

ρ λ

ρ λ

=

=

∑

∑
 

并且 Aρ 和 Bρ 具有相同的本征值。在 Fock 基中密度矩阵 

*

, 0

,
N

m nAB AB
m n

c c m N m n N nρ ψ ψ
=

= = −∑ −            （4.23） 

则约化密度算符 

( ) *

, , 0

N

A B A m n
m n k

Tr c c m n k N m N n kρ ρ
=

= = − −∑  

2

0

.
N

n
n

c n n
=

= ∑                                     （4.24） 

由此可见，在 Fock 基中约化密度算符是对角化的，本征值
2

i ncλ = 。这样双组分 BEC

两模间的纠缠熵写作： 

( ) 2

0

log .
N

A n
n

2
nE c cρ

=

= −∑                      （4.25）

最大纠缠度为： 

(max
0

1 1 1log log log 1 .
1 1 1

N

n

E N
N N N=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ )= − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ +         （4.26） 

第二节 单凝聚态与破裂凝聚态 

1956 年，Penrose 和 Onsager[21]将玻色—爱因斯坦凝聚的概念成功地推广到相

互作用的玻色系统中。他们指出，若 个玻色子组成的系统的单粒子密度矩阵有单

一的宏观本征值（与 同量级），则可以认为其发生了玻色—爱因斯坦凝聚，相应的

本征函数为粒子宏观占据的量子态。单凝聚基态通常用相干态来表示，因此也把“单

凝聚态”称作“相干凝聚态”。我们用下面的示意图 4.1 来表示这一结论： 

N

N
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( ) ( ) ( ) ( )† *'r r r rα α α
α

ψ ψ λ ϕ ϕ=∑ '                 αλ ：eigenvalues 

                ( ) ( ) ( )*
0 0 0 'r r Oλ ϕ ϕ= 1+           ( )rαϕ : eigenfunctions 

图 4.1 单凝聚态的特征（引自 Prof. T.-L. Ho 的报告资料） 

 
但如果系统的单粒子密度矩阵有多于一个的宏观本征值（如示意图 4.2），情况

会怎样呢？1982 年，Nozieres 和 Saint James 的研究[22]指出这种“破裂”凝聚的情

况在具有排斥相互作用的标量玻色—爱因斯坦凝聚体中是不会发生的。迄今为止，

单凝聚态的理论与磁束缚的碱金属原子的 BEC 的实验结果符合得还是很好的。后来

光束缚技术的发展，导致实验上获得了具有自旋自由度的旋量玻色—爱因斯坦凝聚

体[23,24]，为“破裂凝聚态”性质的研究开辟了道路。 

 

 

 

( ) ( ) ( ) ( )† *' 'r r r rα α α
α

ψ ψ λ ϕ ϕ=∑  

( ) ( ) ( ) ( )* *
0 0 0 1 1 1' 'r r r rλ ϕ ϕ λϕ ϕ= + +  

图 4.2 破裂凝聚态的特征（引自 Prof. T.-L. Ho 的报告资料） 
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第三节 等效两组分模型 

考虑自旋 的反铁磁相互作用（ Na）的旋量玻色—爱因斯坦凝聚体，其哈

密顿量的二次量子化形式为： 

1F = 23

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

† 2

0

† †
0

† †
2

' '' '

2

2

,
2

extH dr r V r r
m

c dr r r r r

c dr r r F F r r

α α

α β β α

α β β ααα ββ

∧ ∧ ∧

∧ ∧ ∧ ∧

∧ ∧ ∧ ∧

⎡ ⎤∇
= Ψ − + Ψ⎢ ⎥

⎣ ⎦

+ Ψ Ψ Ψ Ψ

+ Ψ Ψ ⋅ Ψ Ψ

∫

∫

∫

         （4.27） 

这里 代表处于超精细自旋态( )( )0, 1rα α
∧

Ψ = ± 1, FF m α= = 的原子的场湮灭算符，且

。文献[25]引入满足 对称性的赝角动量算符： 2 0c > ( )2SU

† † † † † †

1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 12 , 2 , zS a a a a S a a a a S a a a a
∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

+ − − −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛

= + = + = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

,− −
⎞
⎟
⎠
   （4.28）

得到哈密顿量 

2

2 .H c S
∧ ∧

∝                          （4.29）

可见系统的基态为自旋单态（spin singlet），记为 

/ 20 NS = = Θ 0 ,                       （4.30） 

其中 。由此得到 † † †2
1 1 02a a a−Θ = −

†

1 0 0
0 1 0 ,

3
0 0 1

Na aα β

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟                      （4.31）

所以系统单粒子密度矩阵有三个相同本征值 0 1 1 3N N N N−= = = ，且 ，显

然，自旋单态是破裂凝聚基态，粒子数涨落很大。这与 T.-L. Ho 在文献[26]中阐述

的单旋量凝聚图像（这是平均场近似的结果，与实验[24]符合很好）是有很大不同

的。单旋量凝聚态可以用旋量相干态来描述，

2
1 ~N NΔ 2

†
0 0

!

Na
N

ζ = ，且 。 2
1 ~N NΔ

    如果整个系统处于均匀磁场中，那么其基态情况又会怎样呢？均匀磁场与系统

的相互作用可以表示为： 
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0 ,BH B Sγ
∧

= − ⋅                         （4.32） 

这里 γ 是原子的回磁比， 0 0B B z= ， ( ) ( )
†

S r Fα βαβ

∧ ∧

= Ψ Ψ r 。采用单模近似，即

( ) ( )r rα aαφ
∧ ∧

Ψ ≈ ，其中 表示与自旋无关的凝聚体空间波函数， a( )rφ α

∧

是磁量子数

Fm α= 的自旋组分的湮灭算符，则总哈密顿量 0tot BH H H
∧ ∧ ∧

= + 化简作： 

2
0 2

01 2
2 2

tot
U UH N N S N Bγ

∧ ∧ ∧ ∧ ∧⎛ ⎞⎛ ⎞= − + − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,S⋅            （4.33） 

其中
†

N a aα α
α

∧ ∧

=∑
∧

表示总粒子数算符， ( ) (
4 3 0, 2i iU c r d r iφ= )=∫ 。由此可见，在均匀

磁场中旋量玻色—爱因斯坦凝聚体的基态为 ;total
zG S S S S= = = ，当 取整数时系

统能量最低

S

( )2
01

2
tot

G

UH S S B S Constγ
∧

= + − + 。同样可以证明[27]： 

( )
† †
1

1,
;

S QS S a vac
f Q S

= Θ ,                 （4.34） 

其中 ，归一化常数 ( ) / 2Q N S= −

( ) ( )
( )

2 2 1 !!
; ! !2

2 1 !!
Q Q S

f Q S S Q
S
+ +

=
+

.                   （4.35） 

基态 ;G S S= 的单粒子密度矩阵是对角化的 †

G
a a Nαβ α β α αβρ δ

∧

= = ，且 

( ) ( )

( )( )
1

1 0

1 2
,

2 3
1

, .
2 3 2 3

N S S S
N

S
N S S N SN N

S S−

+ + +
=

+
− + −

= =
+ +

                （4.36）

粒子数涨落 

22

1
1

2 3 2 5
N SN

S S

∧ +⎛ ⎞ ⎛⎛ ⎞Δ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝
⎞
⎟
⎠

 

( ) ( )

2

2 2
3 1 3 ,

2 5 2 52 3 2 3
N S S S S

S SS S

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1
⎟            （4.37）
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且 。式（4.36）和式（4.37）共同表明基态
2 2

1 01 / 4N N N
∧ ∧ ∧

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ = Δ = Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2

;G S S=

的行为依赖于系统的磁化强度 。当/S N 0S = 时，系统有三个相同的宏观本征值，与

文献[25]结论一致， 0 1 1 3N N N N−= = = ，粒子数涨落 ；随着 的增加，

直到达到一个宏观值， ，而 与

~Nα

∧

Δ N S

( )1 / 2N N S± → ± 0N 1Nα

∧

Δ → 。既然对于所有的磁化

强度，系统都有多于一个的宏观本征值，那么它的基态 ;G S S= 就是破裂凝聚态

[22] 。 在 热 力 学 极 限 下 ， 把 /S N 0= 时 的 破 裂 基 态 称 作 超 破 裂 凝 聚 态

（superfragmented）， 则对应相干破裂凝聚态(coherent fragmented)[27]。当

系统粒子数涨落

/S N ≠ 0

Nα

∧

Δ 极小，系统处于相干破裂凝聚时，其基态 ;G S S= 可以用 Fock

态来近似描述, 

1 1† †
1 1

1 1,
1 1

; , 0
! !

N Na aS S N N vac
N N

−
−

−
−

→ ≡ ,            （4.38） 

其中 ，( )1 / 2N N S± = ± 1 1, ,0N N− 表示分别有 Nα 个玻色子处于自旋态 1, FF m α= = ，

。这时，在 Fock 空间，哈密顿量（4.33）可以写作： ( 1, 1,0α = − )

2
2

1 1 1 10 .
2

tot
UH N N B N Nγ

∧ ∧ ∧ ∧ ∧

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − −⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− ⎟             （4.39） 

旋量玻色—爱因斯坦凝聚体中基态“破裂”的根源为自旋守恒，这也意味着密

度矩阵是对角的（这正是破裂凝聚态的特征，式（4.36）），因为算符 ( )
†

a aα β α β
∧ ∧

≠ 会

改变系统的总自旋 zS
∧

。所以为了使系统从破裂凝聚态转变为单凝聚态，就要实现从1

到 的自旋反转过程，很自然会考虑磁场梯度产生的影响，因为在 MIT 实验[24]中

磁场梯度确实是存在的。假定不均匀磁场为

1−

( ) ( )0B r B z G xx zz= + − ，通过一个幺正

变换 ( )
1

i i
N i r S
i

U e θ
∧

− ⋅

=
=∏ ，其中 ( )z B r Gxyθ = × = ，则系统的哈密顿量（4.39）变为， 

2† †
2

1 1 1 1 1 1 1 10' ,
2 2tot

UH a a a a N N B N Nχ γ
∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

− − − −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛= − + + − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎞
⎟     （4.40）

其中 ，并且可以进一步证明，这时系统的基态转变为单凝聚态，可以

用相干态来描述[27]。旋量玻色—爱因斯坦凝聚体在空间不均匀磁场作用下的等效

2 2 / 2G mχ =
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哈密顿量（4.40）与双势阱中单分量 BEC 的模型是等效的，这里超精细自旋态

1, 1FF m= = 和 1, 1FF m= = − 分别代表两个阱。对应双势阱模型，参数 2χ ， 2 2U

和 0Bγ 分别具有隧穿幅度、原子相互作用和势阱间化学势差的物理意义。下面我们将

从旋量 BEC 中这个等效双组分哈密顿量出发，研究 ( )1± 自旋组分间的纠缠性质。 

    文献[27]还表明，Fock 态与相干态在每个自旋组分都具有相同的原子占据数,

因此在实验[24]中仅仅通过各自旋组分密度的测量是不能区分这两种基态的。然而

Fock 态没有相位相干性，同时在不均匀磁场作用下的相干态却允许不同自旋组分发

生约瑟夫森隧穿，从这点可以看出二者的本质区别。 

第四节 纠缠动力学 

为研究处于自旋态 1, 1FF m= = 和自旋态 1, 1FF m= = − 的原子的纠缠动力学，

将哈密顿量（4.40）在赝角动量表象中重新表达。首先，引入满足 Schwinger 关系的

角动量算符: 

† †

1 1 1 1

† †

1 1 1 1

† †

1 1 1 1

1 ,
2

1 ,
2

1 ,
2

x

y

z

J a a a a

J a a a a
i

J a a a a

∧ ∧ ∧ ∧ ∧

− −

∧ ∧ ∧ ∧ ∧

− −

∧ ∧ ∧ ∧ ∧

− −

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

= −⎜
⎝ ⎠
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟                    (4.41) 

这些算符同时满足 对易关系。Casimir 不变量为 ( )2SU

2

1 ,
2 2
N NJ
∧ ∧

∧ ⎛ ⎞
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

其中 是总粒子数算符，是一个守恒量。这样哈密顿量（4.40）可写

作角动量模型 

† †

1 1 1 1N a a a a
∧ ∧ ∧ ∧ ∧

− −= +

2

,
2

z zH J J J Jχω λ
∧ ∧ ∧ ∧ ∧

+ −
⎛ ⎞= + − +⎜
⎝ ⎠

⎟                 （4.42） 

其中 0 22 B , 2 , x yU J J i Jω γ λ
∧ ∧ ∧

±= − = = ± ，总角动量 / 2j N= 。 
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    单凝聚态的时间演化可用含时薛定谔方程来描述 ( )1=  

( ) ( )di t H
dt

ψ ψ
∧

= t ,                     （4.43） 

其形式解为 

( ) ( ) ,
j

m
m j

t C t jψ
=−

= ∑ ,m                    （4.44） 

其中 ,j m 是算符 的本征态，zJ
∧

j m j− ≤ ≤ 。将（4.44）代入含时薛定谔方程（4.43）

中，可得到 ( )2 1j + 个线性微分方程： 

( ) ( ) ( )2
m m

di C t m m C t
dt

ω λ= +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1 1 1
2 m m .j j m m C t j j m m C tχ

− +
⎡ ⎤− + − − + + − +⎣ ⎦      （4.45） 

可见，角动量表象中态的展开系数与时间的依赖关系可通过对（4.45）式的数值求

解得到。将等效哈密顿量（4.40）看作两模系统，每个模分别对应的一个自旋态。

如第一节所述，两模系统纯态的纠缠度的标准量度为任一子系统的约化密度算符的

冯•诺依曼（Von Neumann）熵。两模间纠缠度的动力学 ( )E t 可从角动量基中的展开

系数计算得到: 

( ) ( ) ( )
2

2
ln .

j

m m
m j

E t C t C
=−

= −∑ t                 （4.46） 

最大纠缠度为 

( )max log 2 1 log .E j= + = N                    （4.47） 

下面我们将分别讨论磁场强度、磁场梯度及不同的初态对纠缠动力学的影响。

首先，考虑初态 ( )0 ,j mψ = = 0 ，这表示 1α = 和 1α = − 组分有相等的原子数目。

根据 原子 波散射长度的实验数据[28]，23 Na s − ( )0 B50.0 1.6 ,a a= ± ( )2 B55.0 1.7 ,a a= ±

反铁磁相互作用 约为 2.5 。又根据文献[24]估算可知，磁场的影响将是 的

十到一百倍。因此我们选取适当的参数范围，并在此范围内，一方面固定磁场强度

2U nK 2U

0B ，

改变磁场梯度G ；另一方面保持G 不变而调整 0B ，来看磁场的这两个参数对纠缠动
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力学的影响。图 4.3 表示纠缠度在参数 χ （它是磁场梯度G 的函数）分别为(a) 0.02，

(b) 0.2，(c) 1.0 时的时间演化行为，其中参数ω（它与磁场强度 0B 成正比）的值是固

定的。能量单位是 250nK 。从中我们可以看出纠缠熵随着 χ 的增加是增大的。特别

地，当 0χ = ，即磁场均匀，没有梯度时，纠缠度为零，这时系统的基态可以很好地

用 Fock 态来描述，而随着磁场梯度地增加，系统的基态逐渐地转变为相干态，后者

是存在相位相干性的[27]。相反地，随着磁场强度的增加，纠缠度是减小的，这点

可以从图 4.4 中看到。图 4.4 表示的是纠缠度在参数ω分别为(a) 0.5，(b) 1.0，(c) 1.5

时的时间演化，这里参数 χ 是固定的。 

    图 4.5 的主要目的是研究系统初态对纠缠动力学的影响。我们选取另外两种具有

代表性的初态 , / 2 ( )j m N= − 和 2SU 相干态与初态 ,j m 0= 进行比较。 ( )2SU 相干

态是角动量算符的本征态， J n n j n
∧ ∧

⋅ = ，对应的本征值 ，其中/ 2j N=

(sin cos ,sin sin , )n cosθ ϕ θ θ
∧

= ϕ 表示 ( ),θ ϕ 方向的单位矢量， 

( )
1 22

cos sin , .
2 2

j m j mj
i j m

m j

j
n e

j m
ϕθ θ+ −

−

=−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ j m        （4.48） 

根据文献[29],取 0ϕ = ，
2 2

cos ωθ
ω χ

=
+

。显然，初态为 , 0j m = 时纠缠度最大。

从上面的分析知道，适当地选取系统的初始状态，增加磁场梯度并减小磁场强度，

自旋 ( 组分间的纠缠度就可达到其最大值。 )1±

第五节 产生纠缠原子态 

量子纠缠现象在量子理论与信息科学中扮演着非常重要的角色，产生与操控量

子纠缠态成为当今科学研究的兴趣所在。近年来在许多宏观量子系统，如腔

QED[30]、离子阱[31]、量子点[32]及约瑟夫森结[33]等中产生量子纠缠都取得了

长足的进展。当然 BEC 也是非常理想的实现多粒子纠缠与非经典原子态的量子系统，

在理论上提出了许多的实验方案，还有待实验进一步的验证。 

这些方案从本质上来说可以分为两类：第一种办法就是控制量子系统的动力学， 
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图 4.3 纠缠熵在初态 ( )0 ,j mψ = = 0 下的时间演化，参数 2.0, 0.02ω λ= − = ，

0.02χ = (a), 0.2χ = (b), 1.0χ = (c)。能量单位是 250 。总原子数为 。 nK 100N =
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图 4.4 纠缠熵在初态 ( )0 ,j mψ = = 0 下的时间演化，参数 0.02, 0.2λ χ= = ，

0.5ω = (a), 1.0ω = (b), 1.5ω = (c)。能量单位是 250nK 。总原子数为 。 100N =
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图 4.5 纠缠熵在不同初态下的时间演化， ( )0 , /j m Nψ = = − 2 (a)， ( )0 nψ = (b), 

( )0 ,j mψ = = 0 (c)，参数 1.0, 0.02, 0.5ω λ χ= − = = 。能量单位是 250 nK 。总原子数

为 。 100N =
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使初始分离的态相干演化至纠缠态[1-2][14-17]，其中在旋量 BEC 中产生自旋

1α = ± 组分间的原子纠缠态也已有许多提议[34-37]。例如，文献[34]中初始时刻极

化的旋量玻色—爱因斯坦凝聚体完全布居于自旋 0α = 组分，通过远共振激光的作用

使自旋态 1, 0FF m= = 的能级高于自旋态 1, 1FF m= = ± 的能级，利用自旋交换相互

作用最终产生了自旋 1α = ± 组分间的原子纠缠态。Duan 等人[35]则证实从自旋 1 玻

色—爱因斯坦凝聚体适当制备的初态出发，经过自由动力学演化可以产生并检测压

缩型纠缠及连续变量型纠缠。同时，基于光晶格中 BEC 量子相变的实验进展，L. You

提议从处于 Mott—绝缘态的凝聚体出发，利用激光脉冲产生的原子 Raman 跃迁，获

得最大纠缠的原子对及原子簇群[36]。 

第二种方案就是将量子系统的基态转化为纠缠原子态[38-40]。文献[40]中利用

简单的相位操控——相位刻印[41]的方法从双势阱 BEC 的相干基态中产生出纠缠原

子态。在这一节，我们将相位刻印的方法引入旋量玻色—爱因斯坦凝聚体的等效双

组分模型（4.40）中，通过对 Husimi 相空间的直观分析，阐明在自旋 1α = ± 组分间

产生原子纠缠态的可能性。最终期望实现的原子纠缠态的形式为：  

( 1 1 1 1
1 ,
2

N N N N N NΨ = − + − ), ,             （4.49）

其中 1 1,N N− 表示有 个原子处于自旋态1N 1, 1FF m= = ，同时 1N− 个原子处于自旋态

1, 1FF m= = − 的 Fock 态（数态），总粒子数 1 1N N N−= + 。 

等效双组分模型（4.40）的基态是相干凝聚态，可以表示为所有 Fock 态的叠加： 

( )
1

1

1
0

,
N

l
N

N
C N N N

=

Ψ = −∑ 1 ,                   （4.50）

其中 

( )

( )
11 ††

1 1
1 1

1 1

, .
! !

N NNa aN N N vac
N N N

−
−− =
−

                 （4.51） 

通过对角化一个 ( ) (1N N )1+ × + 的三对角矩阵，我们很容易得到哈密顿量（4.40）在

Fock基中的本征值和本征矢量。图 4.6分别描绘了基态本征态与激发态本征态的Fock

基展开系数，其中系统参数为 2.0, 0.2ω λ= − = 及 0.5χ = ，总粒子数为 。由此100N =

 - 84 -



第四章 旋量玻色—爱因斯坦凝聚体中的纠缠原子态 

可见，能量较低的态，图 4.6 (a)和(b)，类似于谐振子振荡的波函数，而能量较高的

态，图 4.6 (c)和(d)，则接近于原子的宏观量子叠加态。 

 

图 4.6 本征态的 Fock 基展开系数，(a)基态，(b)第一激发态，(c)第 77 个本征态 

(d)第 81 个本征态，总粒子数为 100。 

 

Husimi 分布函数[42，43]是一种相空间的几率分布函数，它能够把系统的量子

信息通过经典语言表达出来，因此我们将利用这种分布函数建立系统本征态的量子

——经典的联系。在相干态表象中，Husimi 分布函数可以写作： 

( ) 2
,lP n inθ θ= + Ψ ,l                        （4.52）

其中 

( )
( )/ 2

'1/ 4
' / 2

'1 exp ' ,
2

N
l

l n
n N

n n
in C i nθ θ

κπκ =−

−⎡ ⎤
+ Ψ = −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑          （4.53） 

且 ， 是第 个本征态对应的那组 Fock 基展开系数。( )1 1' / 2n N N−= − '
l
nC l

2
2U Nκ σ χ= ，σ 表示基态的展宽与二项式分布态的比率[40]。采用与图 4.6 中相

同的参数，我们在图 4.7 中画出了系统各本征态相应的 Husimi 分布，分别为 (a)基态，

(b)第 10 个本征态，(c)第 20 个本征态，(d)第 77 个本征态。在经典力学中，形如（4.40）

式的哈密顿量可以认为描述的是非刚性摆动[44]。图 4.7 表示的相空间的 Husimi 投
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影证实了系统具有物理摆的运动特性。低激发态，图 4.7 (a)和(b)，对应非刚性摆的

谐振子振动，而高激发态，图 4.7 (c)和(d)，则对应摆在两个相反方向的旋转运动的

叠加，是一种宏观量子叠加态，也正是我们想要的原子纠缠态。 

 

图 4.7 不同能量本征态的 Husimi 几率分布，(a)基态，(b)第 10 个本征态， 

(c)第 20 个本征态，(d)第 77 个本征态。 

 

实际上我们并不能够获得高激发态，但是可以利用相位操控的办法从基态产生

原子纠缠态。对自旋 1的 BEC 来说，通过一个短而强的均匀磁场脉冲可以使不同的

超精细自旋态之间获得相位差[27]，对 1, 1FF m= = 自旋态引入π 相位，那么相空

间中基态的中心位置 将移至不稳定的平衡点(0,0) ( )0,π 。从数学上来讲，这样的过

程对应着将基态本征态的每一个 Fock 基展开系数都乘以 1iNe π− [40]。之后随着磁场梯

度的连续变化，正如我们所期望的那样，被移置的基态波包将发生分叉，直到最终

产生纠缠的原子态。图 4.8 表示基态本征态时间演化的 Husimi 相图，表明了纠缠原

子态的产生过程。总粒子数仍为 100。图 4.8 (a)基态，(b)刻印π -相位后的基态，(c) (e)→
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基态的时间演化, (f)原子纠缠态产生。这里采用的系统参数是 2.0, 0.2ω λ= − = ，磁场

梯度参数随时间的变化规律为 ( )3exp 1 3tχ = − − 。还要指出的是，不同的磁场参数和

磁场梯度的时间变化规律将导致纠缠态尖度（sharpness）与极值（extremity）的不同。

另外，为尽可能避免退相干的发生，最好使纠缠态的极值小一些[40]。 

 

图 4.8 原子纠缠态的产生过程——基态本征态时间演化的 Husimi 相图，(a) 时刻

的基态，(b)刻印

0t =

π -相位后的基态，(c) 0.4t = 时刻基态波包分叉，(d) 时刻基态

波包沿分界线运动，(e) 时刻分叉波包变得局域 (f)

0.6t =

1.9t = 2.6t = 时刻原子纠缠态产生。 
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第六节 小结 

在这一章，我们首先介绍了量子纠缠的基本概念，特别是两体纯态量子纠缠的

性质及量子纠缠度的计算方法，在此基础上研究了自旋为 1 的反铁磁相互作用的旋

量玻色—爱因斯坦凝聚体在有梯度的磁场作用下的纠缠特性。结果表明 自旋组

分间纠缠熵的动力学受到系统初态和磁场参数的影响。进而我们论证了利用相位刻

印方法在旋量玻色—爱因斯坦凝聚体中产生原子纠缠态的可能性。由于磁场有很好

的操控性，因此我们期望在现有的实验技术条件下能够获得这种宏观纠缠态。 

( )1±
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第五章 两隧穿耦合的玻色—爱因斯坦凝聚体的能谱与纠缠度 

量子力学是支配物质世界运动和变化规律的基本法则，而描述宏观现象的经典

力学一般地说只是量子力学在宏观尺度下的近似。通常宏观系统的量子效应并不显

著，但在特定的系统中，量子现象也可以在宏观尺度下表现出来，称为宏观量子效

应。例如，超导体中的约瑟夫森(Josephson)隧穿，液氦中的超流动性，纳米磁体磁

化矢量的隧穿以及玻色—爱因斯坦凝聚等都是众所周知的宏观量子效应的例子。量

子态的相位及相干是量子力学的核心概念，也是量子信息科学的基础。20 世纪 80 年

代，2003 年的诺贝尔物理奖得主 Leggett 等指出,宏观可区分态的相干叠加可以通过

量子隧穿实现[1],也就是说,量子系统能够展现宏观效应,量子隧穿起着极其重要的

作用。 

简单地说，量子隧穿是指微观粒子具有波动性而以一定的概率通过经典禁区（例

如势垒）的过程，它是一种没有经典对应的量子现象! 实现玻色—爱因斯坦凝聚的

过程，要求原子气体的温度极低，密度极高。随着温度的降低，原子的无规则热运

动越来越弱，原子的德布罗意波长越来越长，当相邻原子的德布罗意波叠加在一起

时，则实现了 BEC。与此同时，由于超冷原子的波动性表现得越来越强，原子的量

子隧穿能力也越来越强，实验上已经证实了丰富多彩的隧穿现象，如原子约瑟夫森

效应[2]、物质波相干[3]、四波混频[4]等等。当然其中能够展现量子隧穿现象的最

简单也是最基本的系统就是双组分 BEC 了[2-3][5-6]，这种隧穿耦合的 BEC 模型

受到了广泛的关注，发展了许多的研究方法，如：Gross-Pitaevskii 近似[7]，平均场

理论[8,9]，Bethe ansatz 方法[10,11]，数值对角化[12]等。在这章中，我们将采用

微扰法来分别研究在强隧穿耦合与弱隧穿耦合的情况下系统的本征问题及纠缠性

质。 

第一节 有效哈密顿量 

两隧穿耦合的玻色—爱因斯坦凝聚体模型可用双组分哈密顿量来描述，其二次

量子化形式为（取自然单位 ）， 1=

1,2
,l i

l
H H H H
∧ ∧ ∧

=

= + +∑ t

∧

                     （5.1） 
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† † †

† †

1 1 2 2

† †

1 2 2 1

,
2

,

,

l
l l l l l l ll

i

t

H a a a a a a

H a a a a

H G a a a a

ηω

χ

∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

∧ ∧ ∧ ∧ ∧

∧ ∧ ∧ ∧ ∧

= +

=

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

其中 和 分别表示两个组分的单粒子湮灭算符，它们均满足玻色子对易关系1a
∧

2a
∧

†

,i j ija a δ
∧ ∧⎡ ⎤

=⎢ ⎥
⎣ ⎦

。参数 ,lη χ 和 则分别表示各组分的非线性原子相互作用强度，两组分

间的原子相互作用强度及两组分间的隧穿耦合强度。引入满足 Schwinger 关系的赝角

动量算符，则模型的哈密顿量化简作 

G

2

,z zH J q J G J Jω
∧ ∧ ∧ ∧ ∧

+ −
⎛= + + +⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟                    （5.2） 

其中赝角动量算符为 

† †

1 2 2 1

† †

1 2 2 1

† †

1 1 2 2

1 ,
2

1 ,
2

1 ,
2

x

y

z

J a a a a

J a a a a
i

J a a a a

∧ ∧ ∧ ∧ ∧

∧ ∧ ∧ ∧ ∧

∧ ∧ ∧ ∧ ∧

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

= −⎜
⎝ ⎠
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟                       （5.3） 

且 x yJ J i J
∧ ∧ ∧

± = ± 。Casimir 不变量 

2

1 ,
2 2
N NJ
∧ ∧

∧ ⎛ ⎞
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

其中 是总粒子数算符，总粒子数
† †

1 2 1 1 2N N N a a a a
∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

= + = + 2 j2N = 是守恒量， j 是角

动量量子数。对不同的物理系统，哈密顿量（5.1）中各耦合参数的物理意义在文献

[7]中可以找到。总之， 

( )( )1 2 1 21 /Nω ω ω η η= − + − − 2  

表示两组分的化学势差。下面我们主要讨论 0ω = 的情况（对应对称双势阱 1 2ω ω= 的

情形）。参数 

 - 93 -



博士学位论文：旋量玻色—爱因斯坦凝聚中的理论物理问题研究 

( )1 2 / 2q η η χ= − −  

表示玻色子间的散射相互作用。参数G 仍代表隧穿耦合强度。这里要指出的是，双

组分 BEC 模型的不同的耦合区域可由两相互作用参数的比值 来表征。通常会考

虑下面三个区域[7]：Rabi 区 ；Josephson 区 ；Fock

区 。Rabi 区与 Josephson 区的交叉区域处在强隧穿耦合区域；而弱隧穿

耦合区域对应着 Josephson 区与 Fock 区的交叉区域。哈密顿量（5.1）的动力学可与

非刚性摆的运动类比[2]。 

/q G

/ 1/q G N→ << 1/ /N q G N→ << <<

/q G N→ >>

第二节 强隧穿耦合区域 

5.2.1 能隙 

    对强隧穿耦合区域进行分析。首先用二级微扰论确定系统的能谱，为此，将哈

密顿量改写作， 

( )0

,H H W
∧ ∧ ∧

= +  

.
∧( )0 2

, zH G J J W q J
+ −∧ ∧ ∧ ∧⎛ ⎞

= + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

                   （5.4） 

哈密顿量（5.4）的非微扰部分 可通过由
( )0

H
∧

( )2SU 相干态的生成元构造的幺正变换

来精确求解，最终得到非微扰的能量和波函数的解析表达式。通常由幺正算符构成

的规范变换定义为[13], 

exp[ ],
2

U J Jλ∧ ∧ ∧

− +
⎛ ⎞= −⎜
⎝ ⎠

⎟                      （5.5） 

其中当 0ω = 时辅助参数
2
πλ = − 。假定态

( )0ψ 为定态薛定谔方程的解： 

( )
( ) ( ) ( )

0
0 00 .H Eψ ψ

∧

=  

在规范变换下，定态薛定谔方程的形式是不变的,即 

( ) ( ) ( ) ( )0 00 0' ' 'H Eψ ψ
∧

=  

其中 和( )0'H
∧ ( )0'ψ 分别表示规范变换后的非微扰哈密顿量和波函数 
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( ) ( ) ( )
†

0 00' , 'H U H U Uψ ψ
∧ ∧ ∧ ∧ ∧

= = . 

经过规范变换后，非微扰哈密顿量在 zJ
∧

表象中是对角的， 

( )0' 2 z .H G J
∧ ∧

= −  

这样，很容易得到规范变换前定态薛定谔方程的精确解 

( ) ( )
† †

0 0' ,U U jψ ψ
∧ ∧

= = ,m  

以及磁量子数为 的态的零级能量 m

( )0 2 .mE G= − m  

所以，基态的零级能量和零级波函数分别为 

( )

( ) ( )

0

† †
0 0

2 ;

' ,

g

xg g

E Gj GN

U U j jψ ψ
∧ ∧

= − = −

= = = ,n
                 （5.6） 

这里 xn 是 相干态，它是算符( )2SU xJ n
∧

⋅ 的本征态 x x xJ n n n
∧ ∧

⋅ = ， xn
∧

是 x−轴方向

的单位矢量。基态能量的一级和二级修正为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2
0 0 0 01

22
0 02

2

2
0 0 0 0

' ' ,

' '
,

zg g g g g

zg m
gm

g
m g m gg m g m

E W q U J U

q U J U
W

E
E E E E

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ

+∧ ∧ ∧

+∧ ∧ ∧

≠ ≠

= =

= =
− −

∑ ∑

 

其中
( )0

m
ψ 表示磁量子数为 的零级波函数。最终我们得到包含一级和二级修正的基

态能量为 

m

( ) (
2

2, .
4 32g
q qE q G GN N N N

G
= − + + − )

)

              （5.7） 

同样的方法，磁量子数为 ( 的第一激发态修正后的能量为 1j −

( ) ( ) (
2

23, 2 3 2 3
4 32e
q qE q G GN G N N N

G
= − + + − + − − )2 .        （5.8） 

这样，第一激发态和基态间的能隙 

( ) ( ) ( ) (
23, , 2 1

2 16e q
q qE q G E q G G N N

G
Δ = − = + − + − )1 ,        （5.9） 
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这个结果与用 Bethe ansatz 方法得到的结果[11]是一致的。 

5.2.2 基态纠缠度与关联算符的期待值 

   基态波函数的一级修正为 

( )1
xg g

nψ ψ= +  

( ) ( )( )( )

( )( ) ( )

( ) ( )

21
2

2

2

6 1 2 1 2 31 , ,
2 4 32

6 1 2 1 2 1
, 3 , 2

8 2
2 1 2 2 1

, 1 , ,
8 32

j
j m
j j

m j

j j j jqC j m j j
G

j j j j j
j j j j

G G
j j j j

j j j j
G G

π

π

π π

+

=−

⎡ − − −
⎢= + −
⎢⎣

− − −
+ − − −

⎤− −
+ − − ⎥

⎦

∑ 4−

   （5.10） 

其中 2
j m
jC + 是二项式系数。对于由式（5.2）描述的两隧穿耦合的玻色—爱因斯坦凝聚

体模型，态 ψ 通常可在 Fock 基失中展开 

1 2
0

,
N

n
n

c n N nψ
=

= −∑  

这里 是复系数，表示组分“1”有 个玻色子，同时有nc n ( )N n− 个玻色子在组分“2”。

角动量表象的基底与 Fock 态表象基底间有一个明显的关系式 

1 2
, 2 2 ,j m N m N m≡ + −  

因此， 

0

, .
2

N

n
n

Nc j nψ
=

= −∑  

这样，两组分间的纠缠度由 

( )
22

2

0
ln ln

jN

n n m m
n m j

2E c c c cρ
= =−

= − = −∑ ∑             （5.11）

计算得到，这个公式在文献[9]中已有证明。因此，基态纠缠度为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1
2 2

2 2

2
5 22

2 2
2 2

2

ln
N N

N

N Nm m
N N

Nm

E C Cρ
−

+ +

=−

= − ∑  
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( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( )( )

1
2

1
2

2
2

4 2
2

2
2

4 2
2

3 1 2 3

128 2

3 1 2 3
ln

128 2

NN
N

NN
N

q N N N N
C

G

q N N N N
C

G

π

π

−

−

− − −
− −

− − −
× −

 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
2

1
2

1 1
2 2

1 1
2 2

2

3 2
2

2

3 2
2

2 2

2 22 2
2 2

2

1 12 2
2 2

22 2
2 2

2 2

3 1 2

32 2

3 1 2
ln

32 2

1 1
ln

8 2 8 2

1 1
ln

32 32

1 1
ln .

256 256

NN
N

NN
N

N NN N
N N

N NN N
N N

N N

q N N N
C

G

q N N N
C

G

q N N q N N
C C

G G

q N N q N N
C C

G G

q N N q N N
G G

π

π

π π

π π

−

−

− −

− −

− −
− +

− −
× +

− −
− − × −

− −
− + × +

− −
− − × −

  （5.12） 

 

图 5.1 表示的是式（5.12）计算得到的纠缠度与两相互作用参数比值 的关

系。当 时，基态可以认为是玻色—哈伯德模型的超流相的两格点近似。即使 q值

很小，但由于强隧穿耦合作用，粒子布居数的波动仍很大，这正引起了两组分间的

相位相干，体现在高纠缠度上。随着比值 的连续增加，纠缠度逐渐接近一个最

大值，但这个值仍远小于系统的最大纠缠度

/q G

0q =

/q G

( )ln 1N + 。然后随着 的进一步增加，

纠缠度又渐渐地减小。 

/q G

关联函数 的期待值表征耦合的两组分凝聚体间的布居数差。相对相位与布居

数差 是一对共轭变量，这对于理解两体系统的动力学与量子隧穿效应是

非常重要的。对于在强隧穿情况的基态，有 

zJ
∧

1N N NΔ = − 2

2 z g
N Jψ ψ

∧

Δ =  
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( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
2

1
2

1
2

1
2

2
4 2

2

3 2
2

2 2
2

2
1 2 2

2 2

3 1 2 3

32 2
3 1 2

8 2
1

2 2
1 1

,
8 6

NN
N

NN
N

NN
N

N NN
N

q N N N N
C

G
q N N N

C
G

q N N
C

G
q N N q N N

C
G G

π

π

π π

−

−

−

−

− − −
= − ×

− −
+ ×

−
− ×

− −
+ × − ×

4

        （5.13） 

由于只考虑了波函数的一级修正，所以上式我们只保留到 的一次项 。图 5.2 q ( )O q

描绘了式（5.13）计算得到的布居数差与两相互作用参数比值 的关系，表明耦

合的两模间的布居数差随着 的增加而增加。 

/q G

/q G

 

图 5.1 纠缠度 ( )E ρ 与两相互作用参数比值 的关系曲线，粒子数 。 /q G 100N =

 

图 5.2 布居数差 与两相互作用参数比值 的关系曲线，粒子数 。 ( )NΔ /q G 100N =
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第三节 弱隧穿耦合区域 

5.3.1 能隙 

在弱隧穿耦合区域，把哈密顿量（5.2）中的隧穿部分看作微扰。同样地，我们

采用简并微扰论计算得到能谱的修正公式（假定总粒子数 是偶数）： N

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 2 2 2

2
, ,

2

2 1 2
, ,

3 6

g

e

G N N
E q G

q

G j j G N N
E q G q q

q q

+
= −

+ + + +
= + = +

4
 

所以，基态与第一激发态间的能隙为 

( ) ( ) ( )222 1
, ,

3e g

G N
E q G E q G q

q
+

Δ = − = + ,             （5.14） 

这个结果与用 Bethe ansatz 方法得到的弱耦合区域的结果[11]仍是一致的。 

§5.3.2 基态纠缠度与关联算符的期待值 

基态波函数的一级修正为 

( ) ( )1
,0 , 1 ,1 .

g

G j j
j j

q
ψ

+
= − − + j  

这样，在弱隧穿区域，基态纠缠度和两组分间的布居数差分别为 

( ) ( ) ( )
2 22

2 1 1ln 2 ln 2 ,
2 4

j

n n
m j

G GE c c N N N N
q q

ρ
=−

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − = − × + × × +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑   （5.15） 

2 z g
N Jψ ψ

∧

Δ = = 0.                     （5.16）  

5.3.3 宇称效应 

现在对 为奇数的情况进行同样的分析。基态与激发态间的能隙为 N

( ) ( )223 1
2 1

2 16
G NGq N

q
+

Δ = − + + .                （5.17） 

基态纠缠度和两组分布居数差分别是 

( ) ( )( ) ( )( )
2 2

1 1 1ln 1 3 ln 1 3 ,
2 16 32

G GE N N N
q q

ρ
⎧ ⎫

N
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪= − + × − + × × − +⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

  （5.18） 
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2 z g
N Jψ ψ

∧

0.Δ = =                    （5.19）  

图 5.3 详细地描绘了在两种不同的情况，即总粒子数分别为偶数 （实线）

和奇数 （虚线），纠缠度与两相互作用参数比值 的关系。 是隧穿耦合

作用的参数，所以它的值越大就表明系统两组分间的耦合越强。当 时，粒子总

数为偶数的情况下，这个两体系统的纠缠度为零。但当粒子总数为奇数时，即使

，系统的纠缠度也是非零的。这表明在弱隧穿区域有宇称效应存在，类似于磁

性宏观量子隧道效应中自旋隧穿和演化的宇称效应[14]。 

100N =

101N = /G q G

0G =

0G =

 

图 5.3 纠缠度 ( )E ρ 与两相互作用参数比值 的关系曲线（实线是 /G q

粒子数 的情况；虚线是100N = 101N = 的情况）。 

 

将图 5.3 与图 5.1 作比较，可以看出弱隧穿耦合区域的纠缠度远小于强隧穿耦合

区域的纠缠度。也就是说，Rabi 区与 Josephson 区的交叉区域的基态有强的相干性。

而在相对区域，即 Josephson 区与 Fock 区的交叉区域，系统相干性则较弱。 

第四节 小结 

在这一章，我们对两隧穿耦合的玻色—爱因斯坦凝聚体的能谱进行了研究，采

用微扰法，分别得到了在强隧穿和弱隧穿区域两组分间布居数差和基态纠缠度的解

析表达式。我们的分析方法和结果为 Rabi 区、Josephson 区及 Fock 区的交叉区域的
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相干性质的研究提供了依据。在弱耦合区域，量子隧穿体现出宇称效应，这个现象

潜在的物理应用值得进一步探究。 
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结论与展望 

结论与展望 

本文主要研究旋量玻色—爱因斯坦凝聚体的超流性、隧穿动力学及量子纠缠特

性等一些物理问题，研究涉及超冷原子气体中的多分量凝聚态物理模型。超冷原子

的凝聚态物理区别于固体物理学有以下几个特点：首先系统组成元素不再是电子，

而是电中性的玻色或费米原子。其次基本相互作用不再是库仑型，而是短程和长程

势型。再次囚禁在磁或光阱中的稀薄原子气体提供了前所未有的可控自由度，如密

度，相互作用等，很多现象可以在理想干净的系统中实验观察。具体来说，我们主

要研究了玻色—哈伯德模型，量子隧穿模型以及量子相变和量子纠缠在旋量玻色—

爱因斯坦凝聚体中展现的新现象。一些普遍的、众所周知的背景知识也在文中作了

详细介绍。特别地，我们回顾了玻色—爱因斯坦凝聚、旋量玻色—爱因斯坦凝聚以

及光晶格中玻色—爱因斯坦凝聚的理论和实验进展。 

本文的主要研究结果总结如下：首先，我们研究了光晶格中自旋 1 的玻色—爱

因斯坦凝聚体，利用波戈留波夫变换方法得到其元激发能谱，进而从超流能谱出发

得到超流临界速度的表达式，并根据朗道超流判据研究了超流相的性质。结果表明

超流的临界速度与自旋组分相关，具有实验可操控性，并且临界速度的理论值与实

验观测值的数量级是一致的，由此预言了在这种三分量的玻色—爱因斯坦凝聚体中

的组分分离现象。 

其次，我们对偶极旋量玻色—爱因斯坦凝聚体的半经典动力学的研究表明，由

于原子自旋交换相互作用和磁偶极—偶极相互作用分别可以通过 Feshbach 共振技术

和调节囚禁势的几何形状来改变，因此它们决定着系统动力学的性质，并且二者的

共同作用导致旋量玻色—爱因斯坦凝聚体的等效两组分间出现自发磁化现象和宏观

量子自俘获现象。此外，三组分的初始布居数和相对相位，以及凝聚体的总超精细

自旋对半经典动力学都有重要影响。这些结果为利用偶极旋量玻色—爱因斯坦凝聚

体来实现和控制约瑟夫森振荡和宏观量子自俘获现象提供了依据。 

玻色—爱因斯坦凝聚体作为一种宏观量子系统，由于具有制作量子器件的潜在

性质，因此对其纠缠特性的研究受到相当的关注。自旋为 1 的反铁磁相互作用的玻

色—爱因斯坦凝聚体在空间不均匀磁场的作用下能够有效地等价作双组分模型，两

模间纠缠度的动力学受到系统初态和磁场参数的影响，利用相位刻印的方法我们论
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证了在这种旋量玻色—爱因斯坦凝聚体中产生原子纠缠态的可能性。 

量子隧穿在宏观量子效应中起着非常重要的作用，能够展现量子隧穿现象的最

简单也是最基本的模型就是两隧穿耦合的玻色—爱因斯坦凝聚体，我们运用微扰法

和含时规范变换得到其能谱，分析了在强、弱两种隧穿区域中隧穿耦合对各能级及

基态纠缠度的影响，这些结果为 Rabi 区、Josephson 区及 Fock 区的交叉区域的相干

性质的研究提供了依据。在弱耦合区域，量子隧穿体现出宇称效应，这种现象潜在

的物理应用值得进一步探究。 

通过改变光晶格常数从而控制BEC原子的相互作用可以得到超流相到Mott—绝

缘相之间的量子相变，我们期望对光晶格中旋量玻色—爱因斯坦凝聚体的量子相变

完成分类，得到量子相变分类的普遍判据。另一方面，量子纠缠作为粒子间的某种

关联，可以标记量子相变或强关联体系中的其它物理性质。但对于强关联系统来说，

不仅有两体关联，还有三体关联，甚至整个体系全部都有关联。因此要研究光晶格

中 BEC 的量子纠缠与量子相变的联系，现有的理论是不完备的。未来我们希望对光

晶格中旋量玻色—爱因斯坦凝聚体的量子纠缠做出适当定义，以期得到量子相变与

量子纠缠的关系。另外，关于玻色—费米混合凝聚体和自旋 3 的玻色—爱因斯坦凝

聚体性质的研究都在我们进一步的考虑之中。 

利用超冷玻色原子气体来模拟凝聚态物理中的著名模型是本文的特色。在旋量

玻色—爱因斯坦凝聚体中，由于原子自旋引起的相互作用的多样性及实验可操控性

对凝聚体性质的影响和其广阔的应用前景有待进一步地深入下去。 
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附录 A 自旋波函数的对称性分析 

全同粒子系波函数的交换对称性与粒子的自旋有确定的联系。对玻色子来说，

波函数对两个粒子交换总是对称的。旋量玻色—爱因斯坦凝聚体的波函数可分离为

空间坐标部分与自旋变量部分的直积 

( ) ( ) ( )r rα φ ζΨ ≡ rα
K K K

，                      （A1） 

并且具有交换对称性。在稀薄的冷原子气体中，原子间只有低能量的两体碰撞，这

种相互作用可以用单参量—— 波散射长度来表征，因此空间坐标波函数是交换对

称的，这就要求自旋波函数也满足交换对称性，即自旋

s −

1 2F F F= = 的两个玻色子，

交换对称性决定它们的总自旋 1 2f F F F F= + = +
K K K K K

的取值只能为 0, 2,..., 2f F= 。下面

以 为例，分析自旋波函数的对称性。我们知道，这时单粒子自旋分量  1 2 1F F= = izF

( 1,2i = )的本征值为1, ，相应的本征函数标记为0, 1− , ,α β γ ，也就是说， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0,iz iz izF i i F i F i iα α β γ γ= = = .−

y

                （A2）

令 

; ,i ix iy i ix iF F iF F F iF+ −= + = −  

根据角动量普遍理论， 

( )( ),J j m j m j m j m± 1 , 1= ± + ±∓                （A3） 

有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0, 2 , 2 ,

2 , 2 , 0
i i i

i i i

F i F i i F i i

F i i F i i F i

α β α γ β

α β β γ γ
+ + +

− − −

= = =

= = .=

2

          （A4） 

总自旋平方可以表示成 

( )22 2 2
1 2 1 2 12f F F F F F F= + = + + ⋅

K K K K K K K
 

,2 2
1 2 1 2 1 2 1 22 z zF F F F F F F F+ − − += + + + +
K K

              （A5） 

其中 。根据角动量耦合的普遍理论，2 2
1 2 2F F= =
K K 2f

K
和 zf 的本征值为 

( )2 1 ,fM ff f f Mχ χ= +
K

     0,1, 2f =                  （A6） 
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,z fM fMf Mχ χ=      ( ), 1,....M f f f= − −               （A7） 

fMχ 为与量子数 ,f M 相应的 ( )2 , zf f
K

的共同本征态。 

1．  2.f = M 的最大值为 2，最小值为 2− ，相应的本征函数显然是 

( ) ( ) ( ) ( )22 2, 21 2 , 1 2χ α α χ γ γ−= = ,                  （A8） 

以量子数M 的升降算符 

1 2 1 2; ,f F F f F F+ + + − −= + = + −  

作用于式（A8），得到 21χ 和 2, 1χ − ，再作用之，即得 20χ 。利用式（A3），应有 

22 21 21 20 2, 2 2, 12 , 6 , 2f f fχ χ χ χ χ χ− − + −= = = .−  

利用式（A4），不难将 2Mχ 逐个求出， 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

22

21

20

2, 1

2, 2

1 2
1 1 2 1 2
2

1 1 2 2 1 2 1 2
6
1 1 2 1 2
2
1 2

χ α α

χ α β β α

χ α γ β β γ α

χ β γ γ β

χ γ γ

−

−

=

= +⎡ ⎤⎣ ⎦

= + +⎡ ⎤⎣ ⎦

= +⎡ ⎤⎣ ⎦

=

            （A9） 

显然，它们都是满足交换对称性的。 

2．  1.f = M 的最大值为1，显然只能由 ( ) ( )1 2α β 和 ( ) ( )1 2β α 组成， 11χ 应和 21χ 正

交，因此 11χ 必然是 

( ) ( ) ( ) ( )11
1 1 2 1 2
2

χ α β β α= −⎡ ⎤⎣ ⎦                  （A10） 

再以 f−逐次作用之，即可求出 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

10

1, 1

1 1 2 1 2
2
1 1 2 1 2
2

χ α γ γ α

χ β γ γ β−

= −⎡ ⎤⎣ ⎦

= −⎡ ⎤⎣ ⎦

                 （A11） 
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容易看出，它们都是交换反对称的，不满足旋量 BEC 系统对自旋波函数的要求。 

3．  0.f = M 只能是0，容易写出 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )00
1 1 2 1 2 1 2
3

χ α γ β β γ α= − +⎡ ⎤⎣ ⎦             （A12） 

它显然是交换对称的。 

    从自旋1的情况可以得出结论，总自旋量子数 f 是偶数时，自旋波函数满足交换

对称性； f 是奇数时，自旋波函数则是交换反对称的，因此在旋量 BEC 中，波函数

的交换对称性决定了原子短程相互作用的表达式（1.43）的投影算符的求和中只能

有总自旋量子数为偶数的项出现。 
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附录 B 旋量玻色—爱因斯坦凝聚体中的短程相互作用 

1998 年 T.-L. Ho 给出旋量玻色—爱因斯坦凝聚体中短程相互作用的一般形式 

( ) ( ) ( ) ( )
† †

, , , 1 2 1 2 2 1 ,drdr r r r rα β μ να β μ ν
αβμν

∧ ∧ ∧ ∧

Ω Ψ Ψ Ψ Ψ∑ ∫           （B1） 

其中自旋分别为 与 的原子间两体碰撞相互作用与它们的总自旋1F 2F 1 2f F F= + 有

关，系数 

           ( ) ( )
2

1 2 1 2
0

F

ff
F

V r r r r gαβμν δ
∧ ∧

=

Ω = − = − Ρ∑            （B2） 

这里
24 f

f

a
g

m
π

= ，m 是原子质量， fa 代表总自旋 f 轨道的 s −波散射长度； f

∧

Ρ 是总

自旋 f 的投影算符。对玻色子自旋 ，对称性要求总自旋F 0,2,..., 2f F= ；相反对于

费米子，对称性要求总自旋 1,3,..., 2f F= （对称性分析详见附录 A）。 

  一方面，投影算符 f

∧

Ρ 与玻色子自旋算符F
∧

的关系为 

2

1 2
0

,
n F

n
ff

f

F F Pλ
∧ ∧ ∧

=

⎛ ⎞⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑                         （B3） 

其中 ( ) (1 1 2 1
2f f f F Fλ ≡ + − +⎡ ⎤⎣ ⎦) ，这样 

                             （B4） 1 22
0

,
nF

n
n

V c F F
∧ ∧ ∧

=

⎛ ⎞= ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

而 是各2nc
24 f

f

a
g

m
π

= 的线性组合。另一方面，投影算符 f

∧

Ρ 的二次量子化形式为 

              
†

,
f

f f f
f

O Oα α
α

∧ ∧ ∧

=−

Ρ = ∑                 （B5） 

其中 1 2

1 2

1 1 2 2
,

, ; ,fO f F F α αα
α α

α α α
∧ ∧ ∧

Ψ= Ψ∑ ， 1 1 2 2, ; ,f F Fα α α 是 Clebsch-Gordon 系数，

表示自旋态分别为 1 1,F α 与 2 2,F α 的粒子耦合形成总自旋态 ,f α 的几率。因此， 
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†2

0

.
fF

f ff
f f

V g O Oα α
α

∧ ∧

= =−

= ∑ ∑
∧

                     （B6）

另外，投影算符 f

∧

Ρ 还有关系式
2

0

1
F

f
f

P
∧

=

=∑ 成立。 

    下面我们将分别介绍自旋 1,2,3F = 的情况。 

1．自旋  1 2 1, 0,2F F f= = =

2 2

0 2
0

1
F

f
f

P P P
= ∧ ∧ ∧

=

1.= ⇒ + =∑                      （B7） 

( ) ( ) ( ) 0 2
1 11 2 1 1 4 2, 1
2 2f f f F F f fλ λ≡ + − + = + − ⇒ = −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ,λ =

.

     （B8） 

2 2

1 2 0 2 2 00 2
0

2
F

ff
f

F F P P P P Pλ λ λ
=∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

=

⋅ = = + = −∑             （B9）

根据式（B7）和式（B9），将 与0
∧

Ρ 2
∧

Ρ 表示为 1 2F F
∧ ∧

⋅ 的函数， 

1 2 1 2
0 2

1 2,
3 3

F F F FP P
∧ ∧ ∧ ∧

∧ ∧− ⋅ + ⋅
= = .

2

∧

                  （B10）

那么， 

1 2 00 2 0 2V c c F F g P g P
∧ ∧ ∧ ∧

= + ⋅ = +  

( ) ( )

1 2 1 2
0 2

0 2 2 0
1 2

1 2
3 3

2
,

3 3

F F F Fg g

g g g g
F F

∧ ∧ ∧ ∧

∧ ∧

− ⋅ + ⋅
= +

+ −
= + ⋅

) 3

                （B11）

即 。因此描述自旋( ) (0 0 2 2 2 02 / 3, /c g g c g g= + = − 1F = 的弱相互作用的玻色—爱因

斯坦凝聚体的哈密顿量为 

( ) ( ) ( )
† 2 2

2 extH dr r V r r
m

α α

∧ ∧ ∧⎧ ⎡ ⎤∇
= Ψ − + Ψ⎨ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎩
∫  

[ ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

† †

0

† †

2

1
2

.

c r r r r

c r F r r F r

α β β α

α β μ ναβ μν

∧ ∧ ∧ ∧

∧ ∧ ∧ ∧

+ Ψ Ψ Ψ Ψ

⎫⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪+ Ψ Ψ ⋅ Ψ Ψ ⎬⎥⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎟
⎠ ⎪⎦⎭

               （B12） 
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2．自旋  1 2 2, 0,2,4F F f= = =

2 4

0 2 4
0

1
F

f
f

P P P P
= ∧ ∧ ∧ ∧

=

1.= ⇒ + + =∑                   （B13） 

( ) ( ) ( ) 0 2 4
1 11 2 1 1 12 6, 3, 4
2 2f f f F F f fλ λ≡ + − + = + − ⇒ = − = −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ,λ λ =

0 .

   （B14） 

2 4

1 2 0 2 4 4 20 2 4
0

4 3 6
F

ff
f

F F P P P P P P Pλ λ λ λ
=∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

=

⋅ = = + + = − −∑        （B15） 

根据式（B13）和式（B15），将 与4

∧

Ρ 2

∧

Ρ 表示为 0

∧

Ρ 与 1 2F F
∧ ∧

⋅ 的函数， 

2 0 1

4 0 1

7 4 10

7 3 3

P P F

P P F F

∧ ∧ ∧

∧ ∧ ∧ ∧

2

2

,

.

F
∧

= − − ⋅

= + + ⋅
                     （B16） 

那么， 

1 2 0 20 2 0 2 4V c c F F g P g P g Pδ
∧ ∧ ∧ ∧ ∧

= + ⋅ + = + + 4

∧

 

( ) ( ) ( )

0 1 2 0 1 2
00 2 4

2 4 4 2 4 2 0
1 2 0

4 10 3 3
7 7

4 3 3 10 7
,

7 7 7

P F F P F Fg P g g

g g g g g g g
F F P

∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧
∧

∧ ∧ ∧

− − ⋅ + + ⋅
= + +

+ − − +
= + ⋅ +

       （B17） 

即 ( ) ( ) ( )0 2 4 2 4 2 4 2 04 3 / 7, / 7, 3 10 7c g g c g g g g gδ= + = − = − + 7 ，其中投影算符 

( ) ( ) ( ) ( )
† † †

0 0 0 2 ;2 00 00 2 ;2 .O O r r r rα μ β να α α μ β ν
∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

Ρ = = Ψ Ψ Ψ Ψ  

因此描述自旋 的弱相互作用的玻色—爱因斯坦凝聚体的哈密顿量2F =

( ) ( ) ( )
† 2 2

2 extH dr r V r r
m

α α

∧ ∧ ∧⎧ ⎡ ⎤∇
= Ψ − + Ψ⎨ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎩
∫  

      

[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

† † † †

0 2

† †

1
2

2 ;2 00 00 2 ;2 .

c r r r r c r F r r F r

r r r r

α β β α α β μ ναβ μν

α μ β νδ α μ β ν

∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

∧ ∧ ∧ ∧

⎛ ⎞ ⎛
+ Ψ Ψ Ψ Ψ + Ψ Ψ ⋅ Ψ Ψ⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝
⎫

+ Ψ Ψ Ψ Ψ ⎬
⎭

⎞
⎟
⎠

1.

 

 （B18）              

3．自旋  1 2 3, 0,2,4,6F F f= = =

2 6

0 2 4 6
0

1
F

f
f

P P P P P
= ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

=

= ⇒ + + + =∑                  （B19） 
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( ) ( ) ( )

0 2 4 6

2 2 2 2
0 2 4 6

1 11 2 1 1 24
2 2

12, 9, 2, 9,

144, 81, 4, 81.

f f f F F f fλ

λ λ λ λ

λ λ λ λ

≡ + − + = + −⎡ ⎤ ⎡⎣ ⎦ ⎣

⇒ = − = − = − =

⇒ = = = =

⎤⎦

.

            （B20） 

2 6

1 2 0 2 4 6 6 4 2 00 2 4 6
0

9 2 9 12
F

ff
f

F F P P P P P P P P Pλ λ λ λ λ
=∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧
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根据式（B19）、（B21）和式（B22），将 2

∧
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∧
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那么， 
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即 ( )0 2 4 6 2 6 2 4 2 4
1 81 1 1 1 1, 18,
7 77 11 126 77 198
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附录 C 

附录 C 

式（2.17）的逆变换为 
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哈密顿量（2.16）可用准玻色子算符 ,kb α

∧

和
†

,kb α

∧
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其中 
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是常数。 和 分别代表对角和非对角部分， 1H
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为了消去非对角部分 ，令所有2H
∧ † †

, ,k kb bα α

∧ ∧

− 和 ,k kb b ,α α
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− 的项的系数为零。考虑到
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由关系式（2.18）和（C6）可得到有用的关系式 
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据此，哈密顿量（2.16）最终可化简为对角化形式（2.19）。 
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