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摘  要 

I 

摘   要 

 

 
本文首先介绍一维玻色系统的理论模型，包括 Lieb—Liniger 模型以

及系统处于强相互作用区时出现的费米化玻色子—Tonks 气体，并介绍

描述玻色系统的 Gross-Pitaevskii 方程及其一维修正，接着总结文献中对

单分量玻色系统激发主要的理论和实验工作，最后研究两分量系统的激

发，并对系统的稳定性进行分析。对于两分量 Tonks 气体激发的计算，

我们从系统满足的非线性含时耦合方程出发，得到方程的流体力学形式

和相应的涨落方程，计算了在均匀情况下的激发谱，同时我们利用激发

谱讨论系统的稳定性条件，得出与平均场区两分量系统的稳定性条件明

显不同的结论：平均场区两分量系统的稳定性与相互作用常数有关，而

两分量 Tonks 气体系统的稳定性则依赖于两组分的单原子质量比和密度

比。 

 

关键词：玻色-爱因斯坦凝聚；Tonks 气体；集体激发；稳定性 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ABSTRACT 

 
ABSTRACT 

 
 

In this paper, we first gave a brief introduction to the theoretical models 
of one-dimensional Bose system, including Lieb-Liniger model and Tonks 
gas, which appears when the parameter γ  approaches infinite in Lieb- 
Liniger model. A modified scheme for Gross-Pitaevskii equation was 
introduced to describe one-dimensional Bose system, then summarized the 
main theoretical and experimental results on excitations of single- 
component Bose system in literatures. The excitations and stability of 
two-component Bose system were investigated. To get the excitation spectra 
of two-component system in Tonks regime, we started from the coupled 
time-dependent nonlinear equations of two-component Tonks gas and 
formulated their hydrodynamics and the corresponding fluctuation equatio- 
ns. The excitation spectra in homogeneous were calculated, which enable us 
to analyze the stability condition of two-component system in Tonks regime, 
compared with that of two-component system in mean-field regime, a very 
different conclusion was arrived. The stability condition in mean-field 
regime is related to interaction constant of particles, while that in Tonks 
regime depends crucially on the ratio of inter-component atomic mass and 
density. 

 

Key words: Bose-Einstein condensation; Tonks gas; collective excitations; 
stability 
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引  言 

 

1924 年玻色和爱因斯坦在理论上预言了玻色-爱因斯坦凝聚现象(BEC)，即无相

互作用的玻色子在温度足够低时会凝聚到最低能量量子态上。由于实验条件的限制，

直到 1995 年美国科罗拉多大学 JILA 实验室的 Wieman 和 Cornell 小组才在铷(
87
Rb)

原子蒸气中第一次直接观测到了 BEC。由于原子气体 BEC 在实验上具有很强的可操

控性，它很快就成为实验和理论物理学家们关注的研究对象，并作为研究各种物理

现象的理想载体，在量子多体理论、量子计算、非线性物理等领域的发展非常迅速。 

几十年前一维系统的研究只是“玩具”模型而没有现实对应，其中很重要的一

个就是研究由具有接触相互作用的玻色子组成的一维均匀(无外势)多体系统的

Lieb—Liniger模型
[1]
，其精确解早在六十年代就由Lieb和Liniger用Bethe Ansatz方法给

出。他们发现均匀玻色气体的物理性质由一个无量纲参数 2/mgγ ρ= h 来控制，其中 g

是粒子间相互作用强度，m 和 ρ 分别是原子的质量和线密度。当 1γ � ，系统为弱相

互作用的玻色气体，虽然在一维不会发生玻色凝聚，其元激发性质仍然和BEC类似，

甚至也有预言其超流性质。对 1γ � ，系统进入强相互作用区域，而当γ →∞时得到

不可穿透玻色子的Tonks—Girardeau(TG)气体
[2,3]

。在此区域玻色子间短程的强排斥相

互作用有着和费米子泡利不相容原理同样的效果。在一维情况下可以严格证明，强

相互作用的玻色和费米子多体系统之间存在一一对应的对偶关系。Lieb—Liniger模型

的精确波函数，激发谱和热力学性质对任意的γ 都是已知的，然而关联函数的计算非

常困难。在极限情况下有很多结果，但问题本身还远没有解决。基于实验技术的发

展，在2004年I.Bloch组和D.S.Weiss组在实验上先后用二维光格子实现了一维玻色系

统
[4]
，并在实验上观察到了Tonks气体——费米化的玻色原子气体，使我们可以对一

维系统做更为细致的研究并对理论进行验证。我们知道Gross-Pitaevskii理论是依赖于

赝势概念的长波长理论，把粒子间的短程相互作用势 ( )U r 用 ( )g rδ 代替( g 是赝势)，

它在描述三维玻色系统时要求是稀薄的原子气系统；而用来描述一维玻色系统时，

只有系统在高密度情况下GP理论才是适用的，而且对具有排斥相互作用的玻色子在

二维情况下根本就不存在赝势，这意味着GP理论在低维情况时需要修正
[5]
。描述Tonks

气体的正是修正的一维GP方程。 

在1941年Landau引入了激发的概念去解释了超流氦的性质，这是基于量子流体

力学的唯象理论，定量描述了流体氦的热力学性质和输运过程。S.Stringari利用含时
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GP方程的流体力学描述方法计算了束缚势场中BEC的激发模式
[6,7]

，这种对GP方程做

线性化处理来计算激发的方法与Bogoliubov1947年提出的关于稀薄的弱相互作用玻

色气体激发的微观理论等价。基本激发决定了玻色流体中密度涨落的性质，其低频

部分是超流体的长波长集体激发模式，即声子。在BEC的实验中，主要是通过对囚禁

势的调制来对BEC产生扰动，从而观测凝聚体形状的振荡模式来研究激发
[8-11]

。 

对于两分量系统，由于系统中某一个或几个参数的影响，系统的平衡状态可能是

两种分量均匀混合的或者处于分离状态
[12]
，就像水和油不能均匀混合，但水和酒精

则完全可以，这也称为系统的稳定性问题。我们考虑两类系统：一类是能用平均场

GP方程描述的系统，另一类是用修正的一维GP方程描述的Tonks系统。稳定性可以

从不同的角度来进行分析判断，典型的方法包括能量比较方法，能量变分方法，激

发谱的分析等
 [12-14]

。 

本文的结构安排如下：第一章对一维玻色系统理论模型进行简要介绍，内容主

要包括Lieb—Liniger模型，Tonks气体的概念及其主要性质，并介绍描述玻色系统的

Gross—Pitaevskii方程及其一维修正。第二章介绍玻色系统激发的理论工作以及相关

的实验，理论部分包括流体力学理论和微观理论。第三章我们研究平均场区和Tonks- 

Girardeau(TG)区的两分量玻色系统的激发和稳定性。最后我们给出结论。 
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第一章  一维玻色系统理论模型简介 

1.1 Lieb—Liniger模型 

1963年 Lieb 和 Liniger 在文献[1]中研究了具有接触相互作用的玻色子组成的一

维均匀(无外势)多体系统，这样的系统模型后来被称为 Lieb—Liniger 模型。其哈密

顿量为 

                      
2

2 2
1

,
( / ) ( )

2
N

i i ji
i j

H x g x x
m

δ
=

= − ∂ ∂ + −∑ ∑h ,          (1.1.1) 

其中第一项是动能项，第二项是相互作用项， ix 和 jx 为两个粒子的位置， g 是相互

作用常数。在周期性边界条件下，利用 Bethe-Ansatz 方法可以对系统基态精确求解，

得到基态的单粒子能量 ( )ε ρ 为 

                             
2

2( ) ( )
2

e
m

ε ρ ρ γ=
h

,                        (1.1.2) 

其中无量纲参数 2/mgγ ρ= h ， /N Lρ = 是一维均匀系统的密度。在热力学极限下 ( )e γ

由下面积分式决定 

                            
3 1 2

3 1
( ) ( | )

( )
e g x x dxγγ γ

λ γ −
= ∫  .                (1.1.3) 

上式中被积函数 ( | )g x γ 以及 ( )λ γ 满足方程  

                         
1

2 21

1 ( | )( | )
2 ( )

g xg y dx
x y

λ γγ
π π λ−

= +
+ −∫               (1.1.4) 

和 

                        
1

1
( ) ( | )g x dxλ γ γ γ

−
= ∫  .                      (1.1.5) 

参数γ 是系统很重要的一个参数，它的大小决定了系统的性质，如图-1.1 所示，从

图中可以看出，当 1γ � 系统处于弱相互作用区时， ( )e γ γ≈ ，Bogoliubov 的平均场

理论适用；而当 1γ � 系统处于强相互作用区时，即所谓的 Tonks-Girardeau 区，此时

2( ) / 3e γ π≈ 趋于常数，Bogoliubov 的理论不再适用。在不同的区域，原子气体具有

完全不同的性质。在弱相互作用区，原子气体如同量子流体一样具有长程位相相干

性；而在强相互作用区，玻色原子与无相互作用的费米子有很多相同之处，包括空

间分布和能量。根据(1.1.2)式，在两个极限区域，系统零温基态单粒子能量 ( )ε ρ 为 
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2 2 2

/ 2 1
( )

1/ 6
g

m
ρ γ

ε ρ
γπ ρ

⎧
= ⎨
⎩

�

�h 　　　　
 .             (1.1.6) 

 
图-1.1. ( )e γ 与 γ 的变化关系曲线[1]. 曲线①是数值的结果;②是直线 

( )e γ γ= ，是零级近似的结果；曲线③是 Bogoliubov 理论得到的结果. 

当 1γ � 时，曲线①的渐进线是
2( ) / 3e γ π= . 

1.2 Tonks气体 

   Tonks 气体也叫 Tonks-Girardeau(TG)气体，是以理论模型的提出者 L.Tonks 和

M.Grardeau 而命名的
[2,3]

，它是一维系统中强相互作用的玻色原子气。在上一节介绍

的 Lieb—Liniger 模型中，系统参数 1γ � 时，系统中的原子气便可称为 Tonks 气体，

它具有很多与无相互作用的费米子相同的性质，如图-1.2 所示，图中 1γ � 的时出现

了玻色子的费米化，空间波函数分离。 

 

图-1.2. 玻色原子在一维系统的密度分布
[4]
. 1γ � 时 

原子空间波函数趋于相同；而 1γ � 时出现了玻色子的 

费米化，空间波函数分离. 

Girardeau 在 1960 年的文献[2]中提到，一维硬核玻色子等价于无相互作用的费
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米子。所谓硬核是指当原子间距小于某一距离时，它们存在很强的相互作用而阻止

原子靠拢，可以用波函数满足的一个边界条件来看 

                1( ) 0nx xΨ ⋅⋅⋅ =  ，  如果   1j lx x j l n− ≤ ≤ < ≤a，           (1.2.1) 

这里 1 nx x⋅ ⋅ ⋅ 是 n 个粒子坐标，a 是硬核直径。当 0a → 时，就成了δ -相互作用，文

献[2]中正是讨论了这种 0a → 的情况。硬核玻色子与无相互作用费米子的等价关系

可以用两者之间波函数的关系 B FAΨ = Ψ 来表示， BΨ 表示玻色子波函数， FΨ 表示

费米子波函数， 1( ) sgn( )n j l
j l

A x x x x
>

⋅⋅ ⋅ = ∏ − ， 1A = ，这种对应关系只在一维系统成立。

通过这一关系可以知道，一维硬核玻色子系统不仅能谱与无相互作用的费米子相同，

而且密度分布也是一样的，但是动量分布很不相同，因为傅立叶变换的结果依赖于

波函数在不同位形空间的相对符号。 

对于Tonks气体的动量分布有不少文献做了讨论。在文献[15]中，作者利用Tonks

气体的玻色-费米对应关系，把Tonks气体波函数作傅立叶变换，得出在简谐势场中

动量 p 在较大值的分布呈 4p− 衰减的规律，并用Monte-Carlo数值方法计算了两个硬核

玻色子和两个无相互作用的费米子在一维简谐势场中的动量分布，如图-1.3所示，

圆圈标记玻色子的动量分布，方块标记费米子的动量分布。而后来在文献[16]中作者

指出，对于Lieb—Liniger模型，动量 p 在较大值的分布满足 4p−∝ 是一个普适规律，

不依赖于Lieb—Liniger模型中的参数γ ，而Tonks气体(参数γ →∞ )的大动量分布
[15]

只是一个特例，并且与粒子是自由的还是在简谐势场中无关。对于Tonks气体动量较

小部分的密度分布，则具有1/ p 的峰尖特征
[16,17]

，如图-1.4所示， 

          

图-1.3.两个硬核玻色子和两个无相互作用的        图-1.4.硬核玻色子与无相互作用的 

费米子在一维简谐势场中的动量分布
[15]

.            费米子在零温时的动量分布
[16]

. 

1.3. Gross-Pitaevsskii方程及其一维修正 

在玻色爱因斯坦凝聚体中，一般来说原子间的相互作用势是原子间距离的复杂
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函数，原子间距离小时，由于电子云迭加而产生强烈的排斥力；当距离大时，则会

产生由Van der Waals相互作用引起吸引力，但对于处在低温低密度的稀薄原子气体，

三体碰撞几率很小，所以可以只考虑两体相互作用。在低温低密度极限下，只有在

零轨道角动量态的( 0l = )原子散射才对整个散射振幅有贡献。在 0l = 态上的原子散

射称为s-波散射，其散射势可用一个等效的接触势来描述： 

                         0( ) ( )i j i jV r r U r rδ− = −  ，                    (1.3.1) 

其中 0U 是和s-波散射长度 sa 有关的相互作用常数， ir 和 jr 是两个粒子的位置。对于

三维系统 2
0 4 /sU a mπ= h [13]

，雪茄型准一维系统 2
0 1 12 /D DU U ma≡ = − h [18]

， 1Da 是准一

维有效散射长度， 1Da = 2[1 ( / )] / 2s sd C a d a⊥ ⊥− − , 2 /d mω⊥ ⊥= h 是雪茄径向尺度，

1.4603C = 。对于 sd a⊥ � ，
2

1 / 2D sa d a⊥≈ − ， 0U 的正负分别代表原子之间的相互作用

是排斥或者吸引。 

为了解出这个多体系统的能量，采用 Hartree 近似或者叫平均场方法，系统波函

数由系统中单粒子波函数的乘积得到。当系统处在完全凝聚的态时，所有玻色子都

在相同的单粒子态 ( )rφ ，因此 N个粒子系统的波函数 

                       1 2
1

( , ,...., ) ( )
N

N i
i

r r r rφ
=

Φ = ∏ ，                      (1.3.2) 

其中单粒子波函数 ( )irφ 是归一化的 

                           
2

( ) 1dr rφ =∫ .                          (1.3.3) 

有效哈密顿量为 

                  
2

0
1

( ) ( )
2

N
i

i i j
i i j

PH V r U r r
m

δ
= <

⎡ ⎤
= + + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑ .                (1.3.4) 

能量平均值 

      

*

2
*

0 1 2
1 11

2
2 2 4

0

( ) ( ) ( ) ( ) ...
2

( 1)( ) ( ) ( ) ( )
2 2

NN N
j

i j j k l N
i lj j k

E H dr

P
r V r U r r r dr dr dr

m

NN dr r V r r U r
m

φ δ φ

φ φ φ

= == <

= Φ Φ

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= ∏ + + − ∏⎢ ⎥⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

⎡ ⎤−
= ∇ + +⎢ ⎥

⎣ ⎦

∫

∑ ∑∫

∫
h

.    (1.3.5) 

引入凝聚态波函数 

                         1/ 2( ) ( )r N rφΨ = ,                          (1.3.6) 

可以看出
2( )rΨ 具有粒子数密度的物理意义 
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2( ) ( )r rρ = Ψ .                            (1.3.7) 

这样在忽略小量1/N的情况下，能量平均值可以写成 

             
2

2 2 4
0

1( ) ( ) ( ) ( )
2 2

E dr r V r r U r
m

⎡ ⎤
= ∇Ψ + Ψ + Ψ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

h
.          (1.3.8) 

对于能量泛函(1.3.8)式，我们希望在总粒子数 N 不变的约束条件下能量取得最小。

约束条件是 

                           
2( )N dr r= Ψ∫ ,                        (1.3.9) 

这是个条件极值问题，引入一个拉氏乘子 μ ，要求 0E Nδ μδ− = ，显然 μ 具有化学

势的物理意义。对 *( )rΨ 进行变分，得到了关于 ( )rΨ 的方程 

              
2

22
0( ) ( ) ( ) ( )

2
V r U r r r

m
μ

⎡ ⎤
− ∇ + + Ψ Ψ = Ψ⎢ ⎥
⎣ ⎦

h
.              (1.3.10) 

这就是不含时GP方程。能量本征值是化学势而不是通常薛定鄂方程中的单粒子能量。

还可以看出粒子所感受到的势除了外势 ( )V r 外还包括由其它玻色子产生的平均场而

引起的非线性有效势
2

0 ( )U rΨ 。利用 /( , ) ( ) i tr t r e μ−Ψ = Ψ h，得到含时GP方程 

             
2

22
0( , ) ( ) ( , ) ( , )

2ti r t V r U r t r t
m

⎡ ⎤
∂ Ψ = − ∇ + + Ψ Ψ⎢ ⎥

⎣ ⎦

h
h           (1.3.11) 

而相应的一维GP方程是 

             
2

22
1( , ) ( ) ( , ) ( , )

2t x Di x t V x U r t x t
m

⎡ ⎤
∂ Ψ = − ∂ + + Ψ Ψ⎢ ⎥

⎣ ⎦

h
h          (1.3.12) 

一维δ-相互作用的均匀玻色系统就对应于第一节介绍的Lieb-Liniger模型。必

须指出的是，在三维情况下，对低密度稀薄气体系统平均场近似才是适用的(低能散

射条件才满足)；而在一维系统中 1DU 相同条件下，高密度才是平均场近似适用的条

件(因为γ 中包含密度，密度越高，γ 越小)。 

V.Dunjko等曾经指出
[19]
，在雪茄型准一维δ −相互作用系统中，存在三个区域：

Thomas-Fermi区，Tonks-Girardeau区，和中间区域。区分这三个区域可用一个复合参

数——密度 n与准一维有效散射长度 1Da 绝对值的乘积来表征。在轴向简谐势场中，

复合参数 1Dn a →∞，系统精确的密度分布曲线更接近于抛物线型，这与一维

Gross-Pitaevsskii方程描述的系统一致，称为Thomas-Fermi区；而当 1 0Dn a → ，系统

精确的密度分布曲线则更接近于抛物线的平方根型，这与后面要提到的用修正G-P方

程所描述的系统一致，也就是Tonks-Girardeau区；最后就是在以上两个极限情况之间
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的中间区域。由于Lieb—Liniger模型中的参数 γ 在这里的准一维雪茄型系统中

12 / Dn aγ = ，所以上面的分析还是等价于用γ 来划分三个区。 

对一维或准一维处在 Tonks-Girardeau 区的系统不能用平均场理论的 GP 方程来

描述，而需要对方程进行修正。修正的 GP 方程可以从密度泛函理论得到，这一理论

是在研究相互作用费米子系统的基础上发展起来的一个研究非均匀玻色气体的理

论。假设在外势中包含有个 N 个相互作用玻色子的系统处于局域热平衡状态，在局

域密度近似下，系统满足的方程类似于 Kohn-Sham 含时方程 

               
[ ]2

2 ( )
( , ) ( ) ( , )

2t xi x t V x x t
m

ρε ρ
ρ

⎡ ⎤∂
∂ Ψ = − ∂ + + Ψ⎢ ⎥∂⎣ ⎦

h
h ，        (1.3.13)  

其中 ρ 代表密度， ( )ε ρ 是均匀系统中单个玻色原子的基态能量。根据(1.1.6)式得出，

处于弱相互作用区的系统满足的是一维 Gross-Pitaevskii(GP)方程 

               
2

2
1( , ) ( ) ( , )

2t x Di x t V x U x t
m

ρ
⎡ ⎤

∂ Ψ = − ∂ + + Ψ⎢ ⎥
⎣ ⎦

h
h ；            (1.3.14)  

而处于强相互作用的Tonks-Girardeau区，系统满足的方程为 

              
2 2 2

2 2( , ) ( ) ( , )
2 2t xi x t V x x t

m m
π ρ

⎡ ⎤
∂ Ψ = − ∂ + + Ψ⎢ ⎥

⎣ ⎦

h h
h ，            (1.3.15) 

这就是修正的GP方程，它也可根据E.B.Kolomeisky的理论
[5,20]

得到。 

按照上面平均场理论，同样可以得到两组分凝聚体系统的能量泛函
[13]
 

         

2 2
2 2 2 2

1 2 1 1 2 2
1 2

4 4 2 2
11 1 22 2 12 1 2

( ) ( )
2 2

1 1
2 2

E dr V r V r
m m

U U U

⎡
= ∇Ψ + ∇Ψ + Ψ + Ψ⎢

⎣
⎤+ Ψ + Ψ + Ψ Ψ ⎥⎦

∫
h h

 .     (1.3.16) 

相应的动力学方程可由关系 

                     *( , )t i
i

Ei r t δ
δ

∂ Ψ =
Ψ

h                             (1.3.17) 

得到，结果两分量的含时 Gross-Pitaevskii 方程为 

         
2

2( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )
2t i i ii i ij j i

i

i r t V r U r t U r t r t
m

ρ ρ
⎡ ⎤

∂ Ψ = − ∇ + + + Ψ⎢ ⎥
⎣ ⎦

h
h ,   (1.3.18) 

其中i, j=1,2且 i≠j，它们分别标志两种原子的质量 im ，所受到的外势 iV 和密度
2

i iρ = Ψ ， iiU 是同种原子间相互作用常数， ijU 是不同种原子间相互作用常数，

22 /ij ij ijU a mπ= h ， /( )ij i j i jm m m m m= + ，且有 ij jiU U= 。
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第二章 玻色系统的集体激发 

    在这一章，我们将依次介绍玻色系统激发的流体力学理论和微观理论，我们将

会发现流体力学理论能很有效的计算激发，不过这是在满足一定条件下才成立的理

论，而微观理论则是基本理论，但是多数情况下利用它不能得到解析结果，在某些

极限情况下才有解析解。 

2.1 激发的流体力学理论 

2.1.1 GP方程的流体力学描述和涨落方程 

这一节我们会看到GP方程用一个等价的流体力学方程来描述，方程中包括粒子

密度和相位。将(1.3.11)式乘以 *( , )r tΨ 并减去所得结果的复共轭得到 

                

2
* *( ) 0

2t mi
∂ Ψ ⎡ ⎤+∇⋅ Ψ ∇Ψ −Ψ∇Ψ =⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

h
.            (2.1.1) 

将凝聚体的波函数写为 

                 ( , )( , ) ( , ) i r tr t r t e θρΨ = ,                         (2.1.2) 

ρ 具有粒子数密度的意义，代入方程（2.1.1）式，由实部和虚部分别等于零，得到

与含时GP方程等价的流体力学方程组 

             2 2
2 2

0

( )

( ) ( )
22

t m

V r U
t mm

ρ ρ θ

θ ρ θ ρ
ρ

∂
= − ∇⋅ ∇

∂
∂

= ∇ − ∇ − −
∂

h

h h
h

 .        (2.1.3) 

在研究平衡态基本激发时，考虑对平衡态的微小偏离，定义密度涨落 0δρ ρ ρ= −

和相位涨落 0δθ θ θ= − ， 0ρ 和 0θ 分别是平衡基态的密度和相位，将涨落代入方程组

(2.1.3)，并对方程线性化，我们得到密度和相位的涨落满足 

           
0 0

2 2

0 0 0
0 0

( )

( )
4

t m

U
t m m

δρ ρ δθ δρ θ

δθ δρρ θ δθ δρ
ρ ρ

∂
= − ∇ ⋅ ∇ + ∇

∂
∂

= ∇ ∇ − ∇ ⋅∇ −
∂

h

h h
h

.          (2.1.4) 

(i)   当平衡态系统处于静态时，可以证明 0θ 的空间梯度为零，上式化为 

                     
0

2

0 0
0 0

( )

( )
4

t m

U
t m

δρ ρ δθ

δθ δρρ δρ
ρ ρ

∂
= − ∇ ⋅ ∇

∂
∂

= ∇ ∇ −
∂

h

h
h

.                (2.1.5) 
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      本文中计算激发时都是利用这一方程。 

(ii) 若平衡态不是静态系统而存在流动时，在式(2.1.3)中 0θ 的空间梯度不为零，

但作长波近似可以舍去与长波长有关的项
2

0
0 0

( )
4m

δρρ
ρ ρ

∇ ∇
h

，得到 

                     
0 0

2

0 0

( )
t m

U
t m

δρ ρ δθ δρ θ

δθ θ δθ δρ

∂
= − ∇⋅ ∇ + ∇

∂
∂

= − ∇ ⋅∇ −
∂

h

h
h

.                (2.1.6) 

在文献[21]中，作者正是利用这一方程研究了超冷原子物质波在一个准一维

环中的干涉。 

2.1.2 Tonks气体的流体力学描述和涨落方程 

对于一维或准一维系统处在强相互作用的Tonks-Girardeau区时，描述系统的是修

正的GP方程(1.3.15)式 

             
2 2 2

42( , ) ( ) ( , ) ( , )
2 2t xi r t V r r t r t

m m
π⎡ ⎤

∂ Ψ = − ∂ + + Ψ Ψ⎢ ⎥
⎣ ⎦

h h
h .        (2.1.8) 

利用与前一部分同样的方法，可以得到Tonks系统的流体力学描述，方程(2.1.8)式

可写为 

               2 2
2 2 2

( )

( ) ( )
2 22

t m

V r
t m mm

ρ ρ θ

θ πρ θ ρ
ρ

∂
= − ∇⋅ ∇

∂
∂

= ∇ − ∇ − −
∂

h

h h h
h

,        (2.1.9) 

相应静态系统的密度和相位涨落方程为 

               
0

2 2 2

0 0
0 0

( )

( )
4

t m

t m m

δρ ρ δθ

δθ δρ πρ ρ δρ
ρ ρ

∂
= − ∇ ⋅ ∇

∂
∂

= ∇ ∇ −
∂

h

h h
h

,                 (2.1.10) 

下面我们利用涨落方程计算均匀系统和有外势情况下系统的激发。 

2.1.3 平均场区系统的激发 

   在这一节，我们利用前面得到的涨落方程来计算由GP方程描述的均匀和不均匀静

态系统的激发，系统的涨落满足方程(2.1.5)式。 

首先，无外势的均匀系统中 0ρ 是一个常数，(2.1.5)式可写为 
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2 2

2 2
0 02

0

1 ( )
4

U
t m m
δρ ρ δρ δρ

ρ
∂

= − ∇ ∇ −
∂

h
.              (2.1.11) 

由于系统的平移对称性，其解具有平面波形式 ( )e iq r i tωδρ ⋅ −∝ ，带入上面方程得到色散

关系 

                        
2 4

2 20 0
24

U qq
m m

ρω = +
h

,                      (2.1.12) 

激发谱为
[13,22]

 

                        2
0 0 0 02 Uε ρ ε ε= + ,                        (2.1.13) 

其中 2 2
0 / 2q mε = h 是自由粒子能量。这一关系首先是Bogoliubov用微观理论推导出来

的。在长波近似下，上面的激发谱近似为声子谱， 

                          c qε � h ,                               (2.1.14) 

其中c是声速 

                          0 0 /c U mρ= .                         (2.1.15) 

通过实验对声波在凝聚体中传播速度的测量
[10]

，得到的声速与理论一致，如图-2.1

和图-2.2所示，两图分别是声速实验中的照片和示意图。而在短波长近似时，激发

谱是 

                       0 0 0Uε ε ρ+� .                             (2.1.16) 

这是一个自由粒子谱加上平均场贡献构成的谱。 

                    

图-2.1.声波在BEC中轴向(上)和径向(下)的传播
[10]

 .      图-2.2.图-2.1中上半部分图的横向 

图片的拍摄时间间隔是1.3ms.在实验中BEC被劈开,两      示意图
[10]

，声波在BEC轴向的传播.  

个波包在两个相反方向上运动.                          横轴是坐标,纵轴是密度. 

当加入外势后，如果系统中原子数足够多密度曲线 0 ( )rρ 将变的很光滑，通常

在(2.1.5)式中忽略掉
2

0
0 0

( )
4m

δρρ
ρ ρ

∇ ∇
h

项，于是(2.1.5)式化简为 
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2

0
02 ( )U

t m
δρ ρ δρ∂

= ∇⋅ ∇
∂

.                      (2.1.17) 

这时平衡态密度 0ρ 是空间的函数，一般可以采用Thomas-Fermi近似来求得密度分布  

                         0
0

( )( ) V rr
U

μρ −
= ,                        (2.1.18) 

μ是系统的化学势，它的值可由它与总粒子数的关系 

                     0
0

( )( ) V rr d d N
U

μρ τ τ−
= =∫ ∫                    (2.1.19) 

来确定。考虑激发引起的密度涨落是随时间震荡的，具有形式 e i tωδρ −∝ ，代入(2.1.17)

式得到
[6]
 

                 { }2 21 ( ) [ ( )]V r V r
m

ω δρ δρ μ δρ= ∇ ⋅∇ − − ∇ .            (2.1.20) 

下面我们讨论对于不同的外势囚禁下原子气体的激发谱。 

•  首先最常见的束缚势场是三维球对称简谐势
[6]
 

                       2 2
0( ) / 2V r m rω= .                          (2.1.21) 

这种情况下利用(2.1.18)式得化学势 2 2
0 / 2m Rμ ω= ，R是原子云半径。代入(2.1.20)

方程得到本征方程 

                  
2

2 2 2 2 20
0 ( )

2
r R r

r
ωδρω δρ ω δρ∂

= − − ∇
∂

                 (2.1.22) 

和本征值 

                    2 2 2
0 ( 3 2 2 )l n nl nω ω= + + + ,                     (2.1.23) 

其中 l是球谐函数的量子数，n是径向节点数，是在解超几何函数时引入的。 

•  一维简谐束缚势 2 2( ) / 2xV x m xω= 的情况下
[23]

， 2 2 / 2xm Rμ ω= ，代入式(2.1.20)

中得到Legendre方程 

                  
2

2
2(1 ) 2 0d dy y

dy dy
δρ δρ λδρ− − + = ,                  (2.1.24) 

其中 /y x R= ， 2 22 / xλ ω ω= 。自然边界条件要求 ( 1)l lλ = + ，l为整数，即得到激发频

率本征值 

                      2 2 ( 1) / 2x l lω ω= + .                           (2.1.25) 

在一维简谐势中最低的两个激发频率平方之比为 2 2
2 1/ 3l lω ω= = = （见(2.1.25)式），
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而在准一维的情况此比值为2.5（见(2.1.34)式），在M.Henning的实验
[11]
中测量到最

低两个激发频率平方的比值为 2 2/ 3.1B Dω ω � ，从而表明了一维玻色气体系统的实现。 

•  同样在二维各向同性简谐势 2 2( , ) / 2V x y m ρω ρ= 情况下
[23]
，对应的系统激发频率本

征值 

                     ( )2 2 22 2 2n n m n mρ ρ ρ ρω ω= + + +  ,                    (2.1.26) 

nρ为平面上节点数，m 是角动量量子数。 

•  对于轴对称势
[6,7] 

                    2 2 2 2( , , ) / 2 / 2zV x y z m r m zω ω⊥ ⊥= + ，                (2.1.27) 

这里 2 2 2r x y⊥ = + ，ω⊥和 zω 分别是加在x-y平面上和z轴方向上的势场频率，这时由

Thomas-Fermi近似 

                     
2 2 2

2 2
0

( , , ) (1 )r zx y z
U R R
μ λρ ⊥= − − ，                 (2.1.28) 

这里R是x-y平面上的原子云半径，有关系式 2 2 / 2m Rμ ω⊥= ，而 /zλ ω ω⊥= ，(2.1.20)

式化为 

           
2

2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( )
2

r z R r z
r z

ωω δρ ω λ δρ λ δρ⊥
⊥ ⊥ ⊥

⊥

∂ ∂
= + − − − ∇

∂ ∂
.      (2.1.29) 

由于系统具有轴对称性，解方程时利用分离变量法可以把径向和轴向坐标与径向角

度坐标分离，那么会有正比于 eimϕ 的解， m 为整数是径向角量子数。利用关系

2
,[ ( , )] 0l

l mr Y θ ϕ∇ = ，可以验证 , ( , )l
l lr Yδρ θ ϕ⊥ ±∝ 和 , ( 1) ( , )l

l lr Yδρ θ ϕ⊥ ± −∝ 是方程(2.1.29)

的解，其中 , ( , )l mY θ ϕ 是球谐函数，这两个解对应的频率分别为 

                           2 2lω ω⊥=                               (2.1.30) 

和 

                          2 2 2( 1) zlω ω ω⊥= − + .                      (2.1.31) 

当 2l = 时，球谐函数 , ( , )l mY θ ϕ 中的m可以取 2, 1,0m = ± ± ，但(2.1.30)和(2.1.30)两

式没有包括 0m = 所对应的频率，因此期望找到一个与径向角度ϕ无关的解，设形式

为 

                         2 2a br czδρ ⊥= + + ,                        (2.1.32) 

代入方程(2.1.29)，利用同次幂的项分别相等并要求常数a，b ，c无平庸解，最终

得到 2 0ω = （表示无密度变化 0δρ = ）和 

                2 2 2 2 43 12 16 16 9
2 2

ω ω λ λ λ⊥
⎛ ⎞= + ± − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

.              (2.1.33) 



均匀两分量 Tonks 气体的集体激发与稳定性 

 14

在极限情况 zω ω⊥� 时，系统是准一维的雪茄形状，方程(2.1.29)的本征值是 

                      2 2 ( 3) / 4z k kω ω= + ，                          (2.1.34) 

k 是整数。在另一极限情况 zω ω⊥� ，系统成圆盘形，激发频谱是 

                    2 2 24 4 2
3 3r r rn n m n mω ω⊥

⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

，                    (2.1.35) 

rn 径向节点数，m 是角动量在 z 轴方向分量的量子数。 

•   三维各向异性简谐势 2 2 2 2 2 2( , , ) (1/ 2 )( )x y zV x y z m x y zω ω ω= + + 情况下
[7]
，密度涨落

具有形式为 2 2 2ax by czδρ = + + 的解所对应的本征频率满足方程 

      6 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 23 ( ) 8 ( ) 20 0x y z x y y z z x x y zω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω− + + + + + − = ，  (2.1.36) 

另外有三个密度涨落形式为 xyδρ α= , yzβ , xzγ 的分别对应的频率 2ω = 2 2
x yω ω+ ，

2 2
y zω ω+ , 2 2

z xω ω+ 。  

2.1.4. 单分量Tonks气体的激发 

     对于单分量Tonks系统，满足的涨落方程是(2.1.10)式，现在利用它来计算激发。 

首先无外势的均匀系统 0ρ 是一个常数，其平面波解形式为 ( )e iq r i tωδρ ⋅ −∝ ，代入

(2.1.10)式得到色散关系 

                       
2 2 2 4

2 2 2
02 24

qq
m m
πω ρ= +
h h

,                     (2.1.37) 

从这一关系可以看出，在长波近似下 0 /q mω π ρ� h ，是一个声子谱，声速 0 /s mπ ρ= h

这正是文献[2]中利用Bose-Fermion Mapping求得的结果，而在短波长近似下，激发

谱为 

                       2 2 2
0 0 / mε ε π ρ+� h .                        (2.1.38) 

这是一个自由粒子谱加上附加能量与(2.1.16)式相似。 

当加上简谐囚禁势 2 2( ) / 2xV x m xω= 时，利用Thomas-Fermi近似来处理平衡密度分

布，但这时密度 

                       
[ ]

0 2 2

2 ( )
( )

m V x
x

μ
ρ

π
−

=
h

.                    (2.1.39) 

经过一定的处理后可写成 

                       0 2 2
0 ( ) 1 /Tonksx n x Rρ = − ，                    (2.1.40) 

其中 0 2 /Tonksn N Rπ= ， 2 / xR N mω= h 是原子云线长度的一半。将 0 ( )xρ 代入涨落方

程，并考虑激发引起的密度涨落随时间震荡具有形式 e i tωδρ −∝ ，我们得到
[24]
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2

2 2
2(1 ) 3 ( 1) 0d dy y

dy dy
δρ δρ λ δρ− − + − = ，                (2.1.41) 

其中 /y x R= ， / xλ ω ω= 。利用费米半径处的连续性条件，得出λ必须为整数,即  

                              / x nω ω = .                         (2.1.42) 

   单分量系统在各种位形外势中激发频谱见下表。 

单分量系统在各种位形外势中激发频谱表 

外势位形 激发频谱 
0V =  2 4

2 20 0
24

U qq
m m

ρω = +
h

（平均场区） 

2 2 2 4
2 2 2

02 24
qq

m m
πω ρ= +
h h

（Tonks-Girardeau 区) 

2 2
0( , , ) / 2V x y z m rω=  2 2 2

0 ( 3 2 2 )l n nl nω ω= + + +  
 

2 2( , ) / 2V x y m ρω ρ=  ( )2 2 22 2 2n n m n mρ ρ ρ ρω ω= + + + (2D 平均场) 

2 2( ) / 2zV z m zω=  2 2 ( 1) / 2z l lω ω= + (1D 平均场) 

znω ω= (Tonks-Girardeau 区) 
2 2

2 2

( , , ) / 2

/ 2z

V x y z m r

m z

ω

ω
⊥ ⊥=

+
 

 
 

2 2lω ω⊥=  
2 2 2( 1) zlω ω ω⊥= − +  

2 2 2 4 2 2 43 1( 0) 2 16 16 9
2 2z z zmω ω ω ω ω ω ω⊥ ⊥ ⊥= = + ± − +  

2 21 ( 3)
4 zk kω ω= + (3D 雪茄型 zω ω⊥� ) 

2 2 24 4 2
3 3r r rn n m n mω ω⊥

⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

(3D 圆盘型 zω ω⊥� ) 

2 2 2 2 2 2

( , , ) (1/ 2 )
( )x y z

V x y z m
x y zω ω ω

=

+ +
 

6 4 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 ( )

8 ( ) 20 0
x y z

x y y z z x x y z

ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω

− + +

+ + + − =
 

2 2 2 2 2 2 2,  ,   x y y z z xω ω ω ω ω ω ω= + + +  

2.2. 激发的微观理论 

在前面利用GP方程研究激发的时候，波函数被当成是经典场，在这一部分介绍

Bogoliubov从量子的观点研究激发的方法
[13,22]

。首先是最简单的均匀体系在零温的激

发，然后在有外势情况下的不均匀体系，得到所谓的Bogoliubov方程。从量子的观点，

在前面提到的的哈密顿量和波函数都要变成算符形式， 
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� � � � � � � � �
2 † † † †2 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
UH dr r r V r r r r r r r

m
⎡ ⎤

= − Ψ ∇ Ψ + Ψ Ψ + Ψ Ψ Ψ Ψ⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫
h

  (2.2.1) 

其中 � †
( )rΨ 和 � ( )rΨ 分别表示在空间 r 点的玻色子产生和湮灭算符。 

2.2.1. 均匀系统的激发 

首先考虑无外势的均匀系统，下面我们将会得到与(2.1.13)一致的激发谱。把

(2.2.1)式中的场算符用平面波展开，并写成零动量与非零动量产生或湮灭算符的叠

加 

    �
/

0
( 0)

1( )
ip r

p
p p

er a a
V V

⋅

≠

Ψ = + ∑
h

 , �
/† † †

0
( 0)

1( )
ip r

p
p p

er a a
V V

− ⋅

≠

Ψ = + ∑
h

，       (2.2.2) 

其中 †
pa 和 pa 分别代表在一个态上产生和湮灭一个动量为 p 的玻色子的玻色算符，满

足玻色对易关系，V 是系统的体积。对于凝聚到零动量空间的原子数 0N 很大时，利

用 0 0 0 0 1a N N N= − 和 †
0 0 0 01 1a N N N= + + ，近似地可以把 0a 和 †

0a 用 0N 来代

替。而(2.2.2)式两个等式右边第二项看成是对基态的量子涨落 � ( )rδΨ ，把场算符写

为 

                       � �( ) ( ) ( )r r rδΨ = Ψ + Ψ ，                      (2.2.3) 

( )rΨ 是系统基态波函数，对于均匀体系 0 /N VΨ = ( 0N 是凝聚到基态的粒子数)，

涨落 � ( )rδΨ 为小量。把(2.2.3)式及其共轭代入(2.2.1)式，保留到 �δΨ和 � †
δΨ 平方项，

这样就得到 

    

� � �

� �( ) � � � �

2 † 2 40

† † †3 2 2 20 0

( ) ( )
2 2

2 2 ( ) ( ) 4
2 2

UH dr dr
m

U Udr dr

δ δ

δ δ δ δ δ δ

⎡ ⎤
= − Ψ + Ψ ∇ Ψ + Ψ + Ψ⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎡ ⎤+ Ψ Ψ + Ψ + Ψ Ψ + Ψ + Ψ Ψ⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫

h

. (2.2.4) 

利用涨落算符满足的关系 

            �
/

( 0)
( )

ip r

p
p p

er a
V

δ
⋅

≠

Ψ = ∑
h

 和 � � †
( ) 0dr r drδ δΨ = Ψ =∫ ∫ ,         (2.2.5) 

哈密顿量(2.2.4)式可写成 

   �
2 2

† † † †0 0 0 0
0 0

( 0) ( 0)
( 2 ) ( )

2 2 2p p p p p p p p
p p p p

U N U npH a a U n a a a a a a
V m − −

≠ ≠

= + + + +∑ ∑ ，   (2.2.6) 

0 0 /n N V= 是凝聚到动量为 0p = 的基态的粒子数密度。利用总粒子数算符 

                       � †
0

( 0)
p p

p p
N N a a

≠

= + ∑ ，                       (2.2.7) 
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将(2.2.6)式中的 0N 代换掉，因为考虑的态是对零动量基态小的涨落，我们忽略

†

( 0)
p p

p p

a a
≠
∑ 的平方项，得到 

        �
2 2

† † †0 0 0
0 0

( 0)
( ) ( )

2 2 2p p p p p p
p p

U N U npH U n a a a a a a
V m − −

≠

⎡ ⎤
= + + + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ，      (2.2.8) 

N 是粒子数算符 �N 的平均。只对一半的动量空间求和可以将上式改成对称的形式，

得到 

   �
2 2

† † † †0
0 0 0 0

0( 0)
( )( ) ( )

2 2 p p p p p p p p
p p

U N pH U n a a a a U n a a a a
V m − − − −

> <

⎡ ⎤
= + + + + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑
或

.  (2.2.9) 

下面我们通过把哈密顿量(2.2.9)式对角化来得到激发谱。考察产生和湮灭算符

的运动方程 

                 

�

�

2
†

0 0 0 0

2
†

0 0 0 0

[ , ] ( )
2

[ , ] ( )
2p

p p p p

p p p

pa a H U n a U n a
m
pa a H U n a U n a
m−

−

− −

= = + +

= = + +

�

�

h

h

i

i

,           (2.2.10) 

这说明可以用 pa 与 †
pa− 以及 pa− 与 †

pa 构成新的产生和湮灭算符，设新算符为 pα 和 pα−

及它们的轭密共轭，做正则变换 

                    †
p p p p pu a v aα −= +  , †

p p p p pu a v aα− −= +                (2.2.11) 

变换系数 pu 和 pv 设为实数。正则变换的要求是保证所有的对易关系形式上不变，这

是检验变换的一个重要物理条件，要求新算符同样满足玻色对易关系 

                          ' '
†

,
[ , ]p p p p
α α δ= .                         (2.2.12) 

这样一来要求系数 pu 和 pv 必须满足 

                          2 2 1p pu v− = .                            (2.2.13) 

将(2.2.11)式的逆变换代入(2.2.9)式，得到 

        

�
2

† † 2 20
0 0

0( 0)

† † 2 2
0 0

0( 0)

2
0 0

0( 0)

( ) 2 ( )
2

( ) ( ) 2

(2 2 )

p p p p p p p p p
p p

p p p p p p p p p
p p

p p p p
p p

U NH u v U n u v
V

u v U n u v

v U n u v

α α α α ζ

α α α α ζ

ζ

− −
> <

− −
> <

> <

⎡ ⎤= + + − +⎣ ⎦

⎡ ⎤+ + + −⎣ ⎦

+ −

∑

∑

∑

或

或

或

,   (2.2.14) 

其中 0
0 0p p U nζ ε= + ， 0 2 / 2p p mε = 。要使上式是对角化的，要求式中含 † †

p pα α− + p pα α−
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项的系数为零，得到等式 

                      2 2
0 02 ( )p p p p pu v U n u vζ = + .                     (2.2.15) 

利用(2.2.13)和(2.2.15)式得到 

                      2 1 ( 1)
2

p
p

p

u
ζ
ε

= +  和 2 1 ( 1)
2

p
p

p

v
ζ
ε

= −                  (2.2.16) 

其中 0 2 0
0 0( ) 2p p pU nε ε ε= + 。(2.2.9)式对角化后的形式为 

            �
2

† 00
0 0

( 0) ( 0)

1 ( )
2 2p p p p p

p p p p

U NH U n
V

ε α α ε ε
≠ ≠

= + − + −∑ ∑ .          (2.2.17) 

激发谱 0 2 0
0 0( ) 2p p pU nε ε ε= + 与前面用流体力学理论得到的结果完全一致。 

2.2.2 存在外势情况下的系统激发 

    在这一小节介绍系统存在有外势的激发。我们不直接从哈密顿量出发，因为系统

粒子数是不变的，所以选算符 � � �K H Nμ= − 更为方便。同(2.1.1)节中类似，将场算

符(2.2.3)式及其共轭代入 �K 中并保留到涨落算符的二阶，得到 

    

� � �

� � � �

�( ) �( )

2† †22
0 0 0

2 2†2 *20

( ) 2
2

2

K H N

E N dr V r U
m

U

μ

μ δ δ μ δ δ

δ δ

= −

⎛ ⎞⎡ ⎤= − + − Ψ ∇ Ψ + + Ψ − Ψ Ψ⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠
⎧ ⎫

+ Ψ Ψ +Ψ Ψ⎨ ⎬
⎩ ⎭

∫
h

    (2.2.18) 

其中 0E 是凝聚部分的能量。利用海森堡方程得到 

     

�
� �

�
� �

2 †2 2
0 0 0 0

† 2 †2 *2
0 0 0 0

( ) 2 ( ) ( )
2

( ) 2 ( ) ( )
2

i V r n r U n r U
t m

i V r n r U n r U
t m

δ μ δ δ

δ μ δ δ

⎡ ⎤∂ Ψ
= − ∇ + + − Ψ − Ψ Ψ⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

⎡ ⎤∂ Ψ
− = − ∇ + + − Ψ − Ψ Ψ⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

h
h

h
h

，    (2.2.19) 

这里基态波函数 ( )rΨ 可以取为实数，于是密度 2 * 2
0 ( ) ( ) ( )n r r r= Ψ = Ψ 。做变换 

                 � / /† *( , ) ( ) ( )i ii t i t
i i i i

i
r t u r e r eε εδ α α ν−⎡ ⎤Ψ = −⎣ ⎦∑ h h ，           (2.2.20) 

其中 †
iα 和 iα 是在激发态 i 上玻色子的产生和湮灭算符，满足玻色对易关系。将

(2.2.20)代入式(2.2.19)得到 ( )iu r 和 ( )i rν 满足的方程组 
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2
2

0 0 0 0

2
2

0 0 0 0

( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

i i i i

i i i i

V r n r U u r n r U r u r
m

V r n r U r n r U u r r
m

μ ν ε

μ ν εν

⎡ ⎤
− ∇ + + − − =⎢ ⎥
⎣ ⎦
⎡ ⎤
− ∇ + + − − = −⎢ ⎥
⎣ ⎦

h

h
.     (2.2.21) 

这就是Bogoliubov方程，这里 ( )iu r 和 ( )i rν 满足一定意义下的正交归一化条件 

                  * *
,( ) ( ) ( ) ( )i j j i i jdr u r u r r rν ν δ⎡ ⎤− =⎣ ⎦∫ .                  (2.2.22) 

将(2.2.20)式代入(2.2.18)式，算符K 被对角化为 

                     

� †
0

2

0 ( )

i i i
i

i
i

K C

C r dr

ε α α

ε ν

= +

= −

∑

∑ ∫
                          (2.2.23) 

其中 iε 就是激发能量。 

 
     图-2.3. 系统在轴对称势情况下最低的三个激发与凝聚体原子数目的变化关系

[25]
. 

以上关于集体激发的微观理论具有一般性，但只有在某些极限情况下才能得到

解析结果。在这一章第一节所介绍的激发的流体力学理论只有当相互作用足够强而

使得Thomas-Fermi近似能适用时才是有效的，这要求 / 1N a a � ，这里 N 是凝聚体

原子数， a 是散射长度， a 是系统尺寸(在三维各向异性简谐势中， a 为简谐势各方

向频率的几何平均频率 hoω 对应的特征长度 1/ 2( / )hoa mω= h )。图-2.3表示的是系统在

轴对称囚禁势下激发频谱与凝聚体原子数目的关系。实线是用数值方法解(2.2.21)

式的结果
[25]
，而虚线是Thomas-Fermi近似下用流体力学理论方法得到的结果

[6]
，黑点

是JILA实验小组的实验数据
[9]
。从图中可以看出，当凝聚体中原子数目足够多而使条

件 / 1N a a � 得以满足时，激发的流体力学理论是与实验结果相符的，而当原子数目

较少时则与实验不符。
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第三章 两分量玻色系统的激发与稳定性 

在继单组分玻色原子系统的 BEC 实现以后，实验上又制备出了两分量的玻色凝

聚体，对处于不同的两个超精细态上的
87
Rb 原子混合的两分量凝聚体两相的相对相

位和密度的动力学人们已经进行了研究
[26,27]

，两分量凝聚体的相分离和集体激发也都

是人们所感兴趣的问题。前面我们已经看到单分量的处于平均场区和 Tonks 区的系

统激发的计算，在这一章我们将利用流体力学描述的方法来计算两分量系统的激发，

并分析系统的稳定性。 

3.1 两分量系统的激发 

3.1.1 平均场区两分量系统的激发 

利用与处理单分量系统相同的办法可以写出两分量GP方程(1.3.18)式的流体力

学方程，进而得到两组耦合的涨落方程 

               

0

2

0
0 0

( )

( )
4

i
i i

i

i i
i ii i ij j

i i i

t m

U U
t m

δρ ρ δθ

δθ δρρ δρ δρ
ρ ρ

∂
= − ∇ ⋅ ∇

∂

∂
= ∇ ∇ − −

∂

h

h
h

.             (3.1.1) 

其中 i, j=1,2 且 i≠j。下面利用涨落方程组(3.1.1)式计算两分量的激发谱。 

•  先看均匀系统，同样密度涨落具有行波解 ( )i qx t
i e ωδρ −∝ ，代入(3.1.1)式经过计算

得到两分量均匀系统的激发谱是
[12]
 

         2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 10 20 10 20 12

1 1 16
2 2

Uω ε ε ε ε ε ε ρ ρ± = + ± − +h（ ） （ ） （ ）  ,         (3.1.2) 

其中 2 2
0 0 02i ii i i iUε ρ ε ε= + ， 2 2

0 / 2i iq mε = h 是自由粒子能量， iε 是前面已经提到过的单

分量均匀系统的激发模式。 

•   对于加了外势场的两分量系统的激发，只有在一定特殊情况下才可能有解析解，

否则需要利用数值方法。这里我们介绍三维的两种特殊情况：一种是在各向同性简

谐势场中的两相完全混合没有相边界；另一种是在各向同性简谐势场中的两相完全

分离，存在相边界。前一种情况根据(3.1.1)式，利用长波长近似和 Thomas-Fermi

近似可以得到类似单分量情况下的谱
[28]
 

                     2 1/ 2(2 2 3 )b n nl n lω ω± ±= + + +  ,                       (3.1.3) 

这里 bω ±是与囚禁势场频率和原子间相互作用常数有关的量。第二种情况的激发频率

ω与囚禁势场频率 0ω 满足关系
[29]
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{ }
2 2 2 22

0 1 0 2
2 2 2
0 0 1 2

[ ( 3 / 2) ( / ) ( , )][( / ) ( , ) ](1 )
( 3 / 2)( 1) ( / ) ( , ) ( 3 / 2) ( , )
l l l xs x l xs x l

l l x l s x l s x
ω ω λ ω ω ω ωω κ

ω κ ω ω κλ ω ω
+ + − − −

= −
⎡ ⎤+ − + − + +⎣ ⎦

   (3.1.4) 

其中 1,2 ( , )s xω 是两个超几何函数的比值， 11 22/U Uκ = ， 2 1/λ μ μ= 是两化学势之比，

x 与κ 和λ有关。文献[29]中作者对方程(3.1.4)做了数值处理。 

3.1.2 均匀两分量 Tonks 气体的激发 

根据密度泛函理论，对于一维系统的能量泛函为 

             
2 2

2 2*
2 ( ) ( )

2
dE dx V x

m dx
ε ρ

⎧ ⎫Ψ
= − Ψ + Ψ + Ψ⎨ ⎬

⎩ ⎭
∫

h
，             （3.1.5） 

( )ε ρ 是系统无外势情况下的单粒子能量，
2ρ = Ψ 代表密度。对于两分量的单原子质

量分别为 1m 和 2m 的系统能量泛函为
[30] 

  

}

2 22 2
2 2* *1 2

1 2 1 2 1 1 2 22 2
1 2

2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 2 1

( , ) ( ) ( )
2 2

( ) ( ) ( ) ( )

d dE dx V x V x
m dx m dx

ε ρ ε ρ ε ρ ε ρ

⎧ Ψ Ψ
Ψ Ψ = − Ψ − Ψ + Ψ + Ψ⎨

⎩

+ Ψ + Ψ + Ψ + Ψ

∫
h h

  （3.1.6） 

利用关系 

                          *( , )t i
i

Ei r t δ
δ

∂ Ψ =
Ψ

h                         （3.1.7） 

和 Tonks 气体对应的 ( )ε ρ 所满足的关系 

                             
2 2

2( )
6m
πε ρ ρ=
h

，                              （3.1.8） 

我们可以得到两分量 Tonks 气体满足的含时耦合方程为  

   
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
2

2( )
2 2 2 3 2 3t i i i i j j i

i i i j

di V x
m dx m m m

π π πρ ρ ρ ρ
⎧ ⎫⎪ ⎪∂ Ψ = − + + + + Ψ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

h h h h
h ，   （3.1.9） 

其中i, j=1,2且 i≠j分别标志两种原子的质量 im ，所受到的外势Vi和密度
2

i iρ = Ψ .

与平均场区两分量系统的耦合方程相比这里没有出现含相互作用常数的项，而相互

作用能量部分包括了同种和异种原子的贡献。通过引入 

                     ( , )( , ) ( , ) ii x t
i ix t x t e θρΨ = ，                      （3.1.10） 

得到系统的流体力学方程组                                          

          2 2
2 2 2 2

( )

( ) 3 2
22

i
i i

i

i
i i i i i i j j j

ii i

t m

C C C
t mm

ρ ρ θ

θ ρ θ ρ ρ ρ ρ
ρ

∂
= − ∇ ⋅ ∇

∂

∂
= ∇ − ∇ − − −

∂

h

h h
h

，  （3.1.11） 
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这里
2 2

2 3i
i

C
m

π
≡
h

。考虑在基态密度 0iρ 上的涨落 0i i iδρ ρ ρ= − ，和基态相位 0iθ 上的涨

落 0i i iδθ θ θ= − ，对 iδρ 和 iδθ 把方程(3.1.11)线性化，则涨落满足以下方程组 

    

0

2

0 0 0 0 0
0 0

( )

( ) 2 (3 ) 2( )
4

i
i i

i

i i
i i i j i i i j j j

i i i

t m

C C C
t m

δρ ρ δθ

δθ δρρ ρ ρ δρ ρ ρ δρ
ρ ρ

δ μ

∂
= − ∇ ⋅ ∇

∂

∂
= ∇ ⋅ ∇ − + − +

∂

≡ −

h

h
h . （3.1.12） 

对于没有外势的均匀体系 0iρ 是常数，由于系统的平移对称性，上面涨落方程的解具

有平面波形式 ( )i qx t
i e ωδρ −∝ ，带入这一形式的解，方程组(3.1.12)化为 

                        
2 2 2

0
2 2

i i i

i i i i j

m qω δρ ρ δ μ

ε δρ ε δρ δρ

= ∇

= + Δ
,                    （3.1.13） 

这里 

                        

02
0 0 0 0

0

0
0 0 0

0

[ 12 ( ) 4 ( ) ]

4 [ ( ) ( ) ]

j
i i i i i

i

i
i i i j

j

ρ
ε ε ε ε ρ ε ρ

ρ
ρε ε ρ ε ρ
ρ

= + +

Δ = +
,          （3.1.14） 

ε ω= h 是激发能量， 2 2
0 / 2i iq mε = h 是自由粒子能量， 2 2 2 2

0 0 0( ) / 6i i i i im Cε ρ π ρ ρ= =h 见

(3.1.8)式。最后我们得到方程组 

                           
2 2

1 1 1 2
2 2

2 1 2 2

( ) 0

( ) 0

ε ε δρ δρ

δρ ε ε δρ

⎧ − −Δ =⎪
⎨
Δ − − =⎪⎩

.               （3.1.15） 

此方程组有非零解的条件是下列行列式为零 

                           
2 2

1 1
2 2

2 2

det 0
( )

ε ε
ε ε

− −Δ
=

Δ − −
.              （3.1.16） 

这一条件给出色散关系，得到均匀情况下两分量 Tonks 系统的两支激发频谱 

2 2 2
1 2

2 2 2 2 220 10
1 2 10 20 10 20 10 20

10 20

1
2

1 64 ( ) ( ) 2 ( ) ( )
2

ω ε ε

ρ ρε ε ε ε ε ρ ε ρ ε ρ ε ρ
ρ ρ

± = +

⎡ ⎤
± − + + +⎢ ⎥

⎣ ⎦

h（ ） （ ）

（ ）

（3.1.17） 

这与平均场区均匀系统的激发谱(3.1.2)式相似，并且我们注意到当其中一种组分的

密度占明显优势，即 0 0i jρ ρ� 时，根据(3.1.14)式，能谱 2 2 4 2 2 2
0 /i i iq mε π ρ≈ +h  
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4 4 2/ 4 iq mh ，这正好是单分量情况下(2.1.37)式中频率对应的能谱，为单分量均匀

Tonks 气体的激发。对于两分量系统，最近人们又开始关注玻色-费米混合的激发和

系统稳定性
[31,32]

。 

3.2 系统的稳定性条件 

下面我们考虑两类两分量系统的稳定性：一类是处于平均场区的系统，另一类

是一维 Tonks 系统。 

3.2.1 平均场区两分量系统的稳定性 

文献中提到的有三种方法研究两分量系统的稳定性：能量比较方法，激发谱分析，

能量变分方法。 

首先从能量比较的角度分析。对于一个系统来说，在趋向平衡状态的过程中总是

使能量尽可能的降低，从这一观点出发，可以通过对比两个状态的能量来判断哪一

个更稳定
[14]
。对于第一类系统，两组分均匀混合的能量函数是 

                     
2 2

11 1 22 2 1 2
122 2unif

U N U N N NE U
V V V

= + + ，              (3.2.1) 

而两相分离的的能量函数是 

                     
2 2

11 1 22 2 1 2
12

1 22 2separ
U N U N N NE U

V V V
= + + ，             (3.2.2) 

1 2V V V+ = ， 

其中 11U 、 22U 和 12U 分别是同种原子间相互作用常数和不同种原子间相互作用常数；

1V 、 2V 和 V 分别是各分量原子所占体积和系统总体积， 1N 、 2N 分别是各分量原子

数。对于相分离的的情况，力学平衡要求 1 2/ /separ separE V E V∂ ∂ = ∂ ∂ ，这样就得到关系

2 2
11 1 1 22 2 2( / ) ( / )U N V U N V= ，所以 

                 
2 2

11 1 22 2 1 2
11 222 2separ

U N U N N NE U U
V V V

= + + .             (3.2.3) 

若要求均匀的系统稳定，则要求 

                         separ unifE E> .                             (3.2.4) 

比较得出稳定条件是 

                            11 22 12U U U> .                                 (3.2.5) 

这一条件只和原子间的相互作用常数有关。 

     我们再从激发谱来分析，在激发谱(3.1.2)式中，在长波近似 0q → 情况下 
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                         2
0 02i ii i iUε ρ ε� .                           (3.2.6) 

当 11 22 12U U U< 时，频率为ω−的一支激发是负能量，相应频率ω−为虚数，这意味着

在凝聚体上的涨落将随时间按 e 指数增长
[33]
，均匀混合的系统就不再稳定而趋于相

分离，所以从这一角度分析，均匀系统要稳定ω−是实数，需要的条件与(3.2.5)式一

致  

11 22 12U U U> . 

最后我们从能量变分的角度来考虑
[13]
，如果系统在两组分均匀混合时候是稳定的

话，那么系统能量将会随着密度对均匀系统的偏离而增加。这里考虑密度的空间变

化很小，密度曲线足够光滑平坦那么动能项不予以考虑，这样在能量函数中不会出

现密度对空间的导数，而只是密度的函数 

                        ( )1 2( ), ( )E dr r rε ρ ρ= ∫ ,                     (3.2.7) 

其中ε 代表能量密度，它是两个分量密度 1ρ 和 2ρ 的函数。我们考虑能量的变化来自

于两个分量密度的改变 1δρ 和 2δρ ，能量的一阶变分 Eδ 应当为零，因为每一分量粒子

数是守恒的， 

                       ( ) 0idr rδρ =∫   1,2i =  .                         (3.2.8) 
能量二阶变分为 

             
2 2 2

2 2 2
1 2 1 22 2

1 2 1 2

1 ( ) ( ) 2
2

E dr ε ε εδ δρ δρ δρ δρ
ρ ρ ρ ρ
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂ ∂∫ .       (3.2.9) 

稳定的系统能量应该是一个极小值，这要求能量二阶变分是正定的，得出条件 

                      2 2
1/ 0ε ρ∂ ∂ >  或 2 2

2/ 0ε ρ∂ ∂ >                    (3.2.10) 

和 

                         

22 2 2

2 2
1 2 1 2

ε ε ε
ρ ρ ρ ρ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
> ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 .                   (3.2.11) 

对于均匀系统忽略动能项，能量密度为 

                       2 2
1 11 2 22 1 2 12/ 2 / 2U U Uε ρ ρ ρ ρ= + +               (3.2.12) 

代入式(3.2.10)和(3.2.11)得到 

                         11 0U >  或 22 0U >                           (3.2.13) 

和 

11 22 12U U U> . 

这同样与前面结论一致，但是附加了相互作用常数为正数的条件，为排斥相互作用。
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如果 2
12 11 22U U U> 且两组分为吸引相互作用 12 0U < ，系统将会不稳定而塌缩。对于玻

色子与费米子之间存在吸引相互作用的玻色-费米混合物体系的稳定性也有人进行

了研究
[34]
。

 

3.2.2 两分量 Tonks 系统的稳定性 

由于 Tonks 区与平均场区的不同，它们所对应的两分量系统稳定性条件也存在

着差别，这一小结我们研究两分量 Tonks 系统的稳定性条件。 

首先我们利用激发谱(3.1.17)式对系统的稳定性进行分析。对于式(3.1.17)中

的 2
1ε 和

2
2ε , 在长波近似下 q→0，忽略 0iε 的平方项，得到 

           2
1 10 10 20 104 ( )(3 / )ε ε ε ρ ρ ρ+�  , 2

2 20 20 10 204 ( )(3 / )ε ε ε ρ ρ ρ+�      （3.2.14） 

如同在平均场区的分析那样，系统要稳定必须使(3.1.17)式中 2ω− 正定，ω−为实数， 

则要求(3.1.17)式根号式中的值小于 2 2 2
1 1( )ε ε+ ，即要求 

2 2 2 220 10
1 2 10 20 10 20 10 20

10 20

4 64 [ ( ) ( ) 2 ( ) ( )]ρ ρε ε ε ε ε ρ ε ρ ε ρ ε ρ
ρ ρ

> + + .    （3.2.15） 

利用（3.2.14）式，将 2
iε 的表达式代入（3.2.15）式，得到 

  2 220 10 20 10
10 20 10 20 10 20

10 20 10 20

( ) ( )(3 )(3 ) [ ( ) ( ) 2 ( ) ( )]ρ ρ ρ ρε ρ ε ρ ε ρ ε ρ ε ρ ε ρ
ρ ρ ρ ρ

+ + > + + . （3.2.16） 

上式可化为 

                    10 20 10 20 20 10

20 10 20 10 10 20

( ) ( )3 3 8 0
( ) ( )

ρ ρ ε ρ ρ ε ρ ρ
ρ ρ ε ρ ρ ε ρ ρ

+ − − + > .      （3.2.17） 

由
2

10 102
2

20 1 20

( )
( )

m
m

ε ρ ρ
ε ρ ρ

= ，经过计算上式可写成形式 

                         2(3 1/ ) 8 (3 ) 0x xδ δ− + + − > ,               （3.2.18） 

这里 1 2/ 0m mδ ≡ > , 10 20/ 0x ρ ρ≡ > ，不等式（3.2.18）就是两相均匀混合的稳定性

条件。 

    我们再从能量变分的角度来分析。首先，长度为 L的两分量均匀 Tonks 气体系统

的总能量是
 

                 
10 10 20 20 10 20 20 10

3 3 2 2
1 10 2 20 1 10 20 2 10 20

[ ( ) ( ) ( ) ( ) ]

( )
hE L

C C C C L

ε ρ ρ ε ρ ρ ε ρ ρ ε ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ

= + + +

= + + +
.   （3.2.19） 

这里采用 Thomas-Fermi 近似舍掉了系统的动能项，其中前两项是同种原子间相互作

用的贡献，后两项是异种原子间相互作用的贡献。根据变分原理，系统的稳定性条

件要求 
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2 2 2

2
2 2

10 20 10 20

( )E E E
ρ ρ ρ ρ

∂ ∂ ∂
>

∂ ∂ ∂ ∂
h h h  .             （3.2.20） 

得到 

                       2 2
1 2 10 2 1 20 10 20(3 / ) (3 / ) 8 0C C C Cρ ρ ρ ρ− + − + >      （3.2.21） 

简单的计算可以将(3.2.21)式化简为 

2(3 1/ ) 8 (3 ) 0x xδ δ− + + − >  

与(3.2.18)式一致。因此，从两种不同的稳定性分析方法得到了相同的系统稳定性

条件，如图-3.1 所示，其中两条曲线分别为  

                            
4 6 3( 1/ )

3 1/
x

δ δ
δ±

− ± + +
=

−
 .             （3.2.22） 

x± 是以 x 为变量的方程 2(3 1/ ) 8 (3 ) 0x xδ δ− + + − = 的两个根。 

 

图-3.1 系统稳定区域图. 图中阴影部分为稳定区域. 最左边虚线  

是曲线 x− ,范围在 0 1 / 3δ< < ；右边实线是曲线 x+ .范围在 3δ >  

从稳定区域图-3.1 中可以看出，稳定性与两组分的密度比(粒子数比)、单原子

质量比都有关系。在质量比为0 1/ 3δ< < 区域，密度比 x 满足 x x−< ，即图中 x− 曲线

下方的阴影部分就是系统稳定区；而在质量比1/ 3 3δ< < 区域，可以看出对于任意的

密度比系统总是稳定的；当质量比达到 3δ > 时，密度比 x 又必须满足 x x+> ，即图中

在 x+ 曲线上方的部分是系统稳定区。图-3.1 中阴影部分给出了整个稳定区域分布。 

我们看到两分量 Tonks 气体在大部分参数区域可以均匀混合，而相分离只出现在质



第三章 均匀两分量 Tonks 气体的激发与两分量系统的稳定性 

 27

量相差三倍以上的原子混合物中。从以上的分析可以看出两分量的 Tonks 气体与平

均场区的两分量系统稳定性条件明显不同，后者的稳定性条件是 2
11 22 12U U U> ，只与

原子间相互作用常数有关系，而与两组分的密度比(粒子数比)和单原子质量比没有

任何关系。 
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结  论 

 

通过以上的介绍，我们知道 Tonks 气体有着和无相互作用费米子很多相同之处，

比如能谱，热力学性质，密度分布。区别在于动量分布是很不相同的，零温时候的

费米子动量均匀分布在费米球内，但是 Tonks 气体的动量分布并不是均匀的，动量

较大的分布程 4p−∝ 衰减，犹如拖着长长的尾巴，而在小动量区域的分布又正比于

1/ p ，动量越小的，分布密度越大。 

对于激发的计算，在 Thomas-Fermi 近似适用的条件下，我们看到流体力学解法

是一套很好的方法，利用它可以很方便地算出激发频谱，而微观理论则更深入物理

本质去解释物理现象。 

我们利用激发的流体力学理论求解了均匀两分量 Tonks 气体的激发谱, 得到的

频谱分为两支，类似于平均场区两分量的情况。利用激发谱分析我们得到了系统的

稳定性条件, 通过稳定性分析之后，我们看到两分量 Tonks 系统的稳定性与两个组

分的密度比(粒子数比)、单原子质量比有关，这与平均场区的两分量系统稳定性条

件明显不同，后者的稳定性条件只与原子间相互作用常数有关系，而与两组分的密

度比(粒子数比)和单原子质量比没有任何关系。 
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附  录 

 这里我们将推导含时 GP 方程的流体力学形式及其涨落方程。含时 GP 方程为 

                   
2

22
0

( , ) ( ) ( , ) ( , )
2

r ti V r U r t r t
t m

⎡ ⎤∂Ψ
= − ∇ + + Ψ Ψ⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

h
h          (1) 

波函数写成形式 

                   ( , )( , ) ( , ) i r tr t r t e θρΨ =                                 (2) 

代入(1)，方程左边  

                 i ii i e e
t t t

θ θρ θ ρ
∂∂Ψ ∂

= −
∂ ∂ ∂

h h h                           (3) 

右边的 

             2 2 2 2( ) 2 ii i e θρ θ ρ ρ θ θ ρ⎡ ⎤−∇ Ψ = −∇ + ∇ − ∇ − ∇ ⋅∇⎣ ⎦          (4) 

             ( ) ( )2
0 0

iV U V U e θρ ρ+ Ψ Ψ = +                             (5) 

由左右两边的实部虚部分别相等，得到 

               2( 2 )
2t m

ρ
ρ θ θ ρ

∂
= − ∇ + ∇ ⋅∇

∂
h

                         (6) 
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(6)式两边同时乘以2 ρ 可变形为 
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上式也就是 

                   ( )
t m
ρ ρ θ∂
= − ∇⋅ ∇

∂
h

                                  (8) 

因此我们得到含时 GP 方程所的流体力学形式为 

                  2 2
2 2

0
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ρ ρ θ

θ ρ θ ρ
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∂
= − ∇⋅ ∇

∂
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∂
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                (9) 

引入涨落 0δρ ρ ρ= − 和 0δθ θ θ= − ，这里 ρ 、 0ρ 和θ 、 0θ 都是满足方程组(9)的。下

面我们将分别由 0ρ 、δρ和 0θ 、δθ 表达的 ρ  和θ 代入(9)式来推导涨落所满足的方
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程，推导过程中我们只保留到δρ和δθ 的一次项。首先代入(9)式中第一个方程得 
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由于 0ρ 和 0θ 满足(9)式，所以由上式得到 

                     0 0( )
t m
δρ ρ δθ δρ θ∂

= − ∇⋅ ∇ + ∇
∂
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再看(9)式的第二个方程， 
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先看(11)式中右边第一项 

2 2 1/ 2
0 0 01/ 2

0 0 0

2
0

0 00

2 2 2
0 0 03/ 2

0 00 0

1 1 (1 / )
(1 / )

1 1 1(1 ) (1 )
2 2

1 1 1
2

ρ δρ ρ δρ ρ
ρ δρ ρ δρ ρ

δρ δρρ
ρ ρρ

δρ δρρ ρ ρ
ρ ρρ ρ

⎡ ⎤∇ + = ∇ +⎣ ⎦+ +

⎡ ⎤
− ∇ +⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞
∇ + ∇ − ∇⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

�

�

 

2 2 2 2
0 0 0 0 03/ 2

0 0 0 00 0

2 2
0 0

0 00 0

2 2
0 0 0 0

0 0 00 0

2
0 0

0 00

1 1 1 2
2

1 1 2
2

1 1 1
2

1 1
2

δρ δρ δρ δρρ ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ ρρ ρ

δρ δρρ ρ
ρ ρρ ρ

δρ δρρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρρ ρ

δρρ ρ
ρ ρρ

⎡ ⎤⎛ ⎞
= ∇ + ∇ + ∇ + ∇ ⋅∇ − ∇⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞

= ∇ + ∇ ⋅∇ +∇⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞

= ∇ + ∇ ⋅∇ + ∇⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞

= ∇ + ∇ ∇⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

上面的推导过程中利用了公式 1/ 2 1(1 ) 1
2

x x±+ ≈ ± (当 x 为小量时)。把上式代入(11)得  
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同样根据 0ρ 和 0θ 满足(9)式，从上面式子得到 
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因此我们得到涨落满足的一般方程 

                
0 0

2 2

0 0 0
0 0

( )

( )
4

t m

U
t m m

δρ ρ δθ δρ θ

δθ δρρ θ δθ δρ
ρ ρ

∂
= − ∇ ⋅ ∇ + ∇

∂
∂

= ∇ ∇ − ∇ ⋅∇ −
∂

h

h h
h

             (13) 

对于静态的系统 0θ 不是空间的函数，涨落满足方程 
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