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摘  要 

 

本文基于 F=1 的偶极旋量凝聚体的模型，通过分析无外场和有外场

情形下由偶极相互作用参数和自旋交换相互作用参数组成的基态相图，

重点考虑加外磁场时的基态结构，并将此偶极凝聚体模型与熟知的单轴

各项异性铁磁模型对应起来。对应不同的基态相区域，外加纵场时，利

用自旋相干态路径积分方法计算得出基态能和有效磁矩随外磁场发生

振荡；外加横场时，利用有效势方法和周期瞬子方法得到了基态能级劈

裂。对于不同的凝聚体，文中给出了相应物理量的估算. 

 

关键词 偶极旋量凝聚体;自旋相干态路径积分;有效势方法;周期瞬子 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

ABSTRACT 

 
We study the macroscopic quantum tunneling of the ground state of the 

F=1 spinor condensate with dipole-dipole interaction under external 
magnetic fields. In different areas , using the spin coherent states path 
integrals method, we show that the ground state energy and the effective 
magnetic moment of the system exhibit an interesting macroscopic quantum 
oscillation (MQO) phenomenon. Tunneling between two degenerate minima 
are analyzed by means of an effective potential method and periodic 
instanton method. 

  
 
KEYWORDS: dipolar interaction of spinor condensate；ground state 
structure；spin coherent path integral；the effective potential method； 
periodic instanton method  

 



引  言 

引  言 

 

1924年玻色和爱因斯坦在理论上预言了玻色-爱因斯坦凝聚现象（BEC），即原子

的温度足够低时，无相互作用的玻色子会在最低能量量子态上凝聚，达到可观的数

量。根据量子力学中的德布罗意关系， /h pλ = 粒子的运动速度越慢(温度越低)，其

物质波的波长就越长，当温度足够低时，原子的德布罗意波长与原子之间的距离在

同一量级上，此时，物质波之间通过相互作用而达到完全相同的状态，其性质由一

个单原子的波函数即可描述。当温度为绝对零度时，热运动现象就消失，原子处于

理想的玻色-爱因斯坦凝聚态。 

由于实验条件的苛刻，直到1995年美国科罗拉多大学JILA实验室的Wireman 和

Cornell 小组在铷（87 Rb）原子蒸气中第一次直接观测到了BEC[1]。由于气态原子

BEC属于弱相互作用玻色气体，相互作用在理论上较容易处理，可以和实验结果进行

对比，应此这个领域经历了爆发式的发展。 

最初实验上都是利用强的磁场来囚禁BEC系统，由于原子的自旋取向绝热地跟从

于强磁场，磁阱仅能捕获和控制处于一种超精细磁子能态的原子。因此，在这些磁

阱囚禁实验中原子的自旋自由度被“冻结”了。1998年美国麻省理工的MIT小组首次

成功采用由一束红外激光形成的光偶极势阱产生了玻色-爱因斯坦凝聚体[2]。光阱

及光格子能同时捕获和控制处于所有超精细磁子能态的原子（对于他们实验中F =1

的 原子， 23Na mf  =1，0，-1）。这些具有多种超精细磁子能态的原子同时实现玻

色-爱因斯坦凝聚，即产生的是旋量玻色-爱因斯坦凝聚体。实验[2-5]和理论[6-8]

方面都引起了人们的极大关注。 

这种凝聚体是由多种超精细磁子能态的原子组成，具有内禀自由度，因而展现

出丰富的物理内涵，例如自旋畴和自旋纹理[3-5，7]。当光格子势阱足够深时，各

个格点上的旋量玻色-爱因斯坦凝聚体便失去了相位相干性，而通过磁和光诱导的偶

极-偶极相互作用耦合在一起。格点间的这些偶极-偶极相互作用可引起铁磁相变而

导致凝聚体序列的宏观磁化[9,10]和自旋波激发[11,12]。 

2005年实验上实现了 原子玻色-爱因斯坦凝聚[13]，这是一个重大突破，因

为铬原子( )具有很大的磁距，约6

52Cr
52Cr Bμ （ Bμ 为玻尔磁矩），该凝聚体中的磁偶极-

偶极相互作用达到了碱金属原子凝聚体的36倍。实验上观察到了铬原子( )BEC在52Cr
 1



1F = 偶极旋量 BEC 在外场中的宏观量子隧穿 

膨胀时出现了形变[14]，这是由于磁偶极-偶极相互作用在简并量子气体中的长程性

和磁各向异性导致的。基于以上实验事实，旋量凝聚体中偶极-偶极相互作用已经成

为一种重要的的相互作用，应当加以考虑。 

旋量凝聚体是一个大自旋系统，可以和我们熟悉的磁性体系进行类比。磁性体

系是由大量的自旋组成的，它可以是一个颗粒，也可以是体材料中的一个区域，或

者是一个磁性分子团簇。一个磁性系统的性质可以借助于一些宏观的经典变量来描

述。例如铁磁颗粒中的磁化强度（或磁矩） ( , )M r t 、反铁磁颗粒中的Neel矢量 ( , )L r t 、

磁畴壁的矢径 1 2( , , )R tξ ξ （ 1 2,ξ ξ 是为了描述畴壁曲面而引入的参数）。在低温下，由

于自旋间很强的交换相互作用， ( , )M r t （或 ( , )L r t ）的大小为一常数，只有方向可

以变化，而总磁能取决于 ( , )M r t （或 ( , )L r t ）的方向。由于磁晶各向异性或外磁场

的影响，体系常常存在两个或多个能量极小方向（易磁化方向）。于是 ( , )M r t （或

( , )L r t ）的方向可以通过隧穿势垒在这些易磁化方向之间转变。磁性宏观量子效应就

是指 , ,M L R 的量子隧穿或相干行为。 

本文的结构安排如下：第一章引入偶极旋量凝聚体模型，分析其基态结构；第

二章讨论外加纵场时，运用自旋相干态路径积分办法得出处于A区域中的基态能随外

磁场发生宏观量子振荡，结合试验数据对磁场周期进行了估算；第三章考虑外加横

场时， 处于B区域的基态发生了宏观量子隧穿，运用有效势方法和周期瞬子方法得

出了基态能级劈裂，结合相关试验数据对能级劈裂大小进行了估算；最后，对本文

做出总结。
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第一章 1F = 偶极旋量 BEC 在外场中的基态相结构 

第一章 F=1 偶极旋量 BEC 在外场中的基态相结构 

旋量凝聚体[2，15]在实验上的快速进展大大推动了凝聚体自旋动力学及其磁性

质的研究。人们已经在实验[2]和理论[16，17]上，对有外场时旋量凝聚体的各种性

质做了一些有意义的探索。其中，自旋交换相互作用是主要的相互作用，由于其它

的相互作用远小于交换相互作用，通常都被忽略了。 

自从自旋这一自由度在光格子势中被释放出来后，来源于内禀的磁偶极-偶极相

互作用或场诱导的磁偶极矩[18，19]就应当加以考虑。最初人们只考虑在不同格点

间的偶极偶合，在格点内为交换相互作用。偶极-偶极相互作用具有长程性和矢量性，

这使得偶极旋量凝聚体引起了更多的关注，例如：对量子系统在单势阱[20]或势阱

较深的光格中[9-11]的基态结构和自旋动力学的讨论。 

2005年的几个实验突破[13]已经表明，偶极-偶极相互作用不能被忽略了。下面

引入F=1偶极旋量凝聚体模型[21]，并对其基态进行分析。 

1.1 有偶极相互作用的 F=1 旋量凝聚体模型 

    考虑零温时，束缚在一个轴对称势中的自旋 1=F 的偶极旋量凝聚体模型[21]，

一般选择对称轴沿着量子化轴方向 。在此模型中，主要考虑两种相互作用项，一

种是短程碰撞相互作用，另一种是长程磁偶极相互作用。当外加磁场为

ẑ

B 时，该系

统的哈密顿量二次量子化后的形式为： 

)]'(ˆ)(ˆ))()('(ˆ)(ˆ3

)'(ˆ)(ˆ)'(ˆ)(ˆ[
|'|
'

2

)(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ
2

)(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ
2

)(ˆ])
2

)[((ˆ

3

2

0

2

rreFeFrr

rrFFrr
rr

rr

rrFFrrr

rrrrr

rFBrr

γβδγαβδα

γβδγαβδα

γβδγαβδα

βαβα

βαβαβα

ψψψψ

ψψψψ

ψψψψ

ψψψψ

ψμδψ

⋅⋅−

⋅
−

+

⋅+

+

⋅−+−=

++

++

++

++

+

∫ ∫

∫

∫

∫

ddc

dc

d
c

gV
M

dH

d

Bext
h

                  （1-1） 

其中： )1,0)((ˆ ±=αψα r 是场湮灭算符,表示湮灭一个自旋 F=1 中 Fm α= 分量的算符，

M 是原子质量,束缚势 与自旋无关。碰撞相互作用参数extV 2
0 0 24 ( 2 ) / 3c a a Mπ= +h
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和 分别代表粒子密度-密度相互作用和自旋-自旋相互作用，

( 或 2)是总自旋为 通道中的 波散射长度，

2
2 2 04 ( ) / 3c a aπ= −h M

fa 0=f f s 2 2
0 / 4d Bc gμ μ= π 是偶极相互

作用参数（ 是朗德因子），g |'|/)'( rrrre −−= 是单位矢量，外场 空间均匀。 B

    为了简化上述哈密顿量(1)，基于 2 0| | , |dc c c c2 |<< << 条件，可以采用单模近似

(SMA)[20，22]: αα φψ â)()(ˆ rr ≈ ，其中 )(rφ 是不依赖于自旋的空间波函数， 是表

示湮灭一个

αâ

α=Fm 分量的湮灭算符，去掉常数项后，得到一个简化的哈密顿量[21]
 

LBL ⋅−++−= Bzdd gnLcccH μ)ˆˆ('3ˆ)''( 0
22

2                       （1-2） 

其中 是总的多体角动量算符， 是βαβα aFaL ˆˆˆ += aan ˆˆˆ 00
+= 0=Fm 原子的粒子数算符，

新参量 , 变成： '
2c '

dc

' 4
2 2( / 2) | ( ) |c c d φ= ∫ r r ， ' 2 2 2( / 4) ' | ( ) | | ( ') | (1 3cos ) / | ' |d d ec c d d φ φ θ= − 3−∫∫ r r r r r r ， 

其中 eθ 是方向为 )'( rr − 的极化角。 

对(2)式两边除以 后，得到了一个无量纲的哈密顿量： || '
2c

2 2
0

ˆ ˆ ˆ( 1 ) 3 ( ) 'zH c c L n= ± − + + − ⋅L B L

|

0

                              （1-3） 

其中 分别代表当 和 的情况，新参量 表征了偶极相互作用相

对于自旋交换相互作用的强度，此时无量纲磁场 。 

± 02 >c 02 <c ' '
2/ | |dc c c=

'
2' / |Bg cμ=B B

1.2 在外场中的基态结构 

考虑F=1偶极旋量凝聚体的基态结构，首先是无外场[21]时对基态结构的描述：

在没有外场时,采用单模近似（SMA）后系统的哈密顿量为： 

2 2
2

ˆ ˆ ˆ( ' ' ) 3 ' ( )tot sp dd d d zH H H c c c L n= + = − + +L                      （1-4） 

利用角动量算符的性质，定义多体角动量算符 2L̂ 和 的共同本征态为 ，本征

值分别为 和 。 的取值范围：

zL̂ >ml,|
2)1( h+ll hm m 0, 1, ,m l= ± ±K N

= K

。当 为偶数时，

；N 为奇数时，0, 2, 4, ,l N 1,3, ,l N= K 。对于 l N= 的大自旋系统，由于 项中

有1/ 的因子，对于基态的贡献远小于哈密顿量 中的其它项，可以忽略，即得

到新的哈密顿量 ；但对于

0n

N totH
2

0 2
ˆ( ' ' ) 3 'd dH c c c L= − +L 2ˆ

z 0l = 的情况， 项将非常重要，

此时真正的基态会很明显地偏离

0n

0,0 （ 0c ≠ ）。 基态可由 参数平面图来

说明，如图 1所示： 

0H ''
2 dcc −
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第一章 1F = 偶极旋量 BEC 在外场中的基态相结构 

 

 

图 1 无外场时基态量子相图 

对 于 哈 密 顿 量 ： ， 在 其 本 征 态 下 ，2
0 2

ˆ( ' ' ) 3 'd dH c c c L= − +L 2ˆ
z >ml,|

2ˆ ˆ, ( 1) ,       , ,zl m l l l m L l m m l m= + =L              （1-5） 

分析可得：在区域 A ( )，其基态为'
2

'' ,0 ccc dd >> >= 0,| NG ；在区域 B 

( )，其基态为' ' '
20, / 2d dc c c< < − >±= NNG ,| ，代表所有的粒子占据 或1=Fm 1−=Fm

态。在这两个区域，由于 项有0n̂
N
1
的因子而远小于其它项，故可以忽略不计。在

区域 C，此时 项不能被忽略了，其基态为0n̂ | , 0ll
G g l= >∑  其系数 与 c 有关，

它是当

lg
ˆ

zL =0 时的不同角动量态的迭加态。 

考虑有外场情况下，此时的系统哈密顿 2 2
2 0

ˆ ˆ ˆ( ' ' ) 3 ' ( )d d z BH c c c L n gμ= − + + −L B ⋅L，

其和无外场时的哈密顿量 相比，多一个totH Bgμ− ⋅B L 项，它是一个常数项，不会改

变基态量子相图的区域分布。此时系统的基态在 参数平面上也分成三个相同

的区域 A，B，C。如图二所示： 

''
2 dcc −

2

'c

: , 0A N  

'
dc  

' '
2 0dc c− =

' '
2 2 0dc c+ =

: ,B N N±

0,0

0,0
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1F = 偶极旋量 BEC 在外场中的宏观量子隧穿 

2

'c  

: ,A N m  

' '
2 dc c=

' '
2 2 0dc c+ =

0: ,l
l

C g l m∑

: ,B N N

'
dc  

 

图 2 有外场时基态量子相图 

先考虑给系统加一个纵向场，即沿着 z 轴( 0=θ )方向。哈密顿量为：

                      （1-6） 2 2
2 0

ˆ ˆ ˆ( ' ' ) 3 ' ( )d d z BH c c c L n g BLμ= − + + −L z

dd >>在区域 A  ( c )，在本征态 | 下，（6）可对角化，其基态是

，m 的取值线性的依赖于外场强度。此时的系统模型可对应于 x-y 平面

为易磁化平面的铁磁易平面各向异性模型；在区域 B ( )，外场的

出现消除了两重简并,使得原子达到完全极化态

'
2

'' ,0 cc >ml,

>= mNG ,|
' ' '

20, / 2d dc c c< < −

>= NNG 。在区域 A 和 B 中，由

于 项有1/ 的因子而远小于其它项，可忽略。在区域 C，n 项不可忽略，其基态

，其中 随外场增强而增加。 

,|

x

0n̂ N 0ˆ

∑ ≥
>=

0
0,|

ml l mlgG 0m

    当加横场即外磁场沿 x轴时，哈密顿量为： 

2 2
2 0

ˆ ˆ ˆ( ' ' ) 3 ' ( )d d z BH c c c L n g BLμ= − + + −L                       （1-7） 

在区域 A，系统对应于 X-Y 为易平面的各向异性磁系统，凝聚体的基态完全极化, 为

,0G N= 。在区域 B，基态为 ∑ >=
m m mNgG ，是二重简并的，此种状况将会

出现磁的宏观量子隧穿。在区域 C，台阶状的磁化曲线将会出现，每一个台阶意味

着破坏了一个自旋单态对[23]。 

,|

    下面将上述模型中的两种作为磁隧穿现象加以研究，一种是加纵场时的区域 A，

另一种是加横场时的区域 B。从以上分析可知，偶极旋量凝聚体提供了另一个研究

宏观量子现象的平台。
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第二章 纵场下基态能的宏观量子振荡 

第二章 纵场下基态能的宏观量子振荡 

对于纵场下的区域 A，我们可将此偶极旋量凝聚体模型对应到铁磁各向异性模

型 ， 此 时 横 向 的 X-Y 平 面 对 应 于 易 磁 化 平 面 ， 在 哈 密 顿 量

中去掉不重要的 项和常数项 后，得到有效哈

密顿量：  

2 2
0

ˆ ˆ ˆ( 1 ) 3 ( ) 'zH c c L n= ± − + + − ⋅L B L 0n̂ 2L̂

zzLA LBLcH ˆ'ˆ3 2 −=                                             （2-1） 

其中 ，此模型类似于单轴各向异性铁磁粒子模型[24，25]，其易平面和磁场都

沿着难磁化轴（z轴）。 

0>c

此模型的哈密顿量在 的本征态ˆ
zL m 下即可完全对角化，得到本征值

，其中 。下面我们用自旋相干态路径积

分来求基态能。 

23LAE cm B= − 'm

z

, 1, , 1,m N N N N= − − + −K

2.1 自旋相干态路径积分求解基态能 

对自旋系统有一种可以直接计算初态和末态为相干态的跃迁，这就是自旋相干

态路径积分[27，28]。根据构造相干态的一般步骤，我们首先引入自旋相干态的群

结构，即通常的 SU(2)对易关系： 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ , ] ,       [ , ] 2zS S S S S S± ± + −= ± =                               （2-2） 

SU(2)的 Hilbert 空间是（2S+1）维的，它的基矢是 ,S M ， { , }M S S= − L 。自旋

相干态 n 可以看作从态 ,S S 旋转而得到的量子化轴为n的态， 

ˆ n S n⋅ =n S                                              （2-3） 

如果 (sin cos ,sin cos ,cos )n θ φ θ φ θ= ，定义自旋相干态： 

ˆˆ ˆ ,yx zi Si S i Sn e e e S Sθφ χ−− −=   或  
ˆ ,in e S Sθ− ⋅= m S

           (2-4) 

其中 ( sin ,cos ,0)m φ φ= − ，考虑到此系统的原子数 ，将配分函数表示为一个

自旋相干态路径积分的形式： 

1>>N

∫ −=−= )exp()}({)exp( ELA SnDHTrZ μβ                            （2-5） 
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1F = 偶极旋量 BEC 在外场中的宏观量子隧穿 

其中
1

1

{ ( )} sin / 2
N

k k k
k

D n d d Nμ φ θ θ π
−

=

=∏ 为测度，将配分函数写为初末态跃迁形式：

( ) | exp( 2 ) | ( ) ( ) | (exp( )) | ( )MZ n T i TH n T n T i H n Tε=< − − >=< − − >         （2-6） 

插入自旋相干态超完备基 ( ) 1d n n nμ =∫ 可得： 

1 1

1
1 1

( ) [ | exp( ) | ]
M M

k
k k

Z d n n i H nμ ε
− −

−
= =

⎧ ⎫⎧
= < −⎨ ⎬⎨

⎩ ⎭⎩
∏ ∏∫ k

⎫
> ⎬
⎭

1k

                      （2-7） 

取其中的一个传播子进行计算，即 ： 

1

1 1

| exp( ) | |1 |
| | |

k k k

k k k k

n i H n n i H n
n n i n H n

ε ε
ε

−

− −

< − >=< −
=< > − < >

− >

L g Lμ= − 3 'dK c=

                              （2-8） 

其中：H K （ ），可知2ˆ ˆBz B z 2| ' | LAH c H= ，将此哈密顿量带入可得： 

2
1 1

ˆ| | | | | |k k k z k B k z kn H n K n L n g B n L nμ− −< >= < > − < 1
ˆ

− >                     （2-9） 

利用已知的自旋相干态二阶和一阶项的相关结果，即： 

2 2
1 2

1ˆ| | ( ) cos ( ) ( , ) ( ,
2 2k z k z z

Ln L n L L i g i f 2 )θ δθ θ φ δφ θ φ−< >= − + + +             （2-10） 

其中 2 ( , )zg θ φ ， 2 ( , )zf θ φ 分别为： 

2
1( , ) ( )sin( ) cos( )
2zg iL Lθ φ θ= − θ

2 2 2 2
2

1 1( , ) (cos( ) 1)( cos ( ) sin ( )) ( )sin ( ) cos( )
2 2zf L L L Lθ φ θ θ θ θ= − + + − θ  

2
1

1ˆ| | cos( ) sin( ) ( cos( )(cos( ) 1) sin ( ))
2 2k z k
Ln L n L iL Lθ θ δθ θ θ θ δφ−< >= − + − +    (2-11) 

略去小量δφ，δθ ，把（10）（11）代入（9）得到： 

2
1

1| | ( ( ) cos ( ) ) B cos( )
2 2k k B

Ln H n K L L g Lθ μ θ−< >= − + −  

1| 1 (1 cos( ))k kn n iL θ δφ−< >= − −                                        （2-12） 

将（12）式代入（8）式得到传播子: 

2 2
1

2 2 2

1| exp( ) | 1 (1 cos( )) ( (1 )cos ( ) cos( ))
2 2

                                    exp{ (1 cos( )) [( ) cos ( ) sin ( ) cos( )]}
2

k k B

B

KLn i H n iL i KL g BL
L

KLiL i KL g BL

ε θ δφ ε θ μ θ

θ δφ ε θ θ μ θ

−< − >= − − − − + −

= − − − + −

将上式代入（7）式，则配分函数为： 

 8



第二章 纵场下基态能的宏观量子振荡 

[ ]

[ ]

1 1

1
1 1

1 1
2

11

1
2 2 2

1

( ) | exp( ) |

1( ) exp (1 cos( )) ( ( ) cos ( ) B cos( ))
2 2

( ) exp (1 cos( )) cos ( ) sin ( )
2

M M

k k
k k

M M

B
kk

M

k

Z d n n i H n

KLd n i L KL L g L

KLd n i L KL

μ ε

μ θ δφ ε θ μ θ

μ θ φ θ θ

− −

−
= =

− −

==

−

=

⎧ ⎫⎧ ⎫
= < − >⎨ ⎬⎨ ⎬

⎩ ⎭⎩ ⎭
⎧ ⎫ ⎧ ⎫= − − + − + −⎨ ⎬ ⎨

⎩ ⎭⎩ ⎭
⎧ ⎫

= − − + + −⎨ ⎬
⎩ ⎭

∏ ∏∫

∑∏∫

∏∫ &

⎬

1
2 2 2

1

B cos( )

( ) exp (1 cos( )) cos ( ) sin ( ) B cos( )
2

B

M

B
k

g L dt

KLd n iL KL g L d

μ θ

μ θ φ θ θ μ θ τ
−

=

⎧ ⎫⎡ ⎤
⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭
⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎡ ⎤= − − + + −⎨ ⎬ ⎨ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∫

∏∫ ∫ & ⎬

对照（5）式，得到： 

2 2 2[ (1 cos( )) cos ( ) sin ( ) B cos( )]
2E B

KLS d iL KL g Lτ θ φ θ θ μ θ= − + + −∫ &  

考虑到  1L >>

→ 2

0
[ (1 cos( )) ( 1)cos ( ) B cos( )]E BS d iL KL L g L

β
τ θ φ θ μ θ= − + + −∫

h &            （2-13） 

其中 1/ Bk Tβ = ， 是玻尔兹曼常数，Bk T 是温度。要解得拉式量，将配分函数中的

cos( )θ 积分掉即可： 

{ }

( )

1
2

0
1

2
2

1

20
1

( ) exp [ (1 cos( )) ( 1)cos ( ) B cos( )]
2

B B{ ( 1)[cos cos ]
( 1) 2 ( 1)

( ) exp
2 B

}
4 ( 1)

M
k

B
k

B B
M

k

k
B

dZ L d iL KL L g L

iL g L iL g Ld KL L
KL L KL LdL

iL g L
iL

L L

β

β

φ τ θ φ θ μ θ
π

φ μ φ μτ θ θ
φ
π φ μ

φ

−

=

−

=

′= − − + + −

⎧ ⎫′ ′⎛ ⎞+ +
+ − −⎪ ⎪⎜ ⎟+ +⎪ ⎪⎝ ⎠= −⎨ ⎬

′ +⎪ ⎪
′− +⎪ ⎪+⎩ ⎭

∏∫ ∫

∏∫ ∫

h

h

( )

( )

21

0
1

2

21
1

0
1

(cos )

B
( )exp ( )

2 4 ( 1)

Bexp ( 1)[cos( ) ] (cos )
2 ( 1)

B
( )exp ( )

( 1) 2 4 ( 1)

k

M
Bk

k

B
k

M
M

Bk

k

d

iL g LdL d iL
L L

iL g LKL L d
KL L

iL g LdL d iL
KL L KL L

β

β

θ

φ μφ τ φ
π

φ μβ θ θ

φ μφπ τ φ
β π

−

=

−
−

=

⎧ ⎫′ +⎪ ⎪′= − − ×⎨ ⎬+⎪ ⎪⎩ ⎭
′⎧ ⎫+

− + −⎨ ⎬+⎩ ⎭

+⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

∏∫ ∫

∏∫ ∫

h

h

h

&
&

h

( ) ( )
21 21

0
1

BB( )exp (
( 1) 2 4 ( 1) 2 ( 1) 4 ( 1)

M
M

Bk B

k

L g Ld ig LL d iL
KL L KL L K L KL L

β φ μφ μπ τ φ φ
β π

−
−

=

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎪ ⎪= − − +⎜ ⎟ −⎨ ⎬⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠ +⎪ ⎪⎩ ⎭

∏∫ ∫
h

&
& &

h

拋掉常数项后，我们得到了拉式量： 
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( )2
2

2

B B= (
4 ( 1) 2 ( 1) 4 2

  
2

B B
L ig L giL i L

KL L K L K K
m i

φ μ μφ )φ φ φ

φ φ

− + = + −
+ +

= + Θ

& &
& &l

&
&

&

c

                  （2-14） 

 其中 为有效质量， = (1/ 6effm = 1- B/2 )BL g KLμΘ ，在此系统中角动量 L N= ，即为

粒子数。为了最小化欧拉作用量 ，需要找到在边界条件ES nnn πφβτφ 2)( +=+ 下的

周期瞬子解。 

利用欧拉-拉格朗日方程，我们得到： 

( ) 0 ( ) 0d d m i C
dt dt m

C iφ φ
φ φ φ φ
∂ ∂ ∂ ∂ − Θ

− = ⇒ = = ⇒ + Θ = ⇒ =
∂ ∂ ∂ ∂
l l l l &
& & τ        （2-15） 

设 /x C i m= − Θ ，则 xφ τ= 。 

利用周期边界条件： ( ) ( ) 2n n nφ τ β φ τ π+ = + ，将上面的结果代入，得： 

2 2( ) 2 n
n nx x n x π πτ β τ π φ

β β
+ = + ⇒ = → = τ                             （2-16） 

在此解下，利用以上所求的拉式量 和边界条件下l nφ 的表达式，得出欧拉作用量为： 

22

0 0 0

2 2 2 2
2

02

2 2
2 2

2 2 2 2

E
m m nS d i d i

m n n ni i n S n i n
K

β β βφ π n dπτ φ τ τ
β β

π π πβ π π
β β β

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = + Θ = + Θ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦
⎡ ⎤

= + Θ = + Θ = + Θ⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ ∫ ∫
&

&l

          （2-17） 

其中 。将其代入配分函数的定义式可得到： 2
0 /BS k Tπ= K

)]exp(,[ 03 SzZ
n

n −ΘΘ== ∑
∞

−∞=

π                                       （2-18） 

其中 是随着 v振荡的雅可比 theta 函数。（注：关于雅可比 theta 函数可参

阅附录） 

),(3 qvΘ

利用雅可比 theta 函数的渐近性性质，得到有外场 时的基态能： B

2
2

0 }}{{
2

1
12

)'(ln Θ+−=−=
eff

B mc
BZTkE                             （2-19） 

式中 表示取}}{{x x 的小数部分取最近的整数。此基态能随着Θ的取值不同而发生
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振荡。对于磁矩的影响可由下式得出： 2/ lnB
2/M B k T Z B∂ ∂ = − ∂ ∂ ，在零温时近似表

示为： 

   
2

{ }( ) 1 (1 ( 1) )
6 ' 2

B
B

d

gM g
B c

μ μ Θ∂
≈ + + −

∂
                                  (2-20)              

其中 表示 x 的整数部分取最近的整数，零温时的磁化曲线呈阶梯状，这是由于

有效磁矩的宏观量子振荡引起的，振荡周期依赖于偶极相互作用强度 

}{x

6 ' /d BB c gδ μ= 。 

2.2 振荡周期的估算 

对于不同的凝聚体，我们估算了对应的磁场振荡周期，介绍如下： 

由第一章内容我们知，偶极相互作用参数 2 2
0 / 4d Bc gμ μ= π

-2

， 其中

，玻尔磁子7
0 / 4 10 N Aμ π −= ⋅ 249.274*10 A mBμ

−= ⋅ ，可知 的量纲是 。 dc 4N m⋅

参数： 3

2
22'

|'|
)cos31(

|)'(||)(|'
4 rr

rrrr
−

−
= ∫∫ ed

d dd
c

c
θ

φφ ，运用量纲分析可知 的量纲是

是一个能量单位。 

'dc

N m J⋅ =

    参量 表征了偶极相互作用相对于自旋交换相互作用的强度，其表达

式可写为[21]：  

' '
2/ | |dc c c=

'

'
2 2

2 (
| | 3

d dc cc
c c

)π χ κ
= =                                    （2-21） 

其中 ( )χ κ 是随着凝聚体方向率 单调增长的函数，其取值范围：κ ( ) [ 1,2]χ κ ∈ − ，为

计算方便起见，取 ( ) 1χ κ = 。 

已知 ， 的表达式分别为： 2'c 2  ,   dc c

' 4 22 2 2
2

2 2
2 2 0 0

| ( ) | ( )
2 2 2
4 ( ) / 3        / 4d B

c c cc d d r N

c a a M c g

φ ρ

2

ρ

π μ μ π

= = =

= − =

∫ ∫r r r

h

                      （2-22） 

其中 为凝聚体粒子数，N ρ 为粒子数密度。其中 (fa 0=f 或 2)是总自旋为 通道

中的 波散射长度。 

f

s
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将（22）代入（21）式中，可得 '
3

d
d

cc Nπ ρ= ，进一步可得
6 'd

B

cB
g

δ
μ

= 。 

对应于不同的凝聚体， Bδ 的估算总结为下表： 

注：其中 ， ， 原子凝聚体粒子数，密度数据分别来自[29]，[1]，

[13]。 

Na23 Rb87 Cr52

Cr52 原子凝聚体中偶极相互作用于 ， 凝聚体不同，为：Na23 Rb87

2
0 / 4d mc μ μ= π ， 其中 Bm μμ 6=  

 

三种原子凝聚体各项参数表 

 

\ 粒 子

数  N

密 度

（ ） 3cm−

0a  2a  3
2 ( )c J m⋅  3( )dc J m⋅  ( )dc J′  ( )B Gsδ  

23Na  55 10×  1410  50 Ba  55 Ba  523.19 10−× 541015.2 −×  281012.1 −× 4.1  

Rb87  4102×  12106.2 ×  Ba8.101 Ba4.100 53103.2 −×  541015.2 −×  311017.1 −× 3105.1 −×

Cr52  4105×  1410     521009.3 −×  271062.1 −× 5.10  
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第三章 横场下最小简并能级间的宏观量子隧穿 

第三章 横场下最小简并能级间的宏观量子

隧穿 

 加横场即外场沿 x轴时，讨论系统在区域 B中的行为。去掉常数项后，得到有

效哈密顿量： 

                                                （3-1）  xzTB LBLdH ˆ'ˆ3 2 −−=

其中 ，此模型对应于易轴各向异性铁磁自旋模型，此自旋隧穿模型已经被广

泛的研究。 

|| cd =

为了得到此能级劈裂的解析解，用有效势方法[26]，可将此自旋系统对应到单

粒子系统，用周期瞬子方法得到结果。 

3.1 有效势方法 

有效势方法是乌克兰人V. V. Ulyanov 和 O. B. Zaslavskii首先发展起来的[26]，

用来处理小自旋系统。这种方法基于精确的自旋-坐标对应关系，通过将自旋系统

Hamiltonian 约化为连续变量的微分方程，巧妙地避免了大 S 近似。 

    对应于文中的模型, 其有效哈密顿量由上可知（1）为：  xzTB LBLdH ˆ'ˆ3 2 −−=

根据薛定谔方程： H Eψ ψ= ，对于此自旋系统，可取波函数： ,m
m

C l mψ =∑ ，

其中{ },l m 是一组完备基。将（1）式中的哈式量代入本征方程，得： 

( )2 'ˆ ˆ ˆ3 ,
2z m

m m

BdL L L C l m E C l m+ −
⎡ ⎤− − + =⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ ,m              （3-2） 

其中 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,    x y xL L iL L L iL+ −= + = − y ，利用角动量关系式： 

( )( )ˆ ,L l m l m l m l m± = ± +m 1 , 1±                         （3-3） 

利用（3）式结果，代入（2）式后得： 

  
( )22 3 , ' ( )( 1) ,

       ( )( 1) , 1 0

m mm m

mm

C E dm l m C B l m l m l m

C l m l m l m

+ + − + +

+ + − + − =

∑ ∑
∑

1+
             （3-4） 
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1F = 偶极旋量 BEC 在外场中的宏观量子隧穿 

对（4）式左乘 , 'l m ，在此自旋系统中，角动量 l N= 和粒子数有关，可得： 

2
1 12( 3 ) ' ( )( 1) ' ( )( 1) 0m mE dm C B N m N m C B N m N m C+ −+ + − + + + + − + m =  （3-5） 

引入生成函数： exp( )
( )!( )!

N
m

m N

C mx
N m N m=−

Φ =
− +

∑                     （3-6） 

对（5）式乘以
exp( )

( )!(
mx

N m N m− + )!
因子，并对所有的 求和，得： m

2 1

1

exp( ) exp( )2( 3 ) ' ( )( 1)
( )!( )! ( )!( )!

exp( )      ' ( )( 1) 0
( )!( )!

N N
m m

m N m N

N
m

m N

C mx C mxE dm B N m N m
N m N m N m N m

C mxB N m N m
N m N m

+

=− =−

−

=−

+ + − + +
− + − +

+ + − + =
− +

∑ ∑

∑

2 1

1

exp( ) exp(( 1) )2( 3 ) ' ( 1) exp( )
( )!( )! ( 1)!( 1)!
exp(( 1) )       ' ( 1) exp( ) 0

( 1)!( 1)!

N N
m m

m N m N

N
m

m N

C mx C m xE dm B N m x
N m N m N m N m

C m xB N m x
N m N m

+

=− =−

−

=−

+
→ + + + +

− + − − + +

−
+ − + =

− + + −

∑ ∑

∑

−

    应用前面引入的生成函数（6），得到下面的方程： 

' '3 '' ( ) exp( ) ( ) exp( ) 0
2 2
B BE d N m x N m x→ Φ+ Φ + − Φ + + − Φ =              （3-7） 

利用双曲函数的定义： 

exp( ) exp( ) exp( ) exp( )sinh( ),        cosh( )
2 2

x x x xx x− − + −
= =  

上式变为： 

3 '' 'sinh( ) ' ( ' cosh( )) 0d B x E B N xΦ − Φ + + Φ =                            （3-8） 

定义一个新函数： 
'exp( cosh )

2
B x
α

Ψ = Φ −    (设 3dα = )  

由上式可知：
'exp( cosh )

2
B x
α

Φ = Ψ ，对其求一阶，二阶导数可得： 

' '' 'exp cosh exp cosh sinh( )
2 2 2
B B B 'x x
α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞Φ = Ψ +Ψ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x
α

                    （3-9） 

2

' ''' ''exp cosh 'exp cosh sinh( )
2 2

' ' '        exp cosh sinh( ) cosh( )
2 2 2

B B B 'x x x

B B Bx x x

α α

α α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞Φ = Ψ +Ψ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞+Ψ +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

α
                   （3-10） 
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将上述（9）、（10）表达式代入（8）式得： 

2
2' 1'' sinh ( ) ' cosh( ) 0

4 2
BE x B N xα
α

⎧ ⎫⎛ ⎞Ψ + − + + Ψ =⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

，进一步可写成： 

2 2
2

2

' 1sinh ( ) ' cosh( )
4 2
B x B N x E

x
α

α
⎧ ⎫⎡ ⎤∂⎪ ⎪⎛ ⎞− + − + Ψ =⎨ ⎬⎜ ⎟⎢∂ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

Ψ⎥                    （3-11） 

对应于系统的本征值方程： Ĥ EΨ = Ψ  

对应得到哈密顿量：
2 2

2
2

' 1ˆ ˆ ˆ sinh ( ) ' cosh( )
4 2
BH T U x B N x

x
α

α
⎡ ⎤∂ ⎛ ⎞= + = − + − +⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

这样就将一个自旋问题可约化为一个质量为 1/ 2m α= 的赝粒子在坐标空间中的等

效势场 

2
2' 1( ) sinh ( ) ' cosh( )

4 2
BU x x B N x
α

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

中运动的问题。 

 由（11）式可知：
2

2' 1'' sinh ( ) ' cosh( ) 0
4 2
BE x B N xα
α

⎧ ⎫⎛ ⎞Ψ + − + + Ψ =⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

 

将此式两边同除以 可得： 23dN

2
2

2 2 2 2

' ' 1'' sinh ( ) cosh( ) 0
3 3 4 3 3 2

E B Bx N x
dN dN dN dN
α

α
⎧ ⎫⎛ ⎞Ψ + − + + Ψ =⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩ ⎭         （3-12） 

有前面的已知条件 3dα = ，进一步得到： 

2
2 2

2 2 2 2

' ' 1'' sinh ( ) cosh( ) 0
3 36 3 2

E B BN x N
dN d N dN

− ⎧ ⎫⎛ ⎞Ψ + − + + Ψ =⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

x           （3-13） 

考虑到 ，并设定参数：  ，1N >> 2/ 3E dNκ = '/ 6a B dN= ，可将（13）式化为： 

{ }2 2 2

2 2

'' sinh ( ) cosh( ) 0

'' { ( cosh( ) 1) 1} 0

N a x a x

N a x a

κ

κ

−

−

Ψ + − + Ψ =

→ Ψ +Ψ − − + + =2

−

2−

                            （3-14） 

对于（14）中的势函数 作一下平移调整得到新势函数

，则（14）式可写成： 

2 2( cosh( ) 1) 1U a x a= − −

2( cosh( ) 1)U a x a= −

2 '' ( ) 0N Uψ ψ κ− + − =                                            （3-15） 
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其中参数 描述的是一个无量纲的能量 ， 表示一

个有效势阱，其中。在（15）式中， 可看成是普朗克常数h。当 时势U 为

双势阱。 

κ 2/ 3E dNκ = 22)1cosh( axaU −−=

1−N 1<a

对于 时，两个最小能分别局域在dNB 6'0 ≤≤ )6/'arcsin( dNBr =− 和 −+ −= θπr ，

其中角度 r 是角动量 和 z轴的夹角。当 时，简并将被解除，此时的

系统被外场完全极化，两个最小能将沿着 x轴方向合并。但从量子力学的角度上讲，

由于此简并态间存在有宏观量子隧穿，简并态将会在外场到达 前解除，出现能

级分裂 。 

L̂ dNsatBB 6'' =≥

satB'

0EΔ

0 / exp( / )E Cω πΔ = −h S h                                    （3-16） 

其中 的轨迹是从左势阱的最小值 演化到右势阱的最小值

。

ES )/1(cosh 1 ax −
− −=

)/1(cosh 1 ax −
+ = ω是在粒子在两势阱底部 附近的小振子频率。瞬子轨道的渐进

形式决定了常数C 和

±x

2 /q C ω= h ，对于这样一个势U 可得：

2
2a 1)11ln( a

a
SE −−

−+
= ，加上前置因子得到最后的能级劈裂表达式为： 

2 5/ 4 2
3/ 2 2

0 2 2

24 (1 ) exp[(2 1)1 ]
(1 1 )

N

EN

d a aE N S N
aπ

−
Δ = + −

+ −
a                   （3-17） 

3.2 基态能级劈裂的数值计算 

关于基态能在不同凝聚体中估算，对应于我们的模型：  xzTB LBLdH ˆ'ˆ3 2 −−=

其中： ，取值范围：'/ 6a B dN= ]1,0[∈a  

由（17）得到基态能级劈裂，接下来要计算 

|
'
'|||
2c

ccd d== ， 其中 42'
2 |)(|

2
rr φ∫= dcc （ ） 2

2 2 04 ( ) / 3c a aπ= −h M

为计算方便，在（1）是两边都乘以 ，得到新的基态能级劈裂：  |'| 2c 0'EΔ
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第三章 横场下最小简并能级间的宏观量子隧穿 

( )

2 5/ 4 2
3/ 2 2

0 2 2

2 5/ 4 2
5/ 2 2

2 2

24 | ' | (1 )' exp[(2 1)1 ]
(1 1 )

(1 )       8 exp[(2 1)1 ]
(1 1 )

N
d

EN

N

d EN

c a aE N S N
a

a ac N S N a
a

π

π ρ

−
Δ = + −

+ −

−
= +

+ −

a

−

z

            （3-18） 

单位之间的换算关系： 

331 1.51 10J H= × ，    111 4.49 10Hz K−= ×

对于各类原子凝聚体的基态能级劈裂 0'EΔ 估算见下表： 

 

 ' ( )dc Hz  a N  
0' ( )E HzΔ  

33 54.34 10×  23 Na  51.69 10×  

38 21.14 10×  

27 52.15 10×  87 Rb  21.76 10×  

31 23.13 10×  

35 52.33 10×  52Cr  62.44 10×  

0.6a =  

39 23.15 10×  

 

由（18）式看出中随着粒子数 N的增加，能级劈裂衰减很快。 
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结  论 

 

本文基于零温时 F=1 偶极旋量凝聚体模型，分析了该系统在无外场和有外场两

种情况下的基态量子相图，结合铁磁模型，重点分析了外加纵场和横场时，处于基

态相图不同区域的性质，得到一些有意义的结果。计算结果表明：在加纵场时区域

A内，得出基态能随 振荡（(1 '/ 6 )L B CLΘ = − Θ与总自旋有关），对不同的凝聚体中

磁场振荡周期做出了估算，结果表明 原子凝聚体的周期较 , 8752Cr 23 Na Rb凝聚体

大；加横场时的区域 B内，由于宏观量子隧穿，计算得到基态能级劈裂 ，在不

同的凝聚体中，对有限数量的粒子数做出了估算。

0EΔ
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附录  

 

雅可比 theta 函数的定义： 

2 2
3 ( , ) n n iz q q eυ

+ ∞

− ∞

= ∑ z
 

其展开式为： 

2 4 9
3

1
( , ) 1 2 cos(2 ) 1 2 cos(2 ) 2 cos(4 ) 2 cos(6 )n

n
z q q nz q z q z q zυ

∞

=

= + = + + +∑ L

在文中配分函数可表示成： 

ES
n

n n
Z Z e

∞ ∞
−

= − ∞ = − ∞

= =∑ ∑  

由文中的计算知：
2

0 2ES S n i nπ= + Θ  

)

 

将其代入到上面的配分函数得： 

2 2
0 0

0

( 2 ) 2

3

( )

  ( , )

E S n i n SS n i n

n n n
S

Z e e e e

e

π π

υ π

∞ ∞ ∞
− + Θ −− Θ

= −∞ = −∞ = −∞

−

= = =

= Θ

∑ ∑ ∑
 

雅可比 theta 函数 会随着
0

3 ( , Seυ π −Θ Θ而振荡。 
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