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中文摘要 

中  文  摘  要 

 

    本文首先介绍了描述弱相互作用玻色系统的 Gross-Pitaevskii 方程，

Tonks-Girardeau 气体的物理性质，并介绍了玻色爱因斯坦凝聚体中典型的约瑟夫

森效应。接着我们讨论了四个描述玻色系统的两模模型，以及它们之间的物理关

系，并讨论了含时外势阱中玻色原子的隧穿动力学。利用一维修正的

Gross-Pitaevskii 方程，我们研究了处于 Tonks-Girardeau 气体区的原子在双阱中

的动力学特性，给出了发生约瑟夫森隧穿与宏观量子自俘的判据，并且讨论了

Tonks-Girardeau 气体在含时外阱中的动力学行为，得到了与先前弱相互作用玻色

爱因斯坦凝聚体明显不同的物理结论。 

 

关键词：玻色爱因斯坦凝聚；Tonks-Girardeau 气体；约瑟夫森效应 

  



ABSTRACT 

ABSTRACT 
 

    We first give a brief introduction to the physical properties of cold atoms, 

including the Gross-Pitaevskii equation for dilute bose gases, the strongly 

interacting Tonks-Giradeau gas, and the Josephson effect with Bose-Einstein 

Condensates. Four models describing the two-mode bose condensates are 

examined carefully and we find some exact correspondence between them. 

With a modified scheme for the Gross-Pitaevskii equation in one-dimensional 

system, we study the tunneling dynamics of the Tonks-Girardeau gas in a 

double-well potential. A new criterion on the Josephson-type oscillation and 

macroscopic quantum self-trapping is given. Furthermore we discuss the 

dynamics of the Tonks-Girardeau gas in a potential with a time-dependent 

barrier, moving adiabatically across the trap. Analytical results are compared 

with those for the weakly interacting bose Josephson junction. 

 

 

Key words: Bose-Einstein condensation; Tonks-Girardeau gas; Josephson 

effects. 

 
 
 
 
 
 

 



引言 

引  言 

 

1924年，玻色和爱因斯坦预言：在粒子数守恒的玻色原子系统中，当体系温度

低于临界温度时，宏观数量的玻色原子在系统的基态发生凝聚，并表现出相同的量

子特性，这样粒子的量子特性就以宏观的方式表现出来，即著名的玻色-爱因斯坦凝

聚（BEC）现象
[1，2]

。随着激光制冷与磁光囚禁中性原子技术的发展，1995年美国的

Wieman和Cornell小组在实验上第一次直接观测到BEC[3]
。BEC在实验上具有很强的

可操控性，它很快成为实验和理论物理学家们所欢迎的研究对象，被作为研究各种

量子多体现象的载体。 

在一维玻色原子气体中，使用Feshbach共振技术可以调节原子从强吸引相互作用

区域到Tonks-Girardeau(TG)区域（强排斥相互作用）间的变化。在玻色爱因斯坦凝

聚体中，原子间的相互作用比较弱时可以用平均场近似下的Gross-Pitaevskii(GP)方

程来描述
[4,5]

。当原子气体处于TG区时，由于原子间短程排斥相互作用无穷大，玻色

子被禁止占据空间同一位置。此情形类似于满足泡利不相容的费米子，此区间的玻

色子具有费米子的性质，但这种玻色子同理想费米子的量子行为并不完全一致，对

其行为的描述要用到一维修正GP方程
[6]
。本文第一章介绍了GP方程及TG气体的物理

性质。 

两模模型是一个简单有效的理想物理模型，在研究光晶格势阱时我们先研究束

缚在两个格点间原子的动力学，然后扩展到整个光晶格；双势阱在实验上很容易实

现，通过研究其间原子的动力学行为，我们可以更好的认识凝聚体玻色原子的物理

性质。Smerzi等人研究了双势阱模型中弱相互作用原子气体的动力学行为
[7]
，发现双

阱中原子不但发生约瑟夫森（Josephson）振荡，而且在某些初始条件下还可能出现

宏观量子自俘获现象，即绝大数原子好像被其中一个阱所俘获，原子呈高度的不对

称分布，这是一种由于玻色原子之间的相互作用导致的非线性现象。实验上利用激

光驻波可形成周期性光晶格，束缚在其中的BEC类似于一维约瑟夫森链，可以形成振

荡的原子流
[8]
。Albiez等人在双势阱中也实现了单个约瑟夫森结

[9]
，并观察到原子隧

穿现象和宏观量子自陷俘现象。Giovanazzi等人研究了束缚在简谐磁阱和激光势垒构

成的双阱中的原子气体
[10]
，发现当激光势垒移动速度较小时，势垒两边原子以一种

直流约瑟夫森振荡，当其移动速度大于某一临界值时，发生交流约瑟夫森振荡。2007

年Nature上的一篇实验文章证实了该理论预言
[11]
。本文第二章介绍了四个典型的两模
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模型，并分析了各个模型下原子的动力学行为。 

TG气体是被束缚在一维空间的强相互作用原子气，这种气体表现出一些特别的

物理性质，如概率密度通过Talbot震荡表现出空间聚焦现象等
[12,13]

。本文第三章我们

借助一维修正的GP方程，分别研究了含时和不含时双阱下的TG气体的隧穿动力学行

为，发现TG气体的物理性质既有与弱相互作用凝聚玻色原子气相类似的地方，又有

新的奇特的物理性质。 

本文结构如下：第一章介绍了描述玻色系统的GP方程，TG气体的物理性质，并

介绍了BEC中一个典型的物理现象——玻色约瑟夫森效应。第二章介绍了玻色-哈伯

德、Spekkens-Sipe模型、标准的两模模型及改进的两模模型，并介绍了含时势阱中

的BEC动力学行为。第三章我们研究了TG气体在含时与不含时双势阱中的动力学行

为。最后对本文做出总结。 



第一章 稀薄冷原子气体简介 

第一章   稀薄冷原子气体简介 

BEC 作为一种新的物质形态有其很独特的特点，处于凝聚体中的原子保持一致

的量子行为，原本单个原子难以观察的行为被放大，这就为实验和理论物理学家提

供了一个独一无二的介质。凝聚体中随着原子间相互作用的强度的变化，表现出不

同的物理特性。这一章中我们介绍了描述玻色系统的 GP 方程，强相互作用 TG 气体

的物理性质，并介绍了 BEC 中一个典型的物理现象——玻色约瑟夫森效应。 

1.1 Gross-Pitaevskii方程 

1924年，玻色和爱因斯坦理论预言的玻色-爱因斯坦凝聚现象是：在一定低的温

度下，无相互作用的玻色子会在最低能量量子态上发生凝聚，达到宏观的数量。但

实验上制得的BEC是处于外束缚势阱中有相互作用的原子气体。在此BEC体中，原

子间的相互作用势是原子间距离的复杂函数，很难求得体系的确切解。人们研究发

现，当凝聚原子的数目足够大，且原子间的相互作用的s-波散射长度远小于原子间

平均距离时，可以用平均场近似方法来研究。 

N个相互作用的玻色原子气体系统哈密顿量的二次量子化形式为
[14]
： 

2 2
†

† †

ˆ ˆ( ) ( ) ( )
2

1 ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

 
     

 

        





   

       

= d trapr r V r r
m

drdr r r V r r r r

            (1.1.1) 

其中 和 分别表示为玻色子产生和湮灭算符，描述在†ˆ ( )

r ˆ ( )


r


r 处产生或湮灭一个

粒子，满足玻色子对易关系： 

†ˆ ˆ( ), ( )r r r r       
   

)

ˆ

                      (1.1.2) 

( )trapV r

是外场势， 是两体相互作用势。 (V r r

 

波戈留波夫（Bogoliubov）理论提出将玻色场算符分离成凝聚部分和非凝聚部分

[15]
，即 

ˆ ( ) ( ) ( )    
 
r r


r                            (1.1.3) 

其中： 

ˆ( ) ( )  

r


r                                (1.1.4) 

这里 是场算符的期待值，即为凝聚体序参量，一般被称作凝聚体波函数。( )

r

2
( ) ( ) 
 

n r r ，表示玻色凝聚体中凝聚原子的数密度。 ˆ ( )r

代表非凝聚气各态的玻

色子场算符。当凝聚体的耗散很小时，它是一个小量，我们可以把 看成微扰，ˆ ( )r

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将多体哈密顿量(1.1.1)代入海森堡（Heisenberg）方程，得到场算符 满足的方

程： 

ˆ ( , )r t


2 2
†

ˆ ˆ ˆ( , ) ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ( , )r t( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )
2 trap

i r t H
t

V r r t dr r t V r r r t
m

     
            
 





       
=

)


     (1.1.5) 

在低温低密度下的稀薄原子气，三体碰撞的几率极小，两体碰撞占主要地位，

因此原子间的相互作用可以看作是一个两体散射的过程。在此极限下，只有零轨道

角动量态( )的原子散射（s-波散射）对散射振幅有贡献。其散射势可以用一个

等效的接触势来描述： 

0l 

( ) (V r r g r r   
   

                      (1.1.6) 

其中g为耦合常数，和s-波散射长度 sa 关。有 sa 和作用于原子的磁场有关，可通过

Feshbach共振效应来调节，在一定磁场条件下可正也可负，正代表两体相互作用排斥，

负代表相互吸引
[16，17]

。对于三维系统， 4g  将接触势函数(1.1.6)式代

入海森堡方程(1.1.5)，并用凝聚体波函数 ( , )

2
s /a m [18]

。



r t 代替场算符 ˆ ( , )r t


，得到 ( , )r t 满

程： 




足的方
2 2

2
( , ) ( ) ( , ) ( , )

2

  
        

    trapi r t V r g r t r t
t m

=           (1.1.7) 

这就是著名的Gross-Pitaevskii（GP）方程，1961 年由Gross和Pitaevskii各自独立地推

导出来
[4,5]

。 

从凝聚体的能量泛函出发也可得到GP方程,  
2 2

4
, ( )

2 2
              

  


 
trap

g
E r V r

m
= d              (1.1.8) 

对能量泛函(1.1.8)式进行变分，约束条件是： 
2

( ) 
 

dr r N                            (1.1.9) 

其中N为体系总原子数。引入一个拉氏乘子，要求 0E N   ，显然具有化学

势的物理意义。对 进行变分，得到了关于*( ) r ( ) r 的方程： 
2

22 ( ) ( ) ( ) ( )
2


 
        
 

   
trapV r g r r r

m
            (1.1.10) 

这样得到定态GP方程，其能量本征值是化学势而不是通常Schrödinger方程中的单粒

子能量,凝聚体的基态对应于化学势取最小值的定态。从方程(1.1.10)可以看到：原

子所受到的势除了外势 外，还包括由其它玻色原子产生的非线性有效势( )trapV r

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2
( )


g r 。利用 /( , ) ( )      i tr t r e ，我们可以得到含时GP方程式（1.1.7）。 

这里要说明GP方程适用的条件：首先，原子数目应该足够大；其次要求原子气

体满足稀薄条件，这样才满足散射长度远小于原子间的平均距离，最后温度要足够

低，由于低温可以忽略掉凝聚体的热损耗和量子损耗，这样凝聚体波函数归一化到

原子总数：
2

( ) 
 

dr r N 。 

1.2 Tonks-Girardeau气体 

Lieb和Liniger研究了一维无外势具有碰撞相互作用的玻色子组成的多体系统，即

Lieb-Liniger模型
[19]

。他们发现均匀玻色气体的物理性质由一个无量纲参数

2/mg   来控制，其中m是原子的质量，g是粒子间相互作用强度，  为线密度。

1 

1

时，系统为弱相互作用的玻色原子气，对其描述可以用GP方程平均场理论；

  时，系统为强相互作用的玻色原子气， 趋于无穷大时得到不可穿透玻色子的

Tonks-Girardeau(TG)气体
[20-22]

。 

TG气体是一种被限制在一维的强相互作用玻色原子气。此区域间的玻色子呈短

程的强排斥相互作用，为了减小玻色子内部排斥，玻色子被禁止占据空间同一位置。

此情形类似于满足泡利不相容的费米子，使得玻色子具有费米子的性质，但这种玻

色子并不完全同理想费米子的量子行为一致，例如动量分布。这一物质状态自提出

后已被广泛研究，但仅仅是理论上的研究。直到 2004 年，Bloch组和Weiss组先后在

两组正交驻波形成的二维光学晶格中制备出了超冷铷原子TG气。将超冷铷原子气体

束缚在一个光学点阵中，然后用另一个光学势来增加铷原子的有效质量，从而增加

它们的相互作用能量，将该体系推进到了TG区域，生成TG气体
[23]

。如图-1.1 是玻

色原子一维系统密度分布图。 

 

图-1.1 一维原子分布示意图
[23]

。 

当 1  时，原子空间波函数趋于相同，整体上表现为单粒子行为，具有宏观的

 5
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量子效应。凝聚体中的多个原子是可以放在一起的，它们是可以相互穿透的。而当

1 

TG x

时，即处在 TG 气体区，玻色子费米化，空间波函数分离。玻色子是硬核的，

不可穿透的，多个硬核玻色子也不能占据同一位置，并且他们被限制在一个一维系

统中，就像公路上由于塞车而出现的汽车排成长龙的现象。其波函数

满足的约束条件为：  1 2 N,x ,..., x

TG


0   ，     当1( )   Nx x 1    i jx x ia， j N          (1.2.1) 

1    Nx x这里 是 N个粒子坐标，a 是硬核直径。当 时，粒子间相互作用就成了0a  

相互作用。TG 气体的波函数  1 Nx ,..., xTG 和无相互作用的费米子 的波

函数有如下的对应关系： 

 F 1 Nx ,..., x

  F
TG A                            (1.2.2) 

 其中  1 N
x ,...,x

i ji j
sgn x x


A  ，为单位反对称函数。通过两者波函数关系我们可

以知道：TG 气体系统的能级与无相互作用的费米子相同，而且密度分布也一样，但

是两者的动量分布很不相同，因为它们波函数的符号不同使得傅立叶变换的结果不

相同。 

  
图-1.2 应用蒙特卡罗法计算在一维简谐势

场中一对硬核玻色子（圆圈形）和一对无相

互作用费米子（方块形）的动量分布图
[24]

。

图-1.3 硬核玻色子与无相互作用的费米子

在零温时的动量分布
[25]

。 

  

Minguzzi等人研究了TG气体在简谐势场中的动量分布
[24]
，他们利用式(1.2.2)，

把TG气体波函数作傅立叶变换，发现动量 p 在较大部分的密度分布呈 4p 指数衰减。

他们用蒙特卡罗数值方法计算了一维简谐势场中一对硬核玻色子和一对无相互作用

费米子的动量分布，如图-1.2 所示。而后Olshanii等人对Lieb-Liniger模型研究指出
[25]
，

动量 p 在较大值的分布呈 4p 指数衰减是一个普遍的规律，不依赖于其参数 的大

 6
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小。对于动量 p 在较小值部分的密度分布，Olshanii发现具有1 p 的峰尖特征
[25,26]

，

如图-1.3 所示。我们可以看到在TG气体的动量密度分布中，中间呈现出一个很尖的

峰，两边有很长的尾巴。 

1.3 玻色约瑟夫森效应 

约瑟夫森（Josephson）在研究超导体时预言：在由两块相同材料的超导体，中

间用绝缘体连接，当绝缘层的厚度足够薄时，在两块超导体加上电压U，满足U > 2

Δ，其中Δ为超导体能隙，库伯（Cooper）电子对能够隧穿绝缘层，发生约瑟夫森

隧穿，这种现象称为超导约瑟夫森效应[27]。 

 
图-1.4 对称双势阱中两团弱耦合BEC的动力学行为

[9]
。 

 

Javanainen第一次提出了被一个势垒分隔的两组玻色爱因斯坦凝聚态[28]，会发生

与超导约瑟夫森振荡类似的行为，但他没有考虑原子之间的相互作用。Dalfovo等人

考虑了玻色原子间的相互作用，提出一个可能实现玻色约瑟夫森的实验：束缚于双

势阱中的玻色凝聚原子气中间的势垒足够高，这样可以忽略在经典禁区中波函数的

重叠部分。当两个势阱中的原子数不同时，在这两个阱间产生中性原子流。Smerzi

等人研究了双势阱中弱相互作用BEC[7]，发现原子除了会发生玻色约瑟夫森振荡外，

在一定条件下还会出现一种新的宏观量子现象：宏观量子自俘现象（MQST），两阱

 7
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中凝聚的玻色原子数之差随时间的平均值不为零。并给出了从玻色约瑟夫森振荡到

宏观量子自俘转变的临界条件。双势阱中BEC的隧穿动力学可以借助一个单摆模型

来理解，原子间非线性相互作用比较弱时发生玻色约瑟夫森振荡，类比于单摆小幅

度振荡的情况，单摆在平衡点左右振荡。而当原子间非线性相互作用强度超过某一

临界值时发生宏观量子自俘获现象，此种情况下绝大多数原子好像被其中一个势阱

俘获，类比于大幅度振荡，相当于单摆具有足够的能量时它会绕顶点旋转。 

许多实验已经观察到玻色原子约瑟夫森振荡现象以及宏观量子自俘获现象[8,9]。

较为典型的一组实验是2005年Albiez等人在单个玻色约瑟夫森结中，通过调节左右阱

中的原子数，不仅观测到了约瑟夫森振荡现象，还观测到宏观量子自俘获现象[9]。实

验中给定两种不同的初始布居数差，观测在对称玻色约瑟夫森结左右阱间原子数密

度随时间的变化，如上图-1.4所示。 

在图-1.4a 中发生约瑟夫森振荡，原子随时间在左右阱中隧穿振荡，对应的初始

布居数差小于其发生宏观量子自俘的临界值。他们观测到原子振荡的周期是

40(2)ms，这比在同样阱中无相互作用的原子隧穿周期 500ms 要小很多，说明原子间

的非线性相互作用对玻色约瑟夫森振荡周期有重要影响。而当初始布居数差大于其

临界值时，发生宏观量子自俘获现象(图-1.4b)，左右阱间原子数之差的平均值随时

间几乎不变。 
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第二章 两模玻色爱因斯坦凝聚 

双势阱模型和单势阱两态模型，虽然两者的物理背景不同，但在两模近似下，

却得到相似的动力学方程。双势阱模型作为一个简单而有效的物理模型，是研究量

子干涉效应及约瑟夫森效应的典型结构。正是在研究双势阱中 BEC 的动力学行为时，

Smerzi 等人发现了宏观量子自俘效应（MQST）。 

在这里，我们采用双势阱模型，其结果也适用于单势阱两态的模型。我们依次

介绍玻色-哈伯德、Spekkens-Sipe模型、标准的两模模型及改进的两模模型四个典型

的两模模型，并讨论含时势阱中BEC的动力学行为。 

2.1 光晶格中玻色爱因斯坦凝聚 

2.1.1 玻色-哈伯德模型 

在光晶格束缚势场下质量为m的相互作用超冷玻色子的哈密顿量为：  
2 2

†

† †

ˆ ˆ( ) ( ) ( )
2

1 ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )
2

 
     

 

        





   

       

3

3

= d r r r r

d r r (r) r r r r r

trapV
m

d U

                  (2.1.1) 

其中 表示玻色场算符，ˆ ( ) r ( )rtrapV 为束缚外势， (V ) r r 代表原子间相互作用势。

由第一章我们知道三维系统玻色子的相互作用可以用一个等效接触势描述，
24( ) 

 
r ( )    

sa
mV r r r ， sa 是 s-波散射长度。 

单原子系统的能量本征态是布洛赫(Bloch)波函数，适当的布洛赫波函数组合可

构成定域在单个格点上的瓦涅尔（Wannier）函数,不同格点的瓦涅尔函数彼此正交。

我们假定系统中原子的动能小于激发到第二能带所需的能量,在最低能带的瓦涅尔

基中展开玻色场算符： 

ˆ ˆ( ) ( )i
i

a    i  r r r                            (2.1.2) 

其中 是第i个格点上玻色子的湮灭算符，满足玻色对易关系ˆia
†

,
ˆ ˆ,   i j i ja a 。代入到

(2.1.1)式中得到二次量子化的哈密顿量： 

† †

,

1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( 1

2ij i j i i i i i
i j i i

H J a a a a U n n       )               (2.1.3) 

这就是玻色-哈伯德模型。上面推导中我们采用紧束缚近似，只考虑近邻相互作用，

并忽略其它小项。这里 ,i j 表示近邻格点求和， 是第i个格点的原子数算符。

方程中第一项是跃迁项，描述了玻色子在相邻格点间的隧穿能量，隧穿耦合的强弱

由隧穿矩阵元  

†ˆ ˆ ˆi in a a i
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2 2

( ) ( ) (
2

  
      

 


     3d r r r r r rij i trap jJ V
m

)                (2.1.4) 

表征；第二项代表原子在第 i 个格点的能量，  
2 2

( ) ( ) (
2

    
    

 


     3d r r r r r ri i trapV
m

) i                 (2.1.5) 

第三项表示单个格点上原子间的相互作用，它的强弱由相互作用矩阵元 
2

44
| ( ) |s

i

a
U

m

  


  3d r r r                         (2.1.6) 

表示。其物理机制和大小关系可以由图-2.1看出： 

 
图-2.1 光格子中玻色-哈伯德模型的示意图

[29]
。 

 

图-2.1a形象地表示了各参量的物理意义，它们的大小关系随外势而变化，可由图

-2.1b看出。随着格点原子相互作用矩阵元U与隧穿矩阵元J的比值大小改变会出现两

种性质完全不同的基态[30]
:当 1U J 时，隧穿耦合占主要作用，原子可以在相邻的

格点间自由移动，每个格点上原子填充的数目是任意的，系统处于超流态（如图

-2.2a）。此种情况下，动能占能量的主要部分，系统的波函数是非局域化的。根据

Gutzwiller的假设，单原子波函数将扩展到整个晶格上，所有原子都占据完全相同的

布洛赫扩展态，基态波函数可以写作[31]
： 

 †
0

1

ˆ|
NM

SF U i
i

a


    
 
 0                     (2.1.7) 

这里M表示格点数，N表示系统总原子数。与此相反，当 1U J 时,格点上原子间相

互作用能在总能量占主要地位，系统的基态由局域化的原子波函数组成，是格点局

域Fock态的乘积，每个格点原子填充的数目相同时系统总能量取最小, 系统处于

Mott绝缘态(如图-2.2b），基态波函数可写作： 

 †
0

1
ˆ|

M N

MI J i
i

a 
   0                      (2.1.8) 
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这样整数占据的Mott绝缘态，量子涨落为零，相位想干性消失，系统不能用一个宏

观波函数来描述。 

 
图-2.2 光晶格中BEC超流相与Mott绝缘相的转变

[30]
。 

 

隧穿耦合和原子间相互作用两种机制的竞争决定了体系是处于超流态还是Mott

绝缘态。当它们的比值达到某一量子临界点  cJ U ，此时量子涨落将导致连续量子

相变[32,33]。在Jaksch提出光晶格中BEC的量子相变理论后不久，2002年德国的Hansch

小组在实验上证实了这个预言
[31]
。 

2.1.2 Spekkens-Sipe模型 

前一小节我们讨论玻色子相互作用时，原子间的相互作用只保留同格点上原子

的相互作用。当原子间相互作用增大时，必须考虑其它项对系统的贡献[34]。下面我

们以一个两模模型进行讨论，玻色原子系统的哈密顿量： 

† † †
2

† 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

 
             

 


         3= d r r r r r r r r r rtrap

g
V

m
   (2.1.9) 

我们考虑这样一个的外势：外势在 y 和 z 方向展开很小，沿着 x 方向是一个双

势阱，并且关于 x 轴对称。场算符 ˆ ( ) r 可以利用瓦尼尔态： 

   1 1 2 2
ˆ ˆ ˆ( )     r a r a r                         (2.1.10) 

展开，满足： 

   1 2, , , ,  x y z x y z                          (2.1.11) 
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将式(2.1.10)代入哈密顿量方程(2.1.9)，展开后得： 

     

 

† † 2 20
2 11 12 1 1 2 2 1 1 2

† † † †2
1 1 2 2 2 2 1 1 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ1
2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 4
2

gT
H N gT N a a a a N N N

gT
a a a a a a a a N N

        

  

ˆ

1

       (2.1.12) 

其中 ， ， ， †
1 1

ˆ ˆ ˆN a a †
2 2

ˆ ˆ ˆN a a 2

 

1 2
ˆ ˆ ˆN N N 

   

     

 
   
   

2
3 2

11 1 1

2
3 2

12 1 2

3 4
0 1

3 3
1 1 2

3 2 2
2 1 2

2

2

  

  



 

 

 
    

 
 

    
 















   

   

 

  

  

trap

trap

d r r V r r
m

d r r V r r
m

T d r r

T d r r r

T d r r r

                    (2.1.13) 

11 是单粒子在  1 
r 态的能量， 12 表征粒子在两阱间的跃迁能力， 是原子间自相

互作用能， 、 表示原子间交叉相互作用能。中间推导保留了所以阶，没作任何

近似。 

0T

1T 2T

我们用角动量关系算符： 

 

 

 

† †
2 1 1 2

† †
2 1 1 2

† †
2 2 1 1

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
2
1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
2

z

y

z

J a a a a

i
J a a a a

J a a a a

 

 

 

                                 (2.1.14) 

重新表示哈密顿量，得： 

    2
2 0 12 1 2 0 2

ˆ ˆ ˆ ˆ2 1 2z zH E gT N J gT J g T T J       2
x          (2.1.15) 

其中： 

 0 11 0 2

1ˆ ˆ ˆ 2
4

E N N N gT gT                       (2.1.16)

2.2 双势阱中玻色爱因斯坦凝聚 

2.2.1 标准的两模模型 

对于弱耦合相互作用的 BEC，可以用 Gross-Pitaevskii (GP)方程来描述， 

       
2

2,
| , | ,

2

  
         

  2  trap

r t
i V r g r t r t

t m




       (2.2.1) 

其中 为体系波函数，满足 , 
r t

2

( , )   
dr r t N ，N是体系原子数。 为外加束 trapV r

 12



第二章 两模玻色爱因斯坦凝聚 

缚势场。 

Smerzi等人考虑势阱为一个双势阱情形[7,35]，当两阱间的势垒足够高时，体系的

波函数可以看成是两个势阱中凝聚体波函数的叠加，即采用双模近似，波函数可写

成： 

1 1 2 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( )    
r t c t r c t r


              (2.2.2) 

这里    1,2

1,2 1,2( ) i tc t N t e  ， 与1,2N
1,2
 分别是左右阱中的原子数和相位，总原子数守

恒 。1 2N N N  1,2 ( ) 
r 描述左右势阱中凝聚体的空间波函数，两者满足正交归一性： 

2

, ( ) ,     i,j=1,2 
 

i j ijdr r                       (2.2.3) 

将方程（2.2.2）代入到 GP 方程（2.2.1）中，并利用方程(2.2.3)，得到一组非线性动

力学方程： 

 1
1 1 1 2

dc
i U N c

dt
c   0

1E + ，                    (2.2.6) 

 2
2 2 2 1

dc
i U N c

dt
c   0

2E +                      (2.2.7) 

即著名的玻色约瑟夫森结(BJJ)方程。其中： 
2

2 20
1,2 1,2 1,2

4

1,2 1,2

2

1 2 1 2

,
2

( ) ,

2

 



   

 
   

 



 
      

 







 

 



trap

trap

E V
m

U g dr r

dr V
m

dr

                 (2.2.8) 

这里 0
1,2E 是左右势阱中的零点能量， 为原子间的自相互作用能量，K为阱的隧穿

率。推导过程中忽略了左右阱中局域波函数交叠积分对系统的贡献，但在相互作用

比较大时，必须考虑该项对系统原子动力学的影响。上面的模型称为标准的两模模

型

1,2U

[7]。 

我们定义左右势阱的分数布居数差      1 2N t N t
t

N



 和位相差

。从BJJ方程出发，可以得到关于分数布居数差与位相差的方程：      2 1t t    t

21 sin                               (2.2.9) 

2

2
cos

1
E

  


    


                       (2.2.10) 

这里我们已重新标度时间 ，并作无量纲化处理(2 t  t 1m  )。中间的参量为： 
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0 0
1 2 1 2

1 2

,
2 4

4

 
  


 

E E U U
E N

K
U U

N
K

K                    (2.2.11) 

由经典的正则方程
H



 




，

H







，我们可导出体系的哈密顿量为： 

2 21 cos
2

H E  
                         (2.2.12) 

对应于经典力学里的单摆模型，为摆角，摆长正比于 21  。 

我们考虑一个外势为对称双势阱的情况，对应 1 2 U U U ，E =0，发生宏观量

子自俘获现象的条件是： 

   0 0, ,0   cH H H ，                  (2.2.13) 
即： 

2
1   

c                           (2.2.14) 

图-2.4给出了对称双势阱中的分数布居数差随时间的演化。 

  

  

图-2.4 对称双势阱中的分数布居数差  t 的时间演化图。Λ=5，初始位相差 ，初始布

居数差 分别为(a) 0.1, (b) 0.79, (c) 0.8, (d) 0.81。 

 0 0 

 0
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从图中我们看到η在临界值ηc以下时玻色原子在双势阱间作约瑟夫森振荡 (图a、

b)，当η取值大于其临界值ηc时，就发生宏观量子自俘获现象(图d)。由方程(2.2.14)

可求得Λ=5，初始位相差 时，η 0 0  c=0.8(图c)。 

2.1.4 改进的两模模型 

前面模型适用于原子相互作用小的情形，当相互作用增大时，必须考虑左右阱

中局域波函数交叠积分对系统的贡献。从一维GP方程出发，可以研究原子的动力学

变化。 

一维含时 GP 方程： 

           
22

2
2

| |
2

  
      

 
 trap

x x
i V x x g

t m x
x x        (2.2.15) 

考虑外场为双势阱，波函数可写成： 

1 1 2 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( )   x t c t x c t x               (2.2.16) 

其中 1 2( ), ( ) x x 是对称双势阱绝缘的基态。显然： 

 1 2( ) ( )  x x                          (2.2.17) 

我们考虑粒子在这两个阱中的隧穿，得基态与第一激发态： 

 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )
( ) , ( )

2 2

     


 

x x x
x x

x
              (2.2.18) 

波函数化为： 

  1 2 1 2

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
        x c t c t x c t c t            (2.2.19) 

这里： 

( ) ( ),   ( ) ( )          x x x x                  (2.2.20) 

并且满足正交归一： 

, ,   , ,     i j i jdx i j                       (2.2.21) 

它们对应满足 GP 方程定态解的形式： 

 
22

3
2

,   ,
2


         

 j
j j trap j j

d
V g j

m dx
              (2.2.22) 

j 为对应的能量。将式(2.2.19)代入方程(2.2.15)，并利用式(2.2.21)与式(2.2.22)，得： 

2 * 21
1 1 1 2 2 2 2

1 1 1 2

( )
| | | |

4 2 4

             
  

  

   dc t
i c F A c c c c c C

dt

c c

*
1



      (2.2.23) 

2 * 22
2 2 2 1 1 1 1

2 2 2 1

( )
| | | |

4 2 4

           
  

  

   dc t
i c F A c c c c c Cc

dt

c c

*
2





c
     (2.2.24) 

 15



双势阱中 Tonks-Girardeau 气体的约瑟夫森效应研究 

其中： 

     2 2   , ,

10

4

2 2
2

4

2

  

  
  

  

    

  

  

 

 

  

 
 

  

 


 

  
  

 


 
     

 



 

ij i jg x x dx i j

A

B

C

F

 

                  (2.2.25) 

这是一组新的BJJ方程，中间推导过程没有任何的近似，较前面的标准的两模模

型称之为改进的两模模型[36,37]。我们取两者描述隧穿的项做比较，用改进的两模模

型中的参量表示前面标准的两模模型中的K参量，可重新表示为： 

2 2

B

4

  
   

  
                      (2.2.26) 

考虑在一种极限情况： 0   ， 

1 2 2 8 2
3

8 2

C

C

 



     

   

 


                     (2.2.27) 

可以看到在改进的两模模型中显含了原子间的相互作用，在非线性相互作用增大时，

这种模型给出的理论结果更能与实验符合。对 0, 0   情况， 1 增加， 减小，

物理意义是左边积聚的原子比右边多，隧穿从左到右的几率增大。对

2

0, 0   情形

正好相反。我们来重新认识一下参量 C 的物理意义，可写成： 
2 2
1 2  C g dx                         (2.2.28) 

C 增大时表示左右两边的波函数叠加部分增多。当接近于势阱的顶部会发生这种

情况。这样导致隧穿项减小——“pre-tunneling”效应，称此为相互作用隧穿，当两个

波函数叠加到一定程度时，这样的相互作用致使隧穿能力减弱。 

下面我们给出 ,   dd
dt dt 的运动方程： 

2
cos cos2

1

   


  


d
A B C

dt
                  (2.2.29) 

2 21 sin (1 )sin 2
       

d
B C

dt
                 (2.2.30) 

由 ,   


 
  

 
 H

z

H
，可得出 I2M 模型的哈密顿量： 
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2
2 2

2

1
1 cos (1 )cos2

2 2

       I MH A B C              (2.2.31) 

 
图-2.5 不同相互作用强度的的振荡频率[36] 

(a) gN=1.0, (b) gN=3.0, (c) gN=10.0。 
 

在 ,    都很小时，两种模型的比较： 

标准的两模模型： 

2
0

2 , ( 2 )

2 ( 2 )

  



     

    S

d d
U

dt dt

U

                   (2.2.32) 

改进的两模模型：  

2
0

(2 ) , ( )

( 2 )( )

  



    

    I

d d
C B A B C

dt dt

B C A B C

               (2.2.33) 
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我们给出了此种情形下，这两种模型在不同相互作用强度下ω-Vb图，如上图-2.5。 

在原子间相互作用比较弱时，这两种模型得出的振荡频率都与含时 GP 方程的数

值解相近；当原子间相互作用增大时，改进的两模模型考虑了隧穿中的相互作用，

所得结果更能与含时 GP 方程的数值解符合，此种情况就不能再用标准的两模模型近

似。 

发生由超流相到绝缘相转变的临界条件是： 

(0, ) ( ,0)
2

   s

C
H H B H c                   (2.2.34) 

利用方程(2.2.33)得： 
1

2
,

2
[ ( )]   

c V B A B C
A C

                    (2.2.35) 

最后我们说明一点，Spekkens-Sipe模型与改进的两模模型是等价的，下面给出

了证明： 

改进的两模模型的二次量子化哈密顿量为[34,35]： 

2
2 z

( C) 2Cˆ ˆ( )
2 2 N

2J
  

     
 z

A
H J J

N N x             (2.2.36) 

Spekkens-Sipe模型对应的哈密顿量为[32]: 

    2
2 0 12 1 2 0 2

ˆ ˆ ˆ ˆ2 1 2z zH E gT N J gT J g T T J       2
x         (2.2.37) 

我们比较两个方程中的系数，其中改进的两模模型中第三项 的系数为：2
zĴ

 

 
2 2 2

2 2 2 2 2 2

4 4 2

1 2 1 2 1 2

2

2

4 4 2 2 4 4
1 1 1 1

2C 2 2

N 4

2
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2 2 2

1
2 ( ) ( ) 6 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2

8

  

     

      

      

  

     

    
 

  

                           

    





N

g
dx

g x x x x x x x x
dx

g x x x x x x x  
2

2 2
1 2

( )

2 ( ) ( ) 2  





x dx

g x x dx gT

的

1

2

( )

( )






2

2

  (2.2.38) 

与Spekkens-Sipe模型 2
zĴ 系数一致，再比较改进的两模模型中第二项 2

xJ 系数： 的

 
 

2 2

2

2 2

1 2 1 2

4 4 2 2
1 1

4 2 2
1 1

0 2

( C) 1 10 2

4 4

2 ( ) ( ) ( )
2

2 2

1
( ) ( ) 2 ( ) ( )

2

( ) ( ) ( )

( )

     

    

   

  

     



       
 

       
  

  

 

 






A

N N

( ) 



x x x x
g dx

N

g dx x x x x

g dx x x x

g T T

         (2.2.39) 
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与Spekkens-Sipe模型 2
xJ 系数一致，最后比较改进的两模模型中第一项 J 系数，

分成三部分： 

的 的z

1) 

 
2 2

2

4 4

1 2 1 2

3 1 1 3
1 1

3 1
1 1

2 2

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

2 ( ) ( ) 2

  

   

   

 

 


            

  

   







N N

g x x x x
dx

g dx x x x x

g dx x x gT



            (2.2.40) 

2) 由方程(2.2.40)知： 

12
2

      


gNT                            (2.2.41) 

3) 由于： 
2

3
2

1
            ,

2


         j

j j ext j j

d
V g j

dx
               (2.2.42) 

方程(2.2.42)两边同乘 j ，并对全空间积分，得： 
2

4
2

1

2
  

  
     

  
j j ext j

d
dx V gN

dx
 j                    (2.2.43) 

这样： 

2 2
4 4

2 2

42
1 2 1 2 1 2

2

1 2

1 1

2 2

( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )

22 2

( ) ( ) 1

22

2

  

    

     

 

 

    

 

     
            

     
                         

   
 

 





ext ext

ext

d d
dx V gN dx V gN

dx dx

x x d x x x x
dx V gN

dx

x x d
dx











2

42
1 2 1 2

2

2
3 1

1 2 12

12 1

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

1
2 ( ) ( ) 4 ( ) ( )

2

2 4

   

   



                   
 

     
 

  



 

ext

ext

x x x x
V gN

dx

d
dx x V x gN dx x x

dx

gNT

  (2.2.44) 

所以改进的两模模型中第一项 的系数： zJ

 

  
12 1 1 1

12 1

2 4 2 2
2 2

2 1

  



          
 

  

  gNT gNT gT
N

gT N

             (2.2.45) 

与Spekkens-Sipe模型 J 的系数一致。 z 项

在改进的两模模型模型中省略了常数项，因为对于哈密顿量来说常数项的作用
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相当于提高或降低一个恒定的参考标准，对哈密顿量的变化没有影响，其正是对应

Spekkens-Sipe模型的常数项 。由以上证明知它们系数是相同的，这样基于两种模

型的推导是等价的！ 

0E

2.2 含时双势阱中凝聚体的动力学 

在前一节我们介绍了外势不随时间变化的双阱中凝聚体原子的动力学性质。许

多文章探讨了含时势阱中的情形[38,39]，本节我们考虑这样一个由磁势阱和激光势垒

构成的外势：      ,ext trap laserV r t V r V z t  
, ，   trapV r 是一个对称谐振子势：

   2 21
2


trap rV r m 2 2 21

02   x y m z ， r 与 0 分别是横向频率和纵向频率，势垒由一个高

斯状的激光势给出：    0
2 2exp     laser z lzV z V ，  tzl 表示激光的位置，势垒移动的速度

为：    zdl t
dt。用GP方程描述凝聚在其中的原子： 

      2
0

,
| , | ,

r t
i H t g r t

t


   


 r t

                  (2.3.1) 

这里   0

22
2 ,   

extmH t V r t，代表不含原子间相互作用的密顿量，这里的复合势

阱可看成是一个双势阱。采用双模近似下的波函数数代入到方程(2.3.1)可得： 

        1 2
1 0 | , | ,   

   
dc t

i dr r H t g r t
dt

 r t             (2.3.2) 

         2 2
2 0 | , | ,   

   
dc t

i dr r H t g r t
dt

 r t              (2.3.3) 

由方程(2.3.2)与(2.3.3)可求得关于分数布居数差与位相差的方程（详细推导见本

文附录）： 

  22 1 siJE N n                         (2.3.4) 

 
2

2 2
cos

21
J

z
cE NE

Fl t
N

 


  


                  (2.3.5) 

其中： 
4

12 ( ) 12
 

cE g dr r U                       (2.3.6) 

代表原子在 1 阱中的相互作用能。 
2

1 0 1 2( ) ( ) ( )JE N dr r H gN r r         
              (2.3.7) 

代表约瑟夫森隧穿能。 

2 2
1 2

2 2 2
0 1 2

( ) ( )

( ) ( )

 

  

    

  





  

  

laser
z

F dr r r V
l

m drz r r

                 (2.3.8) 

即激光势垒的移动等价于谐振子势阱向相反方向移动，  zFl t 表示由激光势垒所在位

置不同造成两阱化学势不同对位相差的影响。 

考虑一个这样一个 JILA 装置， 个铷原子束缚在一个圆柱对称的谐振

子阱中，横向频率 ，纵向频率

45 10 N

0
117.68r s  150s ，s-波散射长度 ，一sa 58.19A


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片高斯状的激光势垒在中心沿着纵向把势阱分成两部分。我们假定激光势垒的半宽

高为3.5 m ，并且 1
0V 650s 。计算激光势垒按某一速度移动 0.5 秒钟后原子布居

数差，结果如图-2.6。 

 
图-2.6 布居数差随势垒运动速度的关系曲线。 

 

     图中实线是由方程（2.3.2）和（2.3.3）得来的，对应的能量积分 12.46 cNE ms ，

4 12.41 10  JE N ms ， 11.060  1 F ms m 。当激光势垒移动的速度小于其临界

值时，原子呈直流(dc) 约瑟夫森振荡，表现在势垒两边布居数差随势垒速度移动而

增加，当超过其临界速度，原子呈交流(ac)约瑟夫森振荡，两边布居数差基本保持不

变。图中对应的临界速度值为 0.40 c m s，在临界速度处发生突变。虚线代表定

态布居数差，即势垒一开始就处于按某一速度移动 0.5 秒后的位置，中间没有变化，

对应 0.5 秒后的布居数差。
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第三章 双势阱中Tonks-Girardeau气体的动力学 

前面第一章我们介绍过 TG 气体的一些物理性质，在这一章中我们利用一维修正

GP 方程，主要研究了 TG 气体在不含时双势阱中的约瑟夫森效应及宏观量子自俘效

应，给出发生这两种转变的判据；并讨论了 TG 气体在一个含时势阱中的动力学，得

到了势垒移动情况下强相互作用 TG 区的动力学方程。

3.1 不含时双势阱中Tonks-Girardeau气体的动力学 

3.1.1 理论模型： 

GP近似是一种长波理论，依赖于粒子间相互作用构成的假势，然而对处在两维

空间排斥的玻色子这种假势会消失[40]，我们需要对处于两维和两维以下的玻色子的

GP理论做修正。随着空间维数的减少，粒子间相撞的几率增大，GP方程中非线性项
4 修正为需

 2 2 d  d 空间维数
d d

， 为2 [41]。在一维情形这种效应最强，我们有

一个
6 相互作用。对于处在Tonks-Girardeau区一维强相互作用玻色原子气,体系

能量密度等价于自由费米子密度

的

2 2  n m 能量泛函修正为： 3 6 [22,25]，
2 2 2 2

6
( )

2 6

  
       

  



trapE x V x

m m
= d


               (3.1.1) 

对能量泛函(3.1.1)式进行变分，约束条件是： 
2

( ) dx x N                            (3.1.2) 

N为体系总原子数,引入一个拉氏乘子，要求 0  E N 。对 *( ) x 进行变分，得

到了关于 ( ) x 的方程： 
2 2 2

22 ( ) ( ) ( ) ( )
2 6

 
 
       
 

 
trapV x x x x

m m              (3.1.3) 

利用 ( , ) ( )    i tx t x e ，可得 
2 2 2 2

4
( , ) ( ) ( , ) ( , )

2 2

  
        

  trapi x t V x x t x
t m m

= t         (3.1.4) 

这就是修正的GP方程
[6]
。 

若考虑外势场为双势阱的情况，体系波函数可采用双模近似。将双模近似下的

波函数代入到修正的GP方程中，并利用方程(3.1.3)与(3.1.4)，我们得到： 

    2 21
1 1 1 1 2 1 2 1 1 1 2 2 24 cos            dc

i E U N N N N c N N
dt

0
1 1+ 2 c     (3.1.5) 

    2 22
2 2 2 1 2 1 2 2 2 2 1 1 14 cos            dc

i E U N N N N c N N
dt

0
2 2+ 2 c    (3.1.6) 

即TG气体下的玻色约瑟夫森结(BJJ)方程。其中： 
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1 2

2 2

2
0 2 2
1,2 1,2 1,2

6

1,2 1,2

2

1 2 1 2

5 5
1 2 2

2

( ) ,
2

( ) ,

,
2

,  



 

 

   

    



 
   

 



 
      

 

     







 







ext

ext

m

E V
m

U dx x

dx V
m

dx dx 1

dx

                  (3.1.7) 

在推导中我们保留含
1

6 与
1

5
2  项的积分，忽略左右阱中其它局域波函数的交

叠积分。 0
1,2E 是左右势阱中的零点能量， 为原子间的自相互作用能量，K为通常

的隧穿率，而 可改写为

1,2U

1,2  ,2 2( )[ ] ( )   x x4
1 1dx x ，理解为在非线性有效势


1,2

4 x 中的隧穿， 称为非线性隧穿率。 1,2

    我们看到与先前人们研究弱相互作用得到的BJJ方程不同的是
[7]
：在强相互作用

TG气体中，由于 中参数1,2U  远大于一般相互作用中的g因子，且系数为其原子数的

平方，但代表体系的零点能量、隧穿率都不变，这样等价于减弱了原子在左右势阱

中的隧穿，更容易获得宏观量子自俘现象。 

由BJJ方程，可以得到关于分数布居数与位相差的方程。为了方便推导，用另一

种形式记 ( )( ) ( ) , 1,2i ii t i t
i i ic t N e r t e i    。代入到方程(3.1.5)中，得： 

   1 1 22 2
1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 1 1 2 2( ) 4 cosi i ii r i r e re U N N N N r e N N             0

1 1E + 2  

利用方程两边实部、虚部分别相等，得： 

 2
1 2 1 1 2 2sinr r N N       2                     (3.1.8) 

与 

   2 22
1 1 1 1 1 2 1 1 2

1

4 cos cos
r

U N N N N N N
r

            0
1 1E + 2

2      (3.1.9) 

类似地，由方程(3.1.6)我们可以得出： 

 2
2 1 1 1 2 2sinr r N N      2                     (3.1.10) 

与 

   2 21
2 2 2 2 1 2 1 1 2

2

4 cos cos
r

U N N N N N N
r

            0
2 2E + 2

2     (3.1.11) 

由方程(3.1.8)与(3.1.10)得： 

    2 22 2
1 2

1
2 1 1 1 sin

4
N               

  ；       (3.1.12) 

由方程(3.1.9)与(3.1.11)得： 
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       

    

2 2 2 2 2
1 2 1 2

2 22
1 22

1 1
1 1 1 cos

2 4
2 1

1 1 cos
41

E N U U N U U N

N

     

   


              

          

 1 2 
  (3.1.13) 

其中 

 0 0 1 2
1 2 4

U U
E E E N 2

                        (3.1.14) 

这组方程包含丰富的物理，在以往研究BEC中[3]，由于非线性隧穿率对隧穿的贡

献很小，所以常被忽略。但在研究强相互作用的TG气体时，非线性隧穿率 对隧

穿起很大作用，影响左右阱中原子的隧穿。以往位相变化只与分数布居数的一次有

关，在强相互作用的TG气体中我们看到它不仅与分数布居数的一次有关，还与其二

次方有关。特别是在不对称的双势阱中，我们将更容易观察到分数布居数对相位的

影响。 

1,2

特别地，如果我们考虑外势阱为对称的双势阱，则 0 0 0
1 2E E E  ， ，

,方程(3.1.12)与(3.1.13)约化为： 

1 2U U U 

1 2    

 2 2 21
2 1 1 sin

2
N         

 
 ；               (3.1.15) 

 2 2 2

2

2 1
3 1 cos

21
UN N

  


      
 



t

              (3.1.16) 

我们重新标度时间尺度 ，并作无量纲化处理(2 t  1m  )，得： 

 2 21 1 1 sin           ；                 (3.1.17) 

 2

2
1 3 1 cos

1

   


     
                  (3.1.18) 

其中： 
2

4

N 



，

2

2

UN 


                        (3.1.20) 

由经典的正则方程
H



 




，

H







我们可导出体系的哈密顿量为： 

 2 2 21
1 1 1 cos

2
H                          (3.1.21) 

此种情况下，发生宏观量子自俘获现象的条件是： 

      0 0 , 0 0,H H H    ，                 (3.1.22) 

即： 

        2 2 21
0 1 0 1 1 0 cos 0 1

2
             

        (3.1.23) 

得： 
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     
 

   
2

2

2

1 1 0 cos 0
2 1 1 0 cos 0

0
c

 
     



              
 

   (3.1.24) 

c 为发生MQST现象的临界条件。  

3.1.2 作图讨论 

  

  

  

图-3.1 分数布居数 随时间的演化图。初始条件是 t  0 =0.1 和  0  0 ，(a) ζ=5， 

χ=0.001；(b) ζ=50，χ=0.01； (c) ζ=430,χ=0.086；(d) ζ=435，χ=0.087；(e) ζ=500, 

χ=0.1；(f) ζ=5000,χ=1。 

 

图中表示对称双势阱中的TG气体的分数布居数  t 的时间演化，我们取
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5000   ，当给定初始条件是  0 0 和  0 =0.1，由方程(3.1.23)可解出发生

MQST的临界值是 =433.785 。当 值小于临界值时，分数布居数随时间的变化振荡

(图a、b、c)；当 大于此临界值时，发生MQST现象(图d、e、f)。 

较以前弱相互作用玻色原子在双势阱得到的分数布居数随时间演化，在强相互

作用下初始布居数可以更小，通过调节两阱中的原子总数，就能实现双阱中TG气体

从约瑟夫森振荡到MQST现象的转变；从另一方面，在相同的的初始布居数情况下，

实现约瑟夫森振荡到MQST现象转变，TG气体所需的原子数更少。说明强相互作用

下的玻色原子，更愿意处于Mott绝缘态。 

3.2 含时双势阱中Tonks-Girardeau气体的动力学 

我们讨论 TG 气体在一个随时间变化的双阱中的动力学，可以用一维修正的 GP

方程描述： 

 
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  extV x t

,

   
2

2 4, | ,
 

 
 

i x t x t
t m

,

2
 


x t

    laserV x t

, | 


x

            (3.2.1) 

我们考虑外势阱为节我们考虑这样一个由磁势阱和激光势垒构成的外势：

， ,ext trapV x t V  apV xtr 是一个对称谐振子势：   2 2
0

1

2
trapV x m x ， 

0 为谐振子频率，势垒由一个高斯状的激光势给出：    2 2
0 exp     laser xV x V x l ，

 xl t 表示激光的位置，势垒移动的速度为：
   xdl t

dt
。 

外势阱可等效为一个含时的双势阱，体系波函数采用双模近似，代入方程(3.2.1)
中，得： 

  41 | |1 0      dc
H

dt
                   (3.2.2) i dx t

  42
2 0 | |      dc

H
dt

i dx t                    (3.2.3) 

即外势为含时的 TG 气体的玻色约瑟夫森结方程。由方程(3.2.2)与(3.2.3)可得关于分

数 布 居 数 差 与 位 相 差 的 方 程 。 为 了 方 便 推 导 ， 用 另 一 种 形 式 记

( )( ) ( )r t , 1,2i ii t i t
i i ic t N e e i    。代入到方程(3.2.2)中，并利用方程两边实部与虚部

分别相等得： 

  


2 2 2 2 2
1 1 0 1 2 1 2

2 2 2 2 3 3
1 2 1 2 1 2 1 2 2

4 cos

2 4 cos

4 4
1 1

3
1 2cos

4 4
2 2

3
1 24

2 sin  

 

 t r 



r

r r

 

    

  
  

r r dx H r r

r r


        (3.2.4) 

r r

与 
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  



4 4 4 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 0 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1

3 3 3 3 2
1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2

1

4 cos 2

4 cos 4 cos cos

2       

     

     
     

 dx H t r r r r r r

r
r r r r

r



     (3.2.5) 

类似地，由方程(3.2.3)我们可得： 

  


4 4 4 4 2 2 2 2 2
2 1 2 0 1 1 2 2 1 2 1 2

2 2 2 2 3 3 3 3
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

sin 4 cos

2 4 cos 4 cos

     

      

    
   

r r dx H t r r r r

r r r r r r


       (3.2.6) 

与 

  



4 4 4 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 0 2 2 1 1 1 2 1 2 1 2 1

3 3 3 3 1
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

2

4 cos 2

4 cos 4 cos cos

2       

     

     
     

 dx H t r r r r r r

r
r r r r

r



    (3.2.7) 

由方程(3.2.4)与(3.2.6)得： 

 

  

2 2 4
1 0 1 1 2 1 2

2 2 4
1 2 1 2 1 2 1 2

2 1 sin 4 cos

2 cos2 2 2

3        

      

    
   

 dx H t N N N N

N N N N
      (3.2.8) 

由方程(3.2.5)与(3.2.7)得： 

   

     

 

  

2 2 6 5
1 2 1 1 2 1 2 1 2

2 2 4 2 3 3
2 1 1 2 1 2 2 1 1 2

2 4 3
1 0 1 1 2 1 22

2 2 4
1 2 1 2 1 2 1 2

4 cos

4 cos

2
4 cos

1

2 cos2 2 2 cos

      

      

      


       

   

    

  

   

 
 





x

N N dx N N N N dx

N N dx N N N N dx Fl t

dx H t N N N N

N N N N

    (3.2.9) 

其中： 

2 2
1 2

2 2 2
0 1 2

( ) ( )

( ) ( )

 

  

    

  





  

 

laser
x

F dr r r V
l

m dx r r x

，                (3.2.10) 

即激光势垒向 x 轴一侧移动等价于谐振子势阱向相反方向移动。  xFl t 表示由激光势

垒所在位置不同造成两阱化学势不同对位相差的影响。 
    我们保留含

1

6 与
1

5
2  项的积分，忽略左右阱中其它局域波函数的交叠积分，方

程(3.2.8)与(3.2.9)可化为： 

 
0

2 1 2 22
1 sin 1 1 sin         J

J

E
E

N
               (3.2.11) 

 
2 0 2

1

2 2

2 2 1 3
cos cos

2 1 1

   
 


   

 
 c J

x

N E E
Fl t E

N
 J          (3.2.12) 

其中 

1

62  cE dx ，                          (3.2.13) 

代表原子在 1 阱中的原子自相互作用能， 
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0
1 0 2   JE N dx H ，                       (3.2.14) 

代表 Josephson 隧穿能。 

 

1 2 5
1 2

2 4
1 1

  

2   

 

 




JE N dx

dx N
                     (3.2.15) 

可理解为 TG 原子在非线性有效势 2 4
1 N 中的隧穿，称其为非线性隧穿。 

由此我们得到了势垒移动情况下强相互作用 TG 区的的动力学方程，该方程可用

于研究束缚在该阱中 TG 原子气体的约瑟夫森效应。 
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总结与展望 

总结与展望 

我们利用修正的GP方程，导出了双势阱中的TG气体的玻色约瑟夫森结方程、分

数布居数和位相差随时间演化的方程。特别地考虑了对称双势阱中的情况，得出了

发生宏观量子自俘现象的条件，并给以图像说明；导出了势垒移动情况下强相互作

用TG区的动力学方程，该方程可用于研究束缚在该阱中TG原子气的约瑟夫森效应，

目前我们的研究工作还在继续。 

    外势阱对束缚在其中的原子的动力学有很重要的影响，上面我们只是讨论双势

阱中的情形，若变换外势阱，如加一个外势是一个三势阱，会有更有趣的物理现象

发生；物理上自旋是原子的另一个自由度，本文讨论时忽略了原子的自旋，考虑自

旋对系统处于两种状态的影响，将会有不同的判据；我们还可以研究在以上情形中，

两种或多种不同种类的 TG 玻色子的混合，将会有更丰富的物理现象。由于 TG 气体

是被限制在一维，比较容易在实验上操控，类似这样的物理现象很容易在实验上被

观测到。
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附录 

附 录 

含时双势阱的玻色约瑟夫森结方程为： 

        1 2
1 0 | , | ,    

  
dc t

i dr r H t g r t
dt


r t             (1) 

  
        2 2

2 0 | , | ,    
  

dc t
i dr r H t g r t

dt

r t             (2) 

其中波函数 1 1 2 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( )    
r t c t r c t r


1,2N， 与 1,2 分别是左右阱中的原子数和相

位，总原子数守恒 ，1 2N N N     1,2i te 
1,2 ( )c t 

( )( ) ,   1,2 ii t
i ir t e i

1,2N t 。为了方便推导，用另一种形

式记 代入方程(1)，利用方程两边实部与虚部分别相等，得： ( )c t

   2 2 2 2
1 2 1 0 1 1 2 2 1 2 1 2sin 2 cos 2         

r r dr H t g r r r r          (3) 

   2 2 2 2 2
1 1 0 1 1 2 2 1 2 1 2 1

1

2 cos cos 2      
         


 r

dr H t g r r r r
r

     (4) 

类似地，由方程(2)得： 

   2 2 2 2
2 1 2 0 1 1 2 2 1 2 1 2 2sin 2 cos            

r r dr H t g r r r r      (5) 

   2 2 2 2 1
2 2 0 1 1 2 2 1 2 1 2 2

2

2 cos cos 1      
         


 r

dr H t g r r r r
r

    (6) 

由方程(3)与(5)可得分数布居数方程： 
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   
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2 2 1 12 1
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 
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   
  





r r r rN N

N N
r r

dr H t g r r r r
N

dr H t g N N N N

(7) 

这里由于波函数在无穷远处的概率为零，且对两个对称的势阱有： 

   1 2   
r r

2
2

                            (9) 

所以 
2

2 1 1       
dr dr                         (8) 

3
1 2 2 1

3    
 

dr dr                       (10) 

这样： 

    2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 1 2 1 1  2                    

  
dr g N N dr g N N dr gN      (11) 

方程(7)化为： 
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   
 

2 2 2
1 0 1 2 1 2 1

2 2 2 2
1 2

2

2 1 sin 1 sin 2

2
1 sin 1 sin 2

2
1 sin

2 2          

     

 

       

   

 

 



 

J

J

dr H t gN gN dr

E
gN dr

N
E

N

   (12) 

这里   2
1 0 1 2   


JE N dr H t gN  ，我们忽略含 2 2

1 2 


dr 的小项。 

下面我们导出位相差方程，由方程(4)与(6)得： 

   
   

   

2 1

2 2 2 2
1 0 1 1 2 2 1 2 1 2 1

2 2 2 2
2 0 1 1 2 2 1 2 1 2 2

4 2 4 2
1 1 2 2

2 2 2 2 2 1
1 0 1 1 2 2 1 2 1 2 2

1 2

2 cos

2 cos

2 cos co

  

     

     

 

s     

 

     
     

 

          



 



    




 



dr H t g r r r r

dr H t g r r r r

g dr r g dr r

r r
dr H t g r r r r

r r


      (13) 

将方程(13)中 

   
   

2 2 2 2
1 0 1 1 2 2 1 2 1 2 1

2 2 2 2
2 0 1 1 2 2 1 2 1 2 2

2 cos

2 cos

     

    

    
     







dr H t g r r r r

dr H t g r r r r 
 

分成两部分计算： 
1)： 

   
 

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2

2 2 2 2
2 1 2 1

2 cos 2 cos

0

2          

 

          

  

 


 


dr g r r r r dr g r r r r

g dr r r

2 2
1 2


(14)

即我们忽略含  


dr 的小项。 

2)： 

   

   

      

        
  

1 0 1 2 0 2

2 2
2 2

1 1 2

2
2 2 2 2

1 2 1 1 2

2
2 2 2 2

1 1 1 1

2 2
1 2

, ,

,

,

,

2 2

2

2

   

  

    

2

2



   

 



   
        

   

       

       
 

 



 

 

 

 



 







 

  

  

    





ext ext

ext

ext

ext

V r t V r t

V r t

V r t

V r t

dr H t dr H t

dr dr
m m

dr dr
m

dr r r dr
m

dr

dr      2 2
1 2,   


trap laserV r V z t





        (15) 

我们假定激光势垒 在初始计时 ,laserV z t 0 0t 时， 0zl 。在经过一个小的时间 t 后，

处在 位置，方程(15)进一步化为： zl
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附录 

           
     
   

 

   

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2
1 2 0 1 2

2 2
0 1 2

/ / 2 2
0 1 2

/
/ 2 2 / 2

0 1 2 0 1

, ,

, ,

 


  2

2

  

 

 

   

  

 
 

   

  

  

 
     
  




 



 

   





 



z

z

trap laser trap laser

laser laser

z l z

z l
z z

z
z

las
z

dr V r V z t dr V r V z t

dr V z t V z t

drV e e

e
drV e l drV e

l

V
l dr

 



   2 2
1 2

,
  

 er
z

z

z t
Fl t

l

    (16) 

其中
   2 2

1 2

,
 


 


 laser

z

V z t
F dr

l
，  zFl t 表示由激光势垒所在位置不同造成两阱化

学势不同对位相差的影响。方程(13)化为： 

   

 

4 2 2 2 1
1 1 2

1 2

2

2
cos

2 2
cos

21

  

  


 
     

 

  



 J

z

J c
z

E r r
Fl t g dr r r

N r r

E NE
Fl t

N

            (17) 

这里我们定义
4

12 ( 
 

cE g dr r ) ，代表原子在 1 阱中的相互作用能。上面推导中忽

略含 2 2
1 2 


dr 的小项。 

综上，我们得到了分数布居数与相位差的动力学方程： 

  22 1 siJE N n                            (18) 

 
2

2 2
cos

21
J

z
cE NE

Fl t
N

 


  


                   (19) 
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