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中   文   摘   要 

 

超冷原子实验在以下几个方面取得了突破性的进展：依据 Feshbach 共振原理实

现了对粒子间相互作用强度的调控，在磁光阱中和原子芯片上实现了准一维玻色爱

因斯坦凝聚，并且制备出由玻色费米混合物组成的量子气体。这些成果使得超冷原

子气体成为研究一维强关联系统各种量子多体效应的理想平台。本文简要介绍了一

维量子系统的基本理论模型，包括平均场理论，Tonks-Girardeau 气体，Bethe ansatz

方法，重点研究了双势阱中玻色气体的基态性质和有限温度下准一维玻色费米混合

物的热力学性质。 

首先，我们研究束缚在中间带有δ 势垒的无限深方势阱中的玻色气体的基态性

质。利用玻色子与费米子的对应关系构建了 Tonks-Girardeau 气体的基态波函数，研

究势垒两边的关联特性以及这种特性和粒子数目宇称的关系；并且运用精确对角化

方法计算在任意势垒高度和原子间相互作用强度下系统基态的密度分布，占据数分

布，动量分布等。计算表明动量次峰峰值随着势垒的升高而增大，随着原子间相互

作用强度的增大而减小。 

其次，基于热力学 Bethe ansatz 方法研究低温下由玻色费米混合物组成的准一维

量子气体在简谐势阱中的热力学性质。运用热力学 Yang-Yang 方程和局域密度近似，

数值计算玻色子和费米子的空间密度分布，重点讨论了费米子数目、粒子间相互作

用强度对玻色子密度分布的影响。结果表明玻色费米相分离需要非常低的温度和很

强的粒子间相互作用，为相关的实验提供比较依据。 

 

关键词: Tonks-Girardeau 气体；精确对角化方法；热力学 Bethe ansatz 方程；局域

密度近似；玻色费米混合物； 
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The Ground State and Thermodynamics  

of One-Dimensional Quantum Gas 

Xiangguo Yin (Theoretical Physics) 

Directed by Prof. Yunbo Zhang 

ABSTRACT 

Recent years have witnessed great development of laser cooling and 

optical trapping technology, with remarkable achievements in several aspects, 

e.g. manipulation of the interaction strength between particles according to 

Feshbach resonance technique, the Bose-Einstein Condensation of 

quasi-one-dimensional Bose gas trapped in magnetic and optical potential 

and atom chip, strongly interacting Tonks-Girardeau gases, and the 

Bose-Fermi mixture which rarely occur in nature. These progresses make 

ultra-cold atoms a popularly investigated platform for various many-body 

effects in strongly correlated one-dimensional systems. This dissertation will 

introduce several theories for one-dimensional systems, including the 

Mean-Field theory, the Tonks-Girardeau gases, and the exact solution with 

Bethe ansatz. We then devote to theoretical investigation of the ground state 

properties of an interacting few-boson system in a splited hard-wall potential 

and the thermodynamics of quasi-one-dimensional Bose-Fermi mixture at 

finite temperature.  

First of all, we carry out a detailed examination of the ground-state 



摘要 

 IX

properties of a few-boson system in a one-dimensional hard-wall potential 

with a δ  split in the center. In the Tonks-Girardeau limit with infinite 

repulsion between particles, we use the Bose-Fermi mapping to construct the 

exact N-particle ground-state wave function, which allows us to study the 

correlation properties accurately. For the general case with finite interparticle 

interaction, the exact diagonalization method is exploited to study the 

ground-state density distribution, occupation number distribution, and 

momentum distribution for variable interaction strengths and barrier heights. 

The secondary peaks in the momentum distribution reveal the interference 

between particles on the two sides of the split, which is more prominent for 

large barrier strength and small interaction strength. 

   Secondly, we investigate theoretically the behavior of one-dimensional 

interacting Bose-Fermi mixture at finite temperature in the scheme of 

thermodynamic Bethe ansatz. Combining the Yang-Yang thermodynamic 

formalism with local density approximation in a harmonic trap, we calculate 

the density distribution of bosons, which is mainly influenced by the number 

of Fermions and interacting strength between particles. It is shown that 

Bose-Fermi phase separation needs even lower temperature and very large 

interacting strength between particles, which will provide comparative 

materials for relative experiments.  

Key Words: TG Gas, Exact Diagonalization Method, Thermodynamic Bethe 

Ansatz Equation, Local Density Approximation, Bose-Fermi Mixture. 
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第一章 绪论 

第一节 引言 

众所周知，自然界的粒子按照自旋被分成了两类。由电子、质子、中子这些自

旋为 2/h 的粒子以及其他自旋为 2/h 的奇数倍的粒子所组成的全同粒子体系的波函

数是粒子交换反对称的，这类粒子服从费米狄喇克统计，被称为费米子；由光子(自

旋为h )以及其他自旋为零或为h的整数倍的粒子所组成的全同粒子的波函数是粒子

交换对称的，这类粒子服从玻色爱因斯坦统计，因而被称为玻色子。全同费米子满

足泡利不相容原理，即两个全同的费米子不能占据同一个量子态，因而费米子的基

态是一个个费米子从低能级到高能级排列的费米海分布，例如单原子中的电子就是

从内壳层到外壳层的费米海分布。然而玻色子不受此限制，任意两个玻色子都可以

占据同一个量子态，因此所有的玻色子同时占据系统能量最低的量子态形成了系统

的基态。当大量的粒子占据系统能量最低的量子态时，这些粒子整体上表现为单粒

子行为，具有宏观量子效应，这就是玻色[1]和爱因斯坦[2]在 1924 年预言的玻色爱因

斯坦凝聚现象(Bose-Einstein condensation,简称 BEC)。 

为了实现 BEC，原子需要被冷却到非常低的温度。假设存在一个密度为n 无相

互作用的质量为m 的玻色子组成的均匀系统，根据玻色爱因斯坦统计，可以得到出

现 BEC 的转变温度为
B

c mk
nCT

3/22h
= ，其中 3.3≈C , Bk 是玻尔兹曼常数。另一个等价于

转变温度的描述方法是：比较粒子的德布罗意热波长 Tλ 和粒子间的平均距离 3/1−n 。

粒子的德布罗意热波长定义为

2/122
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

TmkB
T

hπλ ，粒子可以看成具有以 Tλ 为特征长度的

波包。当温度很高时， Tλ 非常小，波包也非常小，玻色子就像一种经典的粒子。当

温度逐渐降低时，在空间运动的粒子的德布罗意热波长就会变长。当温度降到转变

温度 cT 时， Tλ 可以与 3/1−n 相比较，波包就开始在空间重叠起来，粒子不能被区分，

量子效应开始显现。 

1938 年 London 指出，超流态可能是 BEC 的表现，提出了二流体理论， He4 流
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体有两种成分，即正常成份和超流成份，当温度很低的时候，正常成份就会消失， He4  

流体全是超流成份，其中大约有 10%发生了凝聚[3]。在上个世纪 50 年代中期，库伯

等人在解释超导体的微观机制时，提出了由两个电子组成了库伯对的概念，发现超

导波函数的本质正是库伯对的玻色爱因斯坦凝聚的波函数。由于上个世纪 80 年代激

光冷却技术的快速发展，1995 年 6 月 5 日，美国国家标准和技术研究所 Cornell 和科

罗拉多大学 Wieman 小组利用激光冷却和时间平均轨道势阱中的射频蒸发冷却技术

实现了碱金属 Rb87 的玻色爱因斯坦凝聚[4]。同年 11 月美国 MIT 的 Ketterle 小组采用

塞曼减速技术冷却的原子束系统实现了 Na23 的玻色爱因斯坦凝聚[5]。为了表彰这些

突破性的工作，2001 年的诺贝尔物理学奖授予了他们。此后的十多年里，BEC 在理

论和实验方面都得到了长足的发展，是当今世界研究的热门课题之一。其中，理论

和实验的不断结合和相互促进，是 BEC 得以迅速发展的重要原因。 

1.1.1 Feshbach 共振 

物理学家一直关注凝聚态物理中的很多强关联的体系，例如：超导，但是玻色

爱因斯坦凝聚中的原子间的相互作用一般是非常弱的。为了更全面的了解原子气体

的性质，人们开始探索强相互作用的原子气体。Stoof 等人在 1996 年建议利用 

Feshbach 共振原理，调节处在两个不同的超精细态上的简并费米气体 Li6 之间的吸引

相互作用强度来实现超冷费米子的库伯对[6]。2000 年 Cornish 等人利用 Feshbach 共

振原理在实验上第一次达到了玻色气体的强耦合区[7]。不幸的是，随着粒子间散射

长度的增加，三体碰撞损失增多，严重影响了凝聚体的寿命。为了克服凝聚体寿命

短的困难，Greiner 等人于 2002 年将 BEC 放在光晶格中，发现了超流态到 Mott-绝缘

态的相变，同样可以达到强耦合区域[8]。 

人们可以通过有效赝势方法描述 Feshbach 共振，从而得到原子的散射长度与磁

场的关系： 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
Δ

−=
0

1
BB

BaBa bgs                      (1.1) 

其中 bga 是原子远离共振时的背景散射长度，B 为磁场场强， 0B 和 BΔ 为共振的磁场

位置和宽度。从图-1.1 可以看出，通过调节磁场， Li6 的散射长度可以从 ∞− 变到 ∞+ 。
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同样通过磁场可以调节费米子之间的相互作用强度，以及调节玻色费米混合物中的

玻色子与费米子之间的相互作用强度。 

 

图-1.1 Li6
的散射长度对磁场的依赖关系[93]。 GB 8340 = ， ( )Bas 由正值变为负值时的

位置决定了 GBB 5340 =Δ+ 。 

 

1.1.2 一维束缚的量子气体 

相对于高维系统，一维多体系统理论上处理起来相对简单些，其物理性质不同

于三维系统，一直受到物理研究者的关注。一维均匀系统的玻色气体不会发生玻色

爱因斯坦凝聚，而一维束缚势中的玻色气体则可以发生凝聚，这是因为束缚势改变

了系统的态密度。实验上实现的准一维 BEC，一般束缚在一个柱对称的势阱中，即

在径向施加一个很强的束缚势，并且气体的温度足够低，那么其径向振动就完全束

缚在简谐势的基态，径向波函数即可表示为： 

( )22
2 2/exp1

⊥⊥
⊥

⊥ −= dr
dπ

ψ ，                  (1.2) 

其中 ⊥⊥ = ωmd /h 是径向特征长度， ⊥ω 是径向束缚势的束缚频率。一维系统的温度

和化学势必须满足 ⊥<< ωμ h,T ，确保粒子都呆在径向基态，而不会跃迁到径向激发
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态。Olshanii 利用赝势近似方法得到有效的一维相互作用常数[9]： 

     ( )⊥⊥ −
=

daCmd
aU

s

s
D /1

12
2

2

1
h                   (1.3) 

其中常数 ...463.1=C 。若囚禁的原子为 Rb87 ，径向频率通常选择一个比较大的值，

如： πω 25000×=⊥ ，那么可得 md μ15.0≈⊥ ，而 Rb87 原子的三维 s-波散射长度为

nmaas 3.598.98 0 ≈≈ ，可见径向特征长度一般远大于 s-波散射长度，则有 

2

2

1
2

⊥

=
md
aU s

D
h                           (1.4) 

从上式可以看出，有效的一维相互作用强度不仅与三维 s-波散射长度有关，而且还

依赖于径向特征长度，即径向束缚势。因此，调节 s-波散射长度或径向束缚势的频

率都可以改变一维相互作用强度 DU1 。实验上，通过 Feshbach Resonances 技术，扫

描磁场而改变三维 s-波散射长度的大小和符号，进而调节一维相互作用强度 DU1 ；如

果实验采用磁束缚，可以改变线圈中的电流；如果实验采用二维的光驻波束缚，可

以改变激光的强度，从而达到改变径向束缚势的频率，调节 DU1 的目的。 

Ketterle 小组于 2001 年在实验上率先实现了雪茄形玻色-爱因斯坦凝聚[10]。他

们将凝聚体束缚在径向和轴向频率分别为 Hz3602/ =⊥ πω Hz5.32/// =πω 的

Ioffe-Pritchard 型的磁阱中， 使凝聚体的消退长度(healing length) ( ) 2/14 −= nasπξ 小于

凝聚体的轴向半径而大于其径向半径，从而实现雪茄形 BEC，其中 sa 为三维 s 波散

射长度，n 为原子气体的平均密度。但是和系统的温度对应的能量仍大于径向的束缚

能级 ⊥> ωhTkB ，原子气体并没有完全处于径向基态，凝聚体还不是真正的准一维系

统。 

除了磁阱的方法，还可以用光学方法束缚 BEC。用两束正交的光学驻波可以产

生的二维的周期格子，构成了一系列紧束缚的管状势阱。如果把凝聚气体装载到这

样的二维光格子中，则在每个管状势阱中都可以形成一维量子气体。一维气体中的

原子在径向受到很强的束缚，只能处在径向的基态上，径向激发则完全被抑制，其
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化学势和温度满足关系： ⊥<< ωμ hTkB, 。通过调节二维光格子的激光强度可以改变

相邻格点的一维气体之间耦合的强弱。当激光很强时，各个一维气体之间不发生隧

穿，保持相互独立。 

实验上观察到的一维 TG 气体，即强相互作用的一维量子气体，它需要很强的径

向束缚或特别大的原子间散射强度。2004 年 Weiss 小组在实验上观察到一维的 TG

气体[11]，同年 Bloch 小组在光晶格中实现了 TG 气体[12]。  

 
图-1.2 两个正交的驻波形成的二维光晶格势[12]。 

 

Weiss 小组以 Rb87 为实验对象，在横向用两对相向的激光束形了一个二维光晶

格，就像一系列平行的牙签，沿着牙签方向(轴向)加一个弱束缚的光学偶极势，用这

样的势阱束缚 BEC，形成一系列的准一维的 BEC。保持轴向光偶极势和粒子数不变，

连续调节横向激光束，增加光势阱的深度 0U ，促使 BEC 在横向束缚得更紧，从而增

加了原子间的相互排斥力，使原子在轴向扩张，同时系统的能量增加。随着光势阱

阱深 0U 的不断增加，原子间的一维相互作用强度变大，玻色气体接近 TG 极限，密

度分布和能量趋于自旋极化的自由费米子的情况。表征从 BEC 到 TG 气体的转变的

一种非常重要的无量纲参数是 kinεεγ /int= ，其中 intε 、 kinε 分别表示用平均场理论计算

的相互作用能和动能的期望值。在他们的实验中，最大的γ 值可以达到 5。 

如图-1.3 所示，实验上观测到的数据和精确解结果符合很好，当 1>>γ 时，原子

气体的一维温度(相当于系统的能量)，就会达到 TG 气体相应的值。实验观测到的原
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子气体的空间密度分布随着γ 值的变大而扩散开来；随着光势阱的阱深 0U 的不断增

加，原子气体的空间分布长度的方均根就会接近 TG 气体相应的值。 

 
图-1.3 玻色气体的一维温度随光晶格势阱深度的变化[11]。圆点为实验数据，表示一维温度，正

比于系统的能量。当 1>>γ 时，TG 理论曲线(短虚线)与实验数据相符，当 1<<γ 时，平均场理

论曲线(长虚线)与实验数据一致。精确解理论曲线(实线)在整个区间都和实验数据吻合的比较好。 
 

Bloch 小组利用新的方法在二维光晶格中实现了 TG 气体。他们用波长为823nm

的两束正交的驻波叠加起来，形成二维光晶格，将 Rb87 原子束缚在其中，然后在轴

向叠加上一个波长为854nm 的光驻波， 增加这个轴向激光的强度，轴向光驻波势阱

的阱深变深，从而原子的有效质量增加，导致γ 值变大，使原子气体达到 TG 区域。

这个实验中 TG 区域的原子的γ 值达到 2005 − ，远大于 Weiss 小组的实验值。他们研

究了处在不同阱深的势阱中的原子气体的动量分布。实验结果显示，(1) 在小动量区

域时，动量分布比较平坦； (2)在大动量分布的线性区域，随着势阱深度的增加，斜

率有所降低，这与玻色气体费米化的理论一致。动量的一阶衍射峰也与玻色气体费

米化的理论符合得很好。 

除了用磁光阱和全光阱方法实现一维量子气体外，也可以利用微刻技术在“原子

芯片”上制作微磁阱，一维波导等。2001 年， Hansel 等人在原子芯片上用 50 mμ 宽
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的导线产生的外势叠加形成了一个 Ioffe-Pitchard 势阱，通过调节导线中 

的电流，可以改变势阱的强度[13]。他们采用束缚频率为 Hzvx 28= ， Hzv zy 220, = 势

阱实现了 Rb87 的玻色-爱因斯坦凝聚。 

2008 年，Amerongen 等人在原子芯片上制备了处于 2,2 == FmF 的 Rb87 的准一

维量子气体，验证了 Yang-Yang 热力学公式[14]。通过改变蒸发冷却磁场的频率，他

们将原子冷却到不同的温度，然后将原子束缚在轴向和径向频率分别为

Hz5.82/// =πω ， Hz32802/ =⊥ πω 的轴对称磁场中，最后采用标准的吸收成像方法，

从 y 方向获得原子的二维密度分布图像。将这个二维密度分布沿 z 方向积分，就可以

得到 x 轴的线密度分布。这个实验得到密度的分布与基于 Yang-Yang 热力学公式得到

的结果符合得很好，第一次证实了由 Bethe ansatz 方法发展而来的 Yang-Yang 热力学

公式。 

一维超冷原子气体在“原子芯片”中的实验实现既对凝聚态理论的实验研究非常

重要，又对表面物理，原子干涉仪，全息摄影技术，显微技术，原子微刻技术，以

及量子信息处理等领域的发展有深远的意义。 

1.1.3 玻色费米混合物 

    自然界只存在玻色子系统或费米子系统，不存在它们的混合物，由于激光制冷

技术的发展，科学家在实验室里实现了由玻色气体和费米气体的混合物组成的量子

气体。 

     量子统计决定了超冷原子气体的独特性质。在绝对零度下，玻色子形成凝聚体，

而费米子由于泡利不相容原理形成费米海。一般情况下，实验物理学家利用多普勒

效应，先用激光束将原子气体冷却到很低的温度，然后利用蒸发冷却将原子降到更

低的温度。在蒸发冷却过程中，原子间需要频繁的碰撞以便将热量不断地通过较高

动能的热原子离开束缚势阱来降低系统的温度。因为玻色子满足粒子交换对称性，

玻色子之间存在 s-波碰撞相互作用，蒸发冷却可以把玻色子冷却到很低的温度，形

成凝聚体。然而费米子满足粒子交换反对称性，同一内部态的费米原子间的 s-波散

射长度为零，所以对于同一内部态的费米原子气体，不能进行有效的蒸发冷却。但

不同内部态的两个原子间或两种不同类型的原子之间可以进行频繁的碰撞，从而能
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够进行有效的蒸发冷却。Jin等人在1999年将 K40 处在不同内部态 2/9,2/9 == fmf

和 2/7,2/9 == fmf 的等比例的两组分费米气体束缚在磁阱中进行蒸发冷却，成功

将费米气体冷却到了费米温度 FT 的 0.5 倍[15]。在随后的 2001 年，几个实验小组将

玻色子 Li7 和费米子 Li6 束缚在磁阱中进行蒸发冷却，最终使费米子冷却到费米温度

FT 的 0.21 倍[16-18]。同时，由于玻色子 Li7 的存在，可以说他们实现了由玻色费米

混合物组成的量子气体。 

 

图-1.4 同时冷却的玻色子 Li7
和费米子 Li6

的密度分布[17]。费米压阻碍了费米子在空间的凝

聚。 

从图-1.4 可以看到，在温度比较高(810nK)的情况下，玻色子和费米子的密度几

乎是相同的，可以用经典统计描述；当温度有所降低，如中间的图(510nK)，费米子

分布的宽度明显大于玻色子，量子统计开始体现出来。当系统处于更低的温度(240nK)

时，费米子分布的宽度远大于玻色子，验证了费米压的存在。当玻色子与费米子之

间存在相互作用时，其物理图像更加丰富，是当前研究的一个热点，详细的内容可

以参考综述文章[93,94]。 

1.1.4 理论方法简介 

玻色爱因斯坦凝聚在实验上实现后，人们对冷原子气体展开了深入的研究，包
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括两团 BEC 之间的干涉[19]，长程相位相干[20]，量子涡旋[21]，费米子形成的分子

凝聚体[22]等。这些现象都能用相干的宏观波函数来解释。由于玻色子之间的相互作

用非常弱，在临界温度以下的稀薄玻色气体几乎是纯的凝聚体，宏观波函数直接和

微观自由度相联系，修正的非线性薛定谔方程，即著名的 Gross-Pitaevskii(GP)方程

[23,24]可以完整定量的描述超冷原子气体的基态和动力学行为。在 GP 方程中，把相

互作用能看作与局域粒子密度成正比的平均场，从而稀薄气体中的多粒子行为转化

为有效的单粒子行为。如果宏观波函数存在小的涨落，那么我们可以得到 Bogoliubov

理论，用于描述凝聚体的激发行为。综述文章[91,92]和专著[95]都有这方面详细的介

绍。 

人们可以通过 Feshbach 共振磁场改变原子的散射长度，使得玻色子之间的相互

作用增大。一维系统中相互作用无穷大的玻色气体称为 Tonks-Girardeau(简称 TG)气

体，是以理论模型的提出者 Tonks 和 Girardeau 而命名的[25,26]。由于 TG 气体之间

无穷大的排斥相互作用，系统不能用相干的宏观波函数描述，但这种无穷大的排斥

相互作用使它类似于无相互作用的极化费米子。Girardeau 于 1960 年提出了费米玻色

映射(Fermi-Bose Mapping，简称 FBM)理论，利用极化费米子的波函数，成功地得到

了 TG 气体的波函数，能量，关联函数等，发现其密度分布和能量与无相互作用的极

化费米子完全相同，但其动量分布与极化费米子有很大的不同[26]。最近，Girardeau

利用玻色子与费米子的对应关系，得到了无穷大吸引相互作用的费米子的波函数和

能量[41]，也探讨了存在无穷大排斥相互作用的玻色费米混合物系统[44]。 

Bethe ansatz 方法可以处理任意相互作用强度的一维量子气体系统。1963 年，Lieb

和 Liniger 首次得到了δ 相互作用的一维均匀玻色气体的精确解[27]，他们研究的模

型采用周期性边界条件，而开边界条件的精确解由 Gaudin 给出[28]。之后，人们利

用 Bethe ansatz 方法陆续得到自旋为 1/2 的费米子，两分量玻色子，玻色费米混合物

以及其他多分量系统的精确解[49]。1969 年杨振宁兄弟研究了排斥相互作用的一维

玻色系统的热力学性质，将 Bethe ansatz 方法推广到有限温度的量子气体系统[29]。

随后，人们研究了有限温度下多分量的量子气体的热力学行为。 

随着计算机技术的发展，数值计算成为物理研究者的一个常用的工具，帮助人

们进一步进入奇妙的物理世界。很多的数值方法已经广泛应用于超冷原子气体的研

究，例如：矩阵精确对角化方法，量子蒙特卡罗方法，密度矩阵重整化群方法等，
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而且由这些数值方法得到的结果和实验符合得很好。 

第二节 我们的工作 

我们主要做了两个方面的工作，研究了双势阱中的少数玻色子气体的基态性质

和有限温度下准一维玻色费米混合物在简谐势阱中的密度分布等。 

为了探讨粒子的局域化性质，我们研究束缚在一个中间带有一个δ 势垒的无限

深势阱中的少数玻色子组成的系统。首先，利用 FBM 理论，得到 TG 气体在这样的

势阱中的基态性质，发现单体密度矩阵和动量分布等与粒子数目的奇偶性有密切的

关系。然后，利用矩阵精确对角化方法，得到任意相互作用强度下的基态的密度分

布，动量分布等。结果表明动量的次峰，随着势垒的升高而增大，随着粒子间相互

作用强度的增大而减小。 

玻色费米混合物是当前实验研究的热点，我们利用热力学 Bethe ansatz 方程研究

了有限温度下准一维玻色费米混合物在简谐势阱中的密度分布。用 Bethe ansatz 方法

解决玻色费米混合物系统必须满足两个前提条件：玻色子的质量等于费米子的质量，

玻色子与玻色子之间的相互作用强度等于玻色子与费米子之间的相互作用强度。实

验上利用 Feshbach 共振可以调节粒子之间的相互作用达到上面的要求；然而相同质

量的玻色子和费米子并不存在，但一些同位素的质量非常的接近，例如： Li7
和 Li6

，

Rb87 和 Rb86
， 我们的结论，例如玻色费米相分离，应该也适用于这些原子。根据

Yang-Yang 热力学的思路，我们推导出玻色子和极化费米子组成的混合物的热力学

Bethe ansatz 方程，然后基于这个方程，得到了有限温度下的准一维玻色费米混合物

在简谐势阱中密度分布。混合物出现玻色费米相分离需要更低的温度和更强的相互

作用。 

第三节 本文内容 

本文的第二章到第四章介绍与一维量子气体相关的一些基本理论，第五章和第

六章分别介绍我们的两个工作。在第二章，我们介绍了描述弱相互作用量子气体的

平均场理论；第三章对 TG 气体，费米 TG 气体以及其他强相互作用的混合物做了详

细的回顾；第四章主要介绍了 Bethe ansatz 方法和热力学 Bethe ansatz 方法在量子气

体中的应用；第五章研究了双势阱中的少数玻色子气体的基态性质；第六章基于热



第一章 绪论 

11 

力学Bethe ansatz方程研究了有限温度下准一维玻色费米混合物在简谐势阱中的密度

分布。 
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第二章 平均场理论 

基于平均场理论的 GP 方程，能够非常好的处理弱相互作用的玻色凝聚气体，与

实验结果一致。本章第一节主要用平均场理论讨论玻色凝聚气体的基态性质；第二

节基于平均场理论讨论玻色费米混合物的基态密度分布。 

第一节 玻色凝聚体 

一般情况下，BEC 中的原子之间的相互作用非常弱，Gross-Pitaevskii 方程非常好

地描述这种弱相互作用的 BEC 实验。本节分别从密度泛函理论和平均场理论得到

GP 方程，然后对玻色气体的基态性质进行分析。 

2.1.1 密度泛函理论 

   密度泛函理论(The density-Functional Theory, 简称 DFT)是处理多体问题的一个非

常成功的理论。它是在相互作用费米子系统的基础上发展起来的，提供了一个研究

非均匀玻色气体的严格方法。假定 N 个相互作用的玻色子在外势 ( )xVext 下，处于局

域热平衡状态，并且在位置 x 有能量密度 ( )ρε 。绝对温度下的连续性方程可以写为 

( )
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其中， v是原子速度。若加上量子动能项，上面的第二式变为 
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定义系统密度 ( ) ( )2,, txtx Ψ=ρ ，和原子的速度 
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从而，在绝热局域密度近似下，可得 Kohn-Sham(KS)类含时方程： 
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如果外势 ( )xVext 不含时，那么基态波函数可写为时间和空间分离的形式
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( ) ( ) ( )h/exp, tixtx μψ −=Ψ 。其中 ( )xψ 是已归一化的波函数，它满足 ( ) Nxdx =∫
2

ψ 。

由方程(2.4)可得对应的定态薛定谔方程： 

( )[ ] μψ
ρ
ρρεψψ

=Ψ
∂

∂
++− extV

dx
d

m 2

22

2
h                (2.5) 

此时，密度 ( ) ( ) 2xx ψρ = 。 

我们讨论原子间有排斥相互作用的均匀一维玻色气体。在稀薄的玻色气体中，

一般只发生两体相互作用，而发生三体相互作用的概率就非常小。在两体相互作用

中，一般情况下只考虑 s 波相互作用，因此粒子间的相互作用可以写成 ( )'1 rrU D −δ ，

r 和 'r 是粒子的坐标， DU1 是和 s-波散射有关的一维相互作用常数。均匀的δ 函数相

互作用的玻色多体系统可以通过 Lieb-Liniger 模型[27]精确求解。 

 

图-2.1 一维玻色原子分布示意图。对于不同的γ 区域都有：上图表示原子的相干长度 l 和原子间

距离 r ；下图表示一维原子气体的密度分布。当 1<<γ ，原子空间波函数趋于相同；当 1>>γ ，

玻色子趋于费米化，波函数在空间分离。 

 

一维相互作用系统可以用一个非常重要的无量纲参数 2
11 / hDD nmU=γ 来表征原

子气体所处的不同相互作用区域，其中 Dn1 是一维的线密度。 同时，还有两个相关

的长度物理量，单粒子波函数的特征长度 l (即德布罗意热波长 Tλ )和粒子间的平均距
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离 Dnr 1/1= 。在平均场区域， 1<<γ ，这时 rl >> ，长程的特征长度(相干长度)使原

子气体处于超流态。当 l靠近 r 时，系统就进入 TG 区，单粒子波函数在空间开始出

现分离。当 rl = 时， 1>>γ ，单粒子波函数在空间完全分离，粒子的密度分布变的很

宽，类似费米子的密度分布，如图-2.1 所示。 

据 Lieb-Liniger 模型[27]可以计算出两个极限条件下原子气体的能量密度为： 

( )

( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>>=

<<=

1
6

1
2
1

2
22

1

γρπρε

γρρε

m

U D

h
                     (2.6) 

从上式可以看出，在强相互作用区域，玻色气体的能量密度与原子间的相互作

用常数无关。将上面的能量密度代入方程(2.5)，得到弱相互作用的一维玻色气体满

足的非线性薛定谔方程： 

μψψ =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Ψ++− 2

12

22

2 Dext UV
dx
d

m
h                (2.7) 

和强相互作用的一维玻色气体满足的非线性薛定谔方程： 

μψψπ
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Ψ++− 4

22

2

22

22 m
V

dx
d

m ext
hh                (2.8) 

2.1.2 玻色凝聚体的平均场理论 

从密度泛函理论得到弱相互作用下的非线性薛定谔方程，也可以从平均场理论

同样得出。玻色凝聚气体的平均场理论是描述玻色爱因斯坦凝聚的一种非常成功的

理论，与和实验结果符合很好。为了研究弱相互作用的多体玻色系统，我们采用平

均场近似，并且假设系统的波函数是 N 个单粒子波函数的乘积，满足粒子交换对称

性。所有的玻色子都占据同一个单粒子态 ( )rφ ，忽略邻近的两个粒子的关联， N 个

粒子的波函数可设为 ( ) ( )∏ =
=Ψ

N

i iN rrrr
121 ,...,, φ ，其中单粒子态 ( )rφ 是归一的，

( ) 12 =∫ rdrφ 。系统的哈密顿量为 

( ) ( )∑ ∑= <
−+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=

N

i ji jii
i rrUrV
m

pH
1 0

2

2
δ ，            (2.9) 

其中 ( )rV 是系统的外势，最后一项是相互作用能， maU s /4 2
0 hπ= ， sa 是三维 s-波
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散射长度，可通过实验测量。哈密顿量在上面的态的期望值为 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫

∫ ∫

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
++∇=

ΨΨ=

4
0

22
2

2121
*

1

2
1

2

,...,,,...,,......

rUNrrVr
m

drN

rrrHrrrdrdrE NNN

φφφh           (2.10) 

假设凝聚体的波函数 ( ) ( )rNr φψ 2/1= ，则粒子的密度为 ( ) ( )2rrn ψ= ，忽略 N/1 阶项，

系统的能量为 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++∇= 4

0
22

2

2
1

2
rUrrVr

m
drE ψψψh              (2.11) 

同时波函数满足限制条件 ( )∫=
2rdrN ψ 。然后我们做变分， 0=− NE μδδ ，其中，化

学势μ是拉格朗日乘子，保证粒子数守恒。这个过程等价于固定μ同时使 NE μ− 最

小。我们让 NE μ− 对 ( )r*ψ 变分等于零，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rrrUrrVr
m

μψψψψψ =++∇− 2
0

2
2

2
h            (2.12) 

这就是定态 GP 方程。利用 ( ) ( ) ( )h/exp, tirtr μψψ −= ，得到含时 GP 方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )trtrUtrrVtr
m

tri t ,,,,
2

, 2
0

2
2

ψψψψψ ++∇−=∂
h

h       (2.13) 

相应的一维定态 GP 方程和含时 GP 方程分别为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xxxUxxVx
xm D μψψψψψ =++
∂
∂

− 2
12

22

2
h           (2.14) 

和 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )txtxUtxxVtx
xm

txi Dt ,,,,
2

, 2
12

22

ψψψψψ ++
∂
∂

−=∂
h

h      (2.15) 

2.1.3 托马斯-费米近似 

   在相互作用强度很大的情况下，相互作用能在系统能量中占主导地位，相比之下，

处于基态的系统的粒子由于受到非常强的相互排斥作用，其运动范围受到了限制，

因此，动能就会远小于相互作用能。这时候，哈密顿量中的动能就可以忽略掉，被

称为托马斯-费米(Thomas-Fermi)近似。一维定态 GP 方程变为 



博士学位论文：一维相互作用的量子气体的基态和热力学性质 

16 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xxxUxxV D μψψψψ =+ 2
1                  (2.16) 

则玻色子的密度分布为 

( ) ( ) ( )[ ]xV
U

xxn
D

−== μψ
1

2 1                     (2.17) 

同时玻色子密度分布的边界满足 ( ) μ=RV 。在外势为简谐势的情况 ( ) 22

2
1 xmxV ω= ，

我们得到凝聚体的半径为 

2
2 2

ω
μ

m
R =                              (2.18) 

则系统的粒子数为 

( ) 2
1

22

1

2
3
4

2
11

ω
μμωμ

mU
dxxm

U
dxxnN

D

R

R
D

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −== ∫∫ −

∞

∞−
        (2.19) 

将上式变换一下，得到化学势μ满足 

ω
ω

μ h
h

3/2

1

0

3/1 1
32
9

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= NU

a
D                    (2.20) 

其中单粒子基态的特征半径为 ωma /0 h= 。边界R 满足 

0

3/1

1

0

1
2
3 aNU

a
R D

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

ωh
                       (2.21) 

化学势μ和边界R 都是随着粒子个数 N 和相互作用强度 DU1 的增加而增加的。 

2.1.4 定态 Gross-Pitaevskii 方程的数值解 

虽然定态 GP 方程是一个非线性方程，通常没有解析形式的解，但其基态和激发

态可通过数值方法求解[30,31]，下面以外势为简谐势的一维定态 GP 方程为例用虚时

演化方法求其数值解。这种情况下的 GP 方程为 

( ) ( ) ( ) ( )xxUxxmx
dx
d

m D μψψψωψ =++− 3
1

22
2

22

2
1

2
h           (2.22) 

其中波函数 ( )xψ 是实函数并且归一到总粒子数 N ， ( ) Ndxx =∫
∞

∞−

2ψ 。为了便于数值

处理，我们引入长度单位 ωma /0 h= ，即单粒子基态的特征半径，并用 0a ， ωh 和 1
0
−a

来重新度量空间坐标，能量和粒子密度，即做变换 
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( ) ( )ξψωξ Ψ===
0

10 ,,
a
NxEEax h                 (2.23) 

这里波函数 ( )ξΨ 归一化到 1。这样定态GP方程可以写成 

( ) ( )ξμξ Ψ=Ψ 1H                       (2.24) 

而二阶微分算符H 定义为 ( )ξξ
ξ

2
1

2
2

2

2
1

2
1

2
1

Ψ++−= U
d
dH ，其中 1ωμμ h= ，

11 UU D ωh=  。 

为了数值计算，我们需要对坐标和波函数做离散化处理．为此首先将ξ取在个有

限的区间 [ ]2/,2/ LL− ，其中 L为此区间的长度，并将该区间划分为n个均匀的小区间，

间距为h，用 iΨ 来表示波函数在坐标 ihLi +−= 2/ξ 上的值，其中 ni ,...,2,1,0= ．这

样，离散化后的GP方程为 

( ) iiiiiii U
h

Ψ=Ψ+Ψ+Ψ−Ψ+Ψ− +− 1
3

1
2

112 2
1

2
121

2
1 μξ           (2.25) 

该差分方程可以等价于求一个大型对称三对角矩阵的实本征值和本征向量的问题。

其最小的两个个本征值对应基态和第一激发态，我们可以采用虚时演化方法的求解，

即 

Ψ−=
∂
Ψ∂ Ĥ
τ

                            (2.26) 

其中，τ 是“伪”时间。事实上，将含时的GP方程中的时间 t用 τi− 替换就可以得到上

面的方程。 
另外，系统的能量泛函为 

　 ( )( ) ( ) ( ) ( )∫
∞+

∞− ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

= xUxxmx
xm

dxxE D
4

1
222

22

2
1

2
1

2
ψψωψψ h

　    (2.27) 

其中第一个积分是凝聚体的动能 kinE ，第二个积分是谐振子能 hoE ，而最后一个积分

是粒子间的相互作用能 intE  。化学势的表达式可以从定态GP方程直接求得 

　 　　 ( ) ( ) ( )∫
∞+

∞− ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

= xUxxmx
xm

dx D
4

1
222

22

2
1

2
ψψωψμ h          (2.28) 

由于粒子间的相互作用的存在，这将导致每单位粒子能量与化学势是不相等的，它
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们满足关系 

( )
int

int21
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=++=

N
E

N
EEEE

N hokinμ                     (2.29) 

若计算系统的基态波函数，我们选择单粒子基态波函数作为初始猜测波函数

0Ψ ；若计算系统的第一激发态的波函数，单粒子第一激发态波函数可以作为初始猜

测波函数 0Ψ 。利用上面的公式，波函数经过多次迭代，最后变的非常稳定地趋于系

统的基态和第一激发态本征函数。具体的计算步骤如下： 

(1) 给出空间变量的一个步长 h 和“伪”时间步长 τΔ ； 

(2)选定一个初始的猜测波函数 0Ψ ，并用归一化条件 1
1

2 =Ψ∑
=

n

i
ih 归一化； 

(3)利用(2.26)式重复计算得到本征函数的近似值 1+Ψn ，注意每重复一次都必须进行归

一化； 

(4)计算系统的能量本征值、动能、势能、相互作用能和化学势等。 

 

  

   

 

从图-2.2 中，在排斥相互作用下，随着相互作用强度的增大，粒子之间排斥加强，

波函数开始变得平坦。在吸引相互作用下，随着粒子间吸引力的增强，波函数在中

间位置发生聚集(见图-2.3)，但当粒子间的吸引相互作用达到一定的程度，这种聚集

致使中间位置达到很高的密度而不稳定，出现塌缩现象，这时对应的 GP 方程是无解。 

我们得到有关各种能量的表格。当相互作用强度很大的情况下，系统的动能远小于 

图-2.2  排斥相互作用下的基态波函 图-2.3  吸引相互作用下的基态波函
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 μ  NE /  ( )kinNE / ( )hoNE / ( )int/ NE  

1U =0 0.5000 0.5000 0.2500 0.2500 0.000 

1U =10 2.0115   1.3161 0.1365 0.4841 0.6955 

1U =20 3.1073   1.9471 0.1035 0.6834 1.1602 

1U =50 5.6422   3.4402 0.0687 1.1695 2.2020 

1U =100 8.9199   5.3914 0.0494 1.8134 3.5286 

1U =-2 0.0626  0.2881 0.3133 0.2004 -0.2255 

1U =-5 -0.8001  -0.0906 0.4868 0.1321 -0.7095 

1U =-10 -3.1714  -0.9804 1.1523 0.0583 -2.1910 

 
表-2.1 每单位粒子的基态能量和化学势(能量单位为 ωh ) 

 

系统的势能和相互作用能，因此，此时的托马斯-费米近似是成立的。 

采用分步傅立叶变换法解(FFT)上面的微分方程，相对于大多数有限差分法可以

使运算速度提高一到二个数量级(尤其是 Matlab 软件已经将 fft 作为一种软件包，在

编程时可以直接引用，这使应用更加方便。)。这种方法由于采用了有限傅立叶快速

变换(FFT)算法，有较快的速度。因此，不同外势(简谐势，双势阱，简谐势+光晶格

势)，不同维度(一维，二维和三维)和不同组分(单组分，两组分和自旋-1)的 GP 方程

都可以用上面的方法轻松的求解其基态和第一激发态的密度分布和相应的各项能

量。当然，同样的方法应用于含时 GP 方程的实时演化，可以计算系统动力学行为。 

第二节 玻色费米混合物的平均场理论 

     在平均场理论下，玻色系统的波函数满足 GP 方程。在玻色费米混合物中，由

于玻色子受到了费米子产生的压力，GP 方程应包含与费米子的密度 ( )rnF 成正比的

相互作用项，即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )rrrngrgrV
m BFFBBB

B

ψμψψ =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++∇− 22

2

2
h        (2.30) 
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其中， BBg 和 FBg 分别表示玻色子与玻色子和费米子与玻色子之间的相互作用强度 

BF

fb
FB

B

bb
BB

m
a

g

m
a

g

2

2

4

4

h

h

π

π

=

=

                        (2.31)              

其中 bba 和 fba 分别表示玻色子与玻色子和费米子与玻色子之间的 s 波散射长度， BFm

是玻色子与费米子的约化质量， )/(2 FBFBBF mmmmm += 。 

费米子遵从费米狄拉克统计，粒子交换是反对称的，因而必须满足泡利不相容原

理，任何两个费米子不能占据同一个量子态，所以费米子不存在与玻色子类似的 GP

方程。但是，我们可以用经典的坐标和动量描述费米子的行为。 

根据量子统计力学的相空间理论，大小为 kdrd
rr 33 的相体积内的量子态数为

( )333 2/ πkdrd
rr

。由于绝对零度下的无相互作用的极化费米子呈现从低能级排到高能

级的费米海分布，即占据费米面以下所有的量子态，并且每个量子态上只有一个费

米子，因此，在局域费米波矢量 ( )rkF
r
以下，大小为 kdrd

rr 33 的相体积内的费米数也为

( )333 2/ πkdrd
rr

。对费米波矢量积分，我们可以得到局域密度分布 

( ) ( )
( )3

3

2
1

3
4

π
π rkrn FF

rr
=                     (2.32) 

位置 rr处具有最大能量的费米子处于费米面，其能量为动能 ( ) ( )FF mrk 2/22 r
h 和势能

( )rVF
r
之和。如果这个能量在各个位置的值不相等的，那么能量更大的费米子很容易

跑到能量更小的位置，系统就是不稳定的。因此，对于一个稳定的系统，各个位置

的局域费米面上的粒子具有相同的能量，即费米子的化学势 

( ) ( )rV
m

rk
F

F

F
F

r
r

h
+=

2

22

μ                       (2.33)  

与位置无关。这就是费米子的托马斯-费米近似[32]，它被广泛应用于原子物理

学，核物理学和天体物理学来处理有相互作用的多粒子体系，同样得到有关空

间密度的闭合方程。通过上面的两式，我们得到费米密度 
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( ) ( ) ( )[ ] 2/3
32

2/3

6
2 rVmrn FF

F
F

r

h

r
−= μ

π
                 (2.34) 

同时需要保证存在费米子的区域内 ( ) 0>− rVFF
rμ 。 

在玻色费米混合物中，费米子也受到了玻色子的作用。这种相互作用在平均场近

似下，正比于玻色子的密度。因此公式(2.36)中的外势应加入平均场势能，所以费米

子的密度修正为 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] 2/3
32

2/3

0,max
6
2 rngrVmrn BFBFF

F
F

rr

h

r
−−= μ

π
          (2.35) 

当玻色子之间的相互作用很大的时候，利用 Thomas-Fermi 近似，忽略动能项，玻色

子的密度应由公式(2.32)修正为 

( ) ( ) ( )[ ]0,max1 rngrV
g

rn FFBBB
BB

B
rrr

−−= μ              (2.36) 

玻色子和费米子的化学势可以根据粒子数确定， 

( )
( )∫

∫
=

=

rdrnN

rdrnN

BB

FF

rr

rr

3

3

                        (2.37) 

公式(2.37)和(2.38)可以用迭代的方法求出玻色子和费米子密度的数值解。 

 

图-2.4 Thomas-Fermi 近似下的玻色费米混合物的密度分布[33]。 
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510== FB NN ， HzB 502 ×= πω ， 098.98 aaBB = 。 

文章[33]给出了 Rb87 和 K40 各向同性的简谐势阱中密度分布。从图-2.4(a)可以看

出，在玻色子与费米子之间没有相互作用的情况下，由于泡利不相容原理，费米子

有一个较宽的分布范围，而玻色子则集中分布在中间区域。当玻色子与费米子之间

为吸引相互作用时，在重叠区域，费米子的密度升高，因为中心区域的玻色子的密

度高于边缘区域，越到势阱的中心区域，费米的密度升高的幅度越大，而玻色子密

度的变化不明显。当玻色子与费米子之间为排斥相互作用时，在重叠区域，费米子

的密度降低，势阱中心的部分费米子被排斥到边缘。随着排斥相互作用的增大，势

阱中央的费米子完全被排斥到边缘，出现了相分离现象。 

如图-2.5(a)所示，当玻色子与费米子之间为非常强的吸引相互作用时，公式(2.37)

和(2.38)的数值迭代过程是不收敛的，因此上面的方程没有自洽解，表明此时的混合

物是不稳定的，在实验上表现为塌缩现象。为了总结不同相互作用强度下混合物的

特性，图-2.5(b)给出了简谐势下的玻色费米混合物的相图。当玻色费米相互作用强度

很小时，混合物处于稳定的状态。随着玻色费米间的吸引相互作用变大，混合物由

稳定区域过渡到塌缩区域；随着玻色费米间的排斥相互作用变大，混合物由稳定区

域过渡到相分离区域。 

 
图-2.5(a)强吸引相互作用下的玻色费米混合物的不稳定性(坍缩)在平均场下表现出的迭代过程。

(b)简谐势下的玻色费米混合物的相图。
56 105,10 ×== FB NN [33]。 

 

     在一维情况下，相空间 dxdk 内的量子态数为 π2/dxdk ，那么处于绝对零度的无

相互作用的极化费米子在局域费米波矢量 ( )xkF 以下的相空间 dxdk 内的量子态数为
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π2/dxdk 。对费米波矢 k 从 ( )xkF− 积到 ( )xkF ，我们得到费米子的局域密度分布函数

和局域费米波矢量的关系为 

( ) ( )xkxn FF 22 =π                       (2.38) 

它与三维的情况有所不同，按照上面的思路，我们可以得到一维混合物中的费米密

度函数的方程 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] 2/11
2/1

0,max2 xngxVmxn B
D

FBFF
F

F −−= μ
πh

           (2.39) 

其中 D
FBg1 是一维的玻色子与费米子碰撞的相互作用强度。同时玻色子满足方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xxxngxgxV
dx
d

m BF
D

FB
D

BBB
B

ψμψψ =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++− 121

2

22

2
h        (2.40) 

其中 D
BBg1 是一维的玻色玻色相互作用强度。当玻色子之间的相互作用很强时，利用

Thomas-Fermi 近似，忽略其动能项，得到 

( ) ( ) ( )[ ]0,max1 1
1 xngxV

g
xn F

D
FBBBD

BB
B −−= μ                (2.41) 

玻色子和费米子的化学势同样由粒子数确定， 

( )
( )∫

∫
=

=

dxxnN

dxxnN

BB

FF
                          (2.42) 

假设玻色费米混合物囚禁在简谐势中，玻色子和费米子外势分别为 ( ) 22

2
1 xmxV BBB ω=

和 ( ) 22

2
1 xmxV FFF ω= ，并且 ( ) ( )xVxV FB = 即 BFFB mm // =ωω 。为了计算的方便，我

们重新标记坐标，定义 xmx BBω2
1~ = ，其量纲为能量平方根。托马斯-费米近似下的

玻色和费米密度函数为 

( ) ( )[ ]0,~~max1~ 12
1 xngx

g
xn F

D
FBBD

BB
B −−= μ  

( ) ( ) ( )[ ] 2/112
2/1

0,~~max2~ xngxmxn B
D

FBF
F

F −−= μ
πh

 

同时，粒子数等式变为 
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( )∫= xdxn
m

N B
BB

B
~~12

ω
 

( )∫= xdxn
m

N F
FF

F
~~12

ω
 

下面讨论准一维简谐势中 Rb87 和 K40 的密度分布。假设准一维简谐势的轴向和径向频

率 分 别 为 HzB πω 250×= 和 Hzπω 23280×=⊥ 。 玻 色 玻 色 相 互 作 用 近 似 为

BB
D

BB ag ⊥≅ ωh21 ，其中三维散射长度取作 098.98 aaBB = ( 为玻尔半径0a )。 

 

图-2.6 准一维下的玻色子和费米子的基态密度分布。
34 10,10 == FB NN 。 

从图-2.6 可以看出，准一维的密度分布和三维的情况类似。在吸引相互作用下，

重叠区域的费米子的密度升高，而排斥相互作用下，中间的费米子被排斥到边缘，

随着相互作用的增加，混合物发生相分离。 
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第三章 无穷大相互作用的量子气体 

  前面的平均场理论只能处理相互作用比较弱的量子气体，本章讨论粒子间存在无

穷大相互作用的各种系统。第一节主要介绍无穷大相互排斥作用的玻色气体的基态

性质和以及一些动力学行为；第二节介绍无穷大吸引相互作用的极化费米气体的基

态的占据数分布和动量分布等；第三节介绍无穷大相互排斥作用的玻色费米混合物

的基态性质。 

第一节 Tonks-Girardeau 气体 

Tonks-Girardeau(简称TG)气体是指一维系统中相互作用无穷大的玻色气体。众

所周知，玻色爱因斯坦凝聚中的多个原子的波函数是可以叠加在一起并能够相互穿

透，整体上表现为单粒子行为，具有宏观量子效应。而在TG气体中，玻色子是硬核

的，不可穿透的，多个硬核玻色子也不能占据同一位置，并且他们被限制在一个一

维系统中，就像公路上由于塞车而出现的汽车排成长龙的现象。 

假设一个一维系统由 N 个玻色子组成，玻色子之间存在接触碰撞相互作用，系

统的哈密顿量为 

( )( )∑∑ ≠=−
−+=

N

jiji jiD
N

i i xxUhH
1, 11 2

1 δ                     (3.1) 

其中第一项是对所有单粒子哈密顿量 ih 的求和，第二项是粒子间的相互作用项， DU1

是相互作用强度。当 DU1 等于零时，表示粒子间没有相互作用；当 DU1 趋向于正无穷

大时，粒子之间是不可穿透，即 TG 气体，这时波函数 ( )Nxxx ,...,, 21ψ 满足 

( ) ,1,0,...,, 21 Njixxxxx jiN ≤<≤== 当ψ               (3.2) 

这意味着 TG 气体可以看成一群受单粒子哈密顿量 ih 控制的“自由”玻色子，同时波函

数满足上面的约束条件。而这个约束条件等价于具有粒子坐标交换反对称性的自由

费米子。因为遵从泡利不相容原理，任意两个费米子不能占据同一个位置。基于这

种等价性，Girardeau[26]提出了费米玻色映射理论，即利用自由费米子的波函数，改

变其粒子交换对称性来构造 TG 气体的波函数。TG 气体的波函数 ( )NTG xx ,...,1ψ 和无

相互作用的费米子的波函数 ( )NF xx ,...,1ψ 有如下的对应关系 
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( ) ( ) ( )NFNNTG xxxxAxx ,...,,...,,..., 111 ψψ =                (3.3) 

其中单位反对称函数 ( )NxxA ,...,1 定义为 ( ) ( )∏ >
−=

ji jiN xxxxA sgn,...,1 ， ( )xsgn 是符号

函数。通过单位反对称函数，就把粒子交换反对称的波函数变成了粒子交换对称的

波函数，从而满足玻色子的对称性要求。基态的费米子波函数可以用斯莱特行列式

构造 ( ) ( )[ ]jn
NN
jnNF xNxx φψ ,1

1,010 det!/1,..., −
=== ，其中， ( )jn xφ 是单粒子波函数。TG 气体的

基态波函数可以简化成[26]: ( ) ( )NFNTG xxxx ,...,,..., 1010 ψψ = 。TG 气体可以通过这种方

法精确可解，而且两种系统的密度分布和能量完全相同。 

然而，他们的量子关联是不同的，可以通过单体密度矩阵和动量分布表示出来。

单体密度矩阵和动量分布的定义如下： 

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
= NTGNTGN xxyxxxdxdxNyx ,...,,,...,,..., 22

*
2 ψψρ           (3.4) 

( ) ( ) ( )[ ]yxikyxdydxNkn −−= ∫∫
∞

∞−

∞

∞−
exp,ρ                    (3.5) 

其中 ( )kn 已经归一化。但多重积分的计算带来很大的麻烦，为了克服这个困难，Pezer 

和 Buljan 以单粒子波函数为基对单体密度矩阵作了化简[40]， 

( ) ( ) ( ) ( )∑ =
=

N

ji jiji yyxBxyx
1,

* ,, φφρ                 (3.6) 

系数 ( )yxBij , 是一个 NN × 的矩阵 ( ) ( ) PPyxB T det, 1−= ，其中矩阵 P 的矩阵元为

( ) ( ) ( )∫−=
y

x jiijij xxdxyxP '''2, * φφδ ，这儿 yx < 。这就能够计算拥有更多粒子的系统。 

非对角长程有序与单体密度矩阵的非对角元有关，非对角元越大，系统非对角

长程有序越高。Girardeau 在 2001 年的文章[34]中指出，随着粒子数 N 变大，和对角

元相比，非对角元减少，说明在热力学极限下，一维简谐势中硬核玻色子的非对角

长程序将会消失，即不存在玻色爱因斯坦凝聚。 

   还有另一个判断系统是否非对角长程序的标准是：在宏观系统中，当单体密度矩

阵的最大本征值也是宏观的(与 N 相比)，则存在非对角长程序。这时，系统呈现玻色

爱因斯坦凝聚状态，最大本征值对应的本征函数(凝聚轨道)，相当于系统的序参数。

尽管这个标准对微观系统不是严格成立的，但是，如果单体密度矩阵的最大本征值

远大于 1，我们可以认为系统呈现了一些类似于玻色爱因斯坦凝聚相干的效应。单体

密度矩阵的本征方程如下： 
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( ) ( ) ( )xdyyyx jjj ϕλϕρ =∫
∞

∞−
,                        (3.7) 

其中 jλ 是本征值， ( )xjϕ 是本征函数。当我们做数值计算时，空间将会离散化，单体

密度矩阵也会离散化，就变成了真正的矩阵，上面的本征方程就变成了离散的形式，

求本征值的过程就是单体密度矩阵对角化的过程。Girardeau 得到，最大本征值与粒

子数的关系为 59.0
0 N≈λ ，系统不存在真正的玻色爱因斯坦凝聚[34]。 

另外，动量分布函数也可以和本征函数联系起来 ( ) ( )∑= j jj kkn
2

μλ ，其中 ( )kjμ

是上面本征函数的傅立叶变换： ( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

− −= dxikxxk nj exp2 2/1 ϕπμ 。而 TG 气体的动

量分布中，中间呈现出一个很尖的峰，两边有很长的尾巴。在文献[35]中，作者利用

费米玻色映射理论得出在简谐势场中的 TG 气体的动量 k 在较大值的分布呈 4−k 衰减

的规律，并用蒙特卡罗数值方法计算了两个硬核玻色子和两个无相互作用的费米子

在一维简谐势中的动量分布，验证了同样的规律，如图-3.1 所示，圆圈标记 TG 气

体的动量分布，方块标记费米子的动量分布。而后文献[36]指出，在任何相互作用强

度下，动量 k 在较大值的分布满足 4−∝ k 是一个普适规律，而 TG 气体只是一个特例，

并且这种规律与束缚粒子的势场无关。对于 TG 气体动量较小部分的密度分布，则具

有 k/1 的尖峰特征[36,37]，如图-3.2 所示。 

   

 

 

 

图-3.1 两个硬核玻色子和两个无相互作用的

费米子在一维简谐势场中的动量分布[35]。 

图-3.2 TG 气体和无相互作用的费米子

在零温时的动量分布[36]。 
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最近，吴飙等人利用研究了费米玻色映射理论研究了一维周期势阱中的 TG 气体

的基态性质[38]。通过对基态的分析得出，当玻色子的数目是格点数的整数倍时，系

统处于 Mott 绝缘相，其能隙仍为周期势阱中单粒子的能隙；反之，系统处于金属相，

而不是超流相。林海青等人也对周期性势阱中的 TG 气体做了详细的研究[39]。    

Pezer 和 Buljan 将费米玻色映射理论推广到动力学过程[40]。他们将(3.3)式变为

含时的形式： 

( ) ( ) ( )txxxxAtxx NFNNTG ,,...,,...,,,..., 111 ψψ =                   

其中相应的费米系统的波函数为 ( ) ( )[ ]txNtxx jnNF ,det!/1,,...,1 φψ = ，单粒子波函数

( )txn ,φ 满足含时薛定谔方程 

( ) ( ) ( )txtxV
xm

tx
t

i nn ,,
2

, 2

22

φφ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

∂
∂

−=
∂
∂ h

h  

设单粒子初始波函数为 ( ) ( ) ( )xikxutx nn 'exp, =φ ，其中 ( )xun 是简谐势的本征函数， 'k 粒

子的初始波矢。他们研究了周期性的格子组成的圆环中已经局域化的 TG 气体的动力

学行为，即计算了 TG 气体在不同时间的动量分布，从而得到结论：粒子间无穷大的

相互作用抑制了布拉格反射峰。 

第二节 费米 Tonks-Girardeau 气体 

针对无穷大的吸引相互作用的极化费米子，M. D. Girardeau 和 E. M. Wright 提出

了费米 Tonks-Girardeau 气体(简称 FTG)[41]。由于泡利不相容原理，极化的费米子之

间不可能发生 s 波碰撞，但可以存在 p 波碰撞。由于 p 波碰撞的相互作用强度很弱，

一般情况下，无须考虑这种碰撞。现在随着实验水平的提高，人们可以通过 Feshbach

共振技术改变这种 p 波碰撞的相互作用强度和符号，进而得到准一维的相互作用无

穷大的吸引的极化费米子。假想这种情况下的基态的费米子也会发生凝聚，与没有

相互作用的玻色系统的基态相对应，并改变粒子交换对称性，FTG 气体的基态波函

数是 

( ) ( ) ( )∏
=

=
N

j
jNNFTG xxxAxx

1
011 ,...,,..., φψ                     (3.8) 

因为 ( ) 1,..., 2
1 =NxxA ，FTG 气体的密度与无相互作用的玻色气体的密度完全相同。在
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简谐势阱中，单体密度矩阵为 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] 1
00 ,, −×= NyxFyxNyx φφρ                       (3.9) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )oscosc xyerfxxerfdzzzyzxyxF //1sgnsgn, 2
0 −−=−−= ∫

∞

∞−
φ ， ( )xerf 是误

差函数，特征长度 ωmxosc /h= 。数值对角化单体密度矩阵，可以得到占据数的分 

   

布情况。从图-3.3 和图-3.4 可以看出，占据数分布出现了台阶分布，在费米面的下面

仍然存在，说明费米子之间存在非常强的相互作用。 

      

 

 

文献[42]研究了FTG气体的动量分

图-3.3 占据数 jλ 的分布情况[41]。(a)N=2，

(b)N=3。虚线代表自由费米子的结果。 

图-3.4 占据数 jλ 的分布情况[41]。(a)N=2，

(b)N=3。虚线代表自由费米子的结果。 

图-3.5 一维简谐势阱中的无穷大吸引相互作

用的极化费米子的动量分布[42]。 oscz xa = ，

插图中的 ( )kn 已经归一化。 

图-3.6 用量子蒙特卡罗方法得到的一

维简谐势下的强相互作用的玻色气体

的动量分布[43]。 
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布，其动量分布的宽度随着粒子数 N 的增加而增加，而强相互作用的玻色气体的动

量分布的宽度却随着粒子数的增加而减少，如图-3.5 和图-3.6。对于图-3.5 中的小动

量处的振动行为，文献[42]解释的原 

因是简谐束缚势而不是费米子之间的强吸引相互作用。当 ∞→πoscx 和粒子数

∞→N ，同时 ( )πoscaNn /= 是一个常数，即热力学极限下，单体密度矩阵可近似化

简为 ( ) ( ) ( ) ( )yxnyxNyx −−= 2exp, 00 φφρ ，相应的动量分布可化为洛仑兹形式：

( ) ( )[ ]224/2 knnkn += π ，这和没有外势的情况相同。 

第三节 无穷大相互作用的玻色费米混和物 

Girardeau 和 Minguzzi 在 2007 年将 TG 气体推广到混合物[44]。下面以玻色费米

混合物为例介绍这种推广。 

考虑由 BN 个玻色子和 FN 个费米子组成的混合物，玻色子和玻色子之间存在无

穷大的接触碰撞排斥作用；费米子之间没有相互作用，但满足泡利不相容原理；玻

色子与费米子存在着无穷大的接触碰撞排斥作用。这里假设玻色子与费米子的质量

相等 mmm FB == 。假设玻色子和费米子的坐标分别为 ( )BNBB B
xxX ,...,1= 和 

( )FNFF F
xxX ,...,1= ，并且玻色子和费米子感受到的外势也是相同的，例如：

( ) ( )jBjBB xVxV = 和 ( ) ( )lFlFF xVxV = 。系统的哈密顿量为 

BFBBFB HHHHH ˆˆˆˆˆ +++=  

其中 ( )∑
= ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+

∂
∂

−=
BN

j
jB

jB
B xV

xm
H

1
2

22

2
ˆ h

， ( )∑
= ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+

∂
∂

−=
FN

j
jF

jF
F xV

xm
H

1
2

22

2
ˆ h

，玻色玻色碰撞相互

作用和玻色费米相互作用可以写成： ( )lBjBBB xxg −δ 和 ( )lFjBBF xxg −δ ，其中， +∞→BBg

和 +∞→BFg ，它们可以理解为两个粒子发生碰撞，波函数便消失，即 

( ) lFjBlBjBFB xxxxXX === 或当0,ψ               (3.10) 

这样，粒子间的相互作用就转换成上面的限制条件了。 

从上面的限制条件(3.10)和全同费米子之间的交换反对称性，说明只要粒子发生
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碰撞，不论是玻色子，还是费米子，波函数就会变为零。 FB NNN += 个自由费米子

的波函数满足上面的限制条件(3.10)，因此 N 个自由费米子的波函数为基态的母函数 

     ( ) ( ) ( )[ ]jn
NN
jnNFFBM xNxxXX φψψ ,1

1,010 det!/1,...,, −
====           (3.11) 

为了满足玻色子和费米子各自的宇称，引入单位反对称函数 

( ) ( ) ( )∏∏∏
= =≤<≤

−−=
B F

B

N

j

N

l
lFjB

Nlj
lBjBFB xxxxXXA

1 11

sgnsgn,               (3.12) 

则系统的波函数为 

( ) ( ) ( )FBMFBFB XXXXAXX ,,, ψψ =                      (3.13) 

费米子和玻色子的单体密度矩阵分别为 

( ) ( ) ( )∫= FBFBFBBB dXdXXXyXXxNyx '''* ,,,,, ψψρ                (3.14) 

( ) ( ) ( )∫= '''* ,,,,, FBFBFBFF dXdXyXXxXXNyx ψψρ              (3.15) 

其中， ( )BNBB B
xxX ,...,2

' = 和 ( )FNFF F
xxX ,11

' ,..., −= 。从上式可以看出，玻色子密度分

布，费米子的密度分布都和系统的总的密度分布成比例，即 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )xNNx

xNNx

TGFF

TGBB

ρρ
ρρ

/
/

=
=

                       (3.16) 

这儿， ( ) ( )∑ −

=
=

1

0

2N

n nTG xx φρ 。通过简单的计算就可以发现，玻色子的单体密度矩阵和 

 

图-3.7 不同玻色子数目下的费米子的动量分布[45]。费米子数目为 4=FN 。曲线对应的玻色

子数目从最小值 0=BN (实线)变到最大值 3=BN (双点线)。 
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动量分布与纯的 TG 气体的相应的分布完全相同，而费米子却有所不同。从图-3.7 可

以看出，随着玻色子数目的增加，费米的动量振荡会减弱[45]。另外，费米子在大动

量区域也出现了 4−k 衰减的规律[45]。
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第四章 Bethe ansatz 方法与热力学 Bethe ansatz 方法 

    我们从量子力学课本得知，很多束缚在势阱中的单粒子系统是精确可解的，少

数的两体系统也是可精确求解的，例如：简谐势中两个玻色子组成的系统，但多体

系统能够精确求解的并不多，然而 Bethe ansatz 方法却是个特例，它能够对很多多体

量子系统进行精确求解。 

1931 年物理学家 Bethe 首次提出了 Bethe ansatz 方法，成功地解决了一维铁磁

Heisenberg 模型的基态能量问题[46]。1938 年 Hulthen 将这种方法推广到一维反铁磁

Heisenberg 模型[47]。1963 年 Lieb 和 Liniger 用 Bethe ansatz 方法给出了一维δ 相互

作用的均匀无自旋的玻色子系统的精确解[27]。随后，这种方法被推广到费米子

[48,49]，多分量的玻色子[50]以及玻色费米混合物[51]等系统。与此同时，杨振宁兄

弟于 1969 年用 Bethe ansatz 方法解决了有限温度下的一维δ 相互作用的均匀玻色气

体的热力学问题[29]。1968 年 Lieb 和 Wu 解决了一维 Hubbard 模型[52]。Bethe ansatz

方法还被用来处理一些二维模型，例如，1967 年 Lieb 借助转换矩阵(transfer matrix)

成功解决了冰模型(即六顶点模型) [53]。 

上面的这些方法一般被称为坐标 Bethe ansatz 方法，其基本思想是：波函数是分

区域的波函数，在区域内部没有相互作用，波函数可写成平面波的叠加形式，其中

叠加系数是待定的；根据不同区域的波函数满足连续性条件和薛定谔方程，可以由

散射矩阵确定叠加系数之间的关系；同时这些散射矩阵还满足一些自洽性条件，这

些自洽性条件现今通称为 Yang-Baxter 方程。 

另外，Faddeev 和 Takhtajan 于 1978 年提出的量子反散射方法(代数 Bethe ansatz

方法)是处理低维量子可积系统的一种普适而有效的方法[54]。此方法已被成功的应

用于许多物理模型，如：XXX 模型、XYZ 模型、t-J 模型等，使得可积系统的研究

具有了丰富的内容。 

玻色爱因斯坦凝聚在实验上实现以后，由于 Bethe ansatz 方法得到的结果能够和

实验数据相比较，Bethe ansatz 方法又一次成为当前研究的热点。最近，玻色气体的

关联函数[55-58]和动力学行为[59]，开边界下的量子气体[60-65]，布局数不对称分布

的费米子[66,67]，多分量量子气体的磁性质[68,69]，玻色费米混合物[70-72]，任意子

[73]等得到人们详细的研究。 
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本章主要介绍一维δ 相互作用的均匀玻色子系统的基态性质和有限温度下的热

力学性质以及多分量的情况。 

第一节 一维相互作用的均匀玻色气体的精确解  

存在粒子碰撞相互作用的一维系统由 N 个玻色子组成，长度为 L，令 12 == mh ，

其哈密顿量为 

( )∑∑
<=

−+
∂
∂

−=
ji

ji

N

i i

xxc
x

H δ2
1

2

2

                   (4.1) 

其中第一项是粒子的动能， ix 是第 i个粒子的坐标；第二项是粒子间的相互作用能，

表示两个粒子只有发生接触才会有相互作用，c 表示粒子间的相互作用强度。当 c 为

正值时，粒子间相互排斥；当 c 为负值时，粒子间相互吸引。我们将首先详细讨论

这个系统在周期性边界下的基态性质[27]，然后简单介绍开边界情况下的一些独特的

性质[28,62]。 

4.1.1 Bethe ansatz 方法 

系统的本征方程为 

( ) ( ) ( )NN
ji

ji

N

i i

xxxExxxxxc
x

,...,,,...,,2 2121
1

2

2

ψψδ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

∂
∂

− ∑∑
<=

       (4.2) 

其中 ( )Nxxx ,...,, 21ψ 是本征函数，E 是本征能量。当两个粒子发生碰撞的时候，波函

数是连续的，但上式中的δ 相互作用可以导致波函数导数不连续的接触边界条件。

为此，我们首先将本征方程变换到相对坐标系，令 2/)( nm xxX += 和 nm xxY −= ，

本征方程(4.2)则变为 

( ) ( ) ( ) 02'22
2
1

2

2

2

2

2

2

2
1

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−+

∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

− ∑
<

LLLLL YXEYcxxc
xYXx ji

ji
N

ψδδ  

其中∑ '表示对δ 函数所有的求和项中不包括 nm xx − 。此方程在区间 ( )εε ,− 内对 Y

积分，其中ε 是一无限小的正数， 

( ) ( ) 0'2
2
1

2

2

2

2

2
1

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+

∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

−∫ ∑
+

− <

dYYXExxc
xXx ji

ji
N

LLLLL ψδ
ε

ε
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( ) ( ) ( )
nm xxnm xxcdYYXYc =

+

−

=∫ |22 LLLLLL ψψδ
ε

ε

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) εε

εε

ε

ε

ψψ

ψψψ

−=+=

−=+=

+

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−=

∂
∂

+
∂
∂

−=
∂
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nmnm xxnm
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xxnm
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xx

xx
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Y

YX
Y

dYYX
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||

|2|22 2

2

LLLLLL
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我们可以得到接触边界条件 

( ) ( )

( )
nm

nmnm

xxnm

xxnm
nm

xxnm
nm

xxc

xx
xx

xx
xx

=

−=+=

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

|2

||

LLL

LLLLLL

ψ

ψψ εε    (4.3) 

又因为玻色子的波函数满足粒子交换对称性 ( ) ( )LLLLLL mnnm xxxx ψψ = ，则上

式中的第二项满足 

( ) ( ) εε ψψ +=−= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−
mnnm xxmn

mn
xxnm

nm

xx
xx

xx
xx

|| LLLLLL  

所以(4.3)式中的前两项是等价的。当 0=ε 时，这两项相等。 

    定义区域 NxxxR ≤≤≤≤ L211 0: 。由于玻色子的波函数满足粒子交换对称性，

不在 1R 区域的波函数可以通过交换 1R 区域的波函数中的粒子坐标而得到，而且波函

数的值保持不变，所以说，在 1R 区域的波函数的特性等价于整个区域的波函数的特

性。下面的讨论仅限于 1R 区域，即原来整个空间的波函数 ( )Nxxx ,...,, 21ψ 现在只限于

1R 区域。根据上面的讨论，利用粒子交换对称性，由(4.3)式可以得到 1R 区域内的波

函数满足的接触边界条件 

( ) ( )
jjjj xxjjxxjj

jj

xxcxx
xx =+=+

+
++

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

−
∂
∂

11
|,|, 11

1

LLLL ψψ          (4.4) 

粒子间的碰撞为弹性碰撞，系统不损失能量；而当在 1R 区域内的粒子不发生碰撞时，

此区域内的本征方程变为 

( ) ( )NN

N

i i

xxxExxx
x

,...,,,...,, 2121
1

2

2

ψψ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−∑
=

            (4.5) 

令系统的波函数满足周期性边界条件 
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( ) ( )NN xxLxx ,...,,,...,,0 22 ψψ =                   (4.6) 

但是右边的一项不在 1R 区域内。根据波函数满足粒子交换对称性，我们可以定义

( ) ( )LxxxxL NN ,,...,,...,, 22 ψψ ≡ ，所以 

( ) ( )Lxxxx NN ,,...,,...,,0 22 ψψ =                    (4.7) 

( ) ( ) LxNxN xxx
x

xxx
x == ∂

∂
=

∂
∂ |,,...,|,...,, 202 ψψ              (4.8) 

   其实这两个等式是等价的，系统的波函数只需同时满足(4.4)、(4.5)、(4.7)三个等

式。下面根据这些等式对波函数做出假设，让其满足这三个等式，从而得到波函数

中的一些假定的参数。当粒子没有发生碰撞时，又因为没有外势，根据本征方程(4.5)

式，每个粒子都可以看成自由粒子，可以用平面波来描述，例如： ( )ikxexp ，其中 k 和

x 分别是粒子的波矢和坐标。系统有 N 个粒子 ( )Nxxx ,...,, 21 ，相应地有 N 个波矢

( )Nkkk ,...,, 21 。由于 N 个粒子是全同的，每个粒子的波矢可以是 N 个波矢中的任何一

个。由于在 1R 区域粒子的坐标的顺序是固定的，所以波函数应考虑波矢的所有排列

方式。不同的排列方式是通过粒子的碰撞来实现的，碰撞产生的后果是平面波在粒

子碰撞前后会产生一个相位差，也就是说，每种排列对应着不同的相因子(或系数)。

为此，Lieb 和 Liniger [27]对波函数做了如下的假设 

( ) ( )∑ ∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

=P

N

j
jPN xkiPaxxx

j
1

21 exp,...,,ψ               (4.9) 

其中求和号表示对所有波矢{ }jk !N 种排列的求和， ( )Pa 表示和排列 P 有关的系数。

在 1R 区域之外的波函数可以通过玻色系统的粒子交换对称性来得到。根据等式(4.5)，

我们可以得到系统的能量 ∑
=

=
N

j
jkE

1

2 。 

这部分只讨论相互作用强度 c为正数， jk 的解为实数的情况。为了详尽的阐述

波矢 jk 的求解过程，我们首先讨论 N =2 的情况，系统的波函数被假设为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2112221121 exp21exp12, xikxikaxikxikaxx +++=ψ         (4.10) 
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将此波函数代入接触边界条件 ( ) ( )
1212

|,|, 2121
12

xxxx xxcxx
xx == =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂ ψψ ，可以得到系数

( )12a 和 ( )21a 的关系 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )12

12

12 exp121221 kkia
kkic
kkicaa −−=

−+
−−

−= θ           (4.11) 

其中 ( ) ( )cxx /arctan2−=θ ，是一个反对称的函数 ( ) ( )xx θθ =− ；再将此波函数代入周

期 性 边 界 条 件 ( ) ( )Lxx ,,0 22 ψψ = , 可 以 得 到 ( ) ( ) ( ) 0exp2112 1 =− Likaa 和

( ) ( ) ( ) 0exp1221 2 =− Likaa 两个关系式；最后联合上面的关系，可以得到 

( ) ( )( )
( ) ( )( )212

121

expexp
expexp

kkiLik
kkiLik

−−=
−−=

θ
θ

                  (4.12) 

这就是所谓的 Bethe ansatz 方程 

对于 3N = 的情况，系统的波函数被假设为 

( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )312213322113

312312332112

322311332211

321

exp321exp312
exp231exp213
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,,

xikxikxikaxikxikxika
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xikxikxikaxikxikxika

xxx

++++++
++++++
+++++=

ψ

     (4.13) 

此时的三个波矢 321 ,, kkk 总有 6 种排列方式，对应着 6 个系数 ( )Pa 。将波函数代入 1x

与 2x 粒子发生碰撞时的接触边界条件 ( ) ( )
1212

|,,|,, 321321
12

xxxx xxxcxxx
xx == =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂ ψψ ，可以

得到相邻的两种排列系数的关系 

( ) ( ) ( )( )
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( ) ( ) ( )( )23
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exp231321
exp132312
exp123213
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kkiaa
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−−=
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θ

 

同 理 ， 将 波 函 数 代 入 2x 与 3x 粒 子 发 生 碰 撞 时 的 接 触 边 界 条 件

( ) ( )
2323

|,,|,, 321321
23

xxxx xxxcxxx
xx == =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
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−
∂
∂ ψψ ，可以得到相邻的两种排列系数的关系 

 ( ) ( ) ( )( )
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( ) ( ) ( )( )12exp312321 kkiaa −−= θ  

虽然由接触边界条件只得到相邻的两种排列系数的关系，但任何两种排列系数的关

系都可经过多次的轮换(相邻的两种排列的置换)而联系起来。例如： ( )321a 与 ( )123a 的

关系可以通过两种轮换途径实现， 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )123213231321

123132312321
aaaa
aaaa

⇒⇒⇒
⇒⇒⇒

 

但是这两种轮换途径是等价的，它们可以得到同样的关系， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )231312exp123321 kkikkikkiaa −+−+−−= θθθ  

再将波函数代入周期性边界条件 ( ) ( )Lxxxx ,,,,0 3232 ψψ = ,可以得到 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )Likaa

Likaa
Likaa

3

2

1

exp123312
exp132213
exp231123

=
=
=

 

联合上面的三个等式和任意两个排列系数的关系，可以得到三个粒子的 Bethe ansatz 

方程 

( ) ( ) ( ) ( )( )1312
2

1 exp1exp kkikkiLik −+−−=− θθ              (4.14) 

( ) ( ) ( ) ( )( )2321
2

2 exp1exp kkikkiLik −+−−=− θθ              (4.15) 

( ) ( ) ( ) ( )( )3231
2

3 exp1exp kkikkiLik −+−−=− θθ              (4.16) 

对于任意的粒子数 N 的情况，波函数采用(4.9)的形式。设P 表示一种排列顺序

{ }Nji kkkk αα ,,,, 1 L ，将其中 ik 和 jk 的顺序交换一下，得到另一种排列顺序 Q ：

{ }Nij kkkk αα ,,,, 1 L 。将波函数(4.9)代入接触边界条件(4.4)，可以得到 

( )( ) ( )( )

( ) ( )
21

21

|expexp

|expexp

3
21

3
21

3
21

3
21

xx

N

l
llij

N

l
llji

xx

N

l
llijji

N

l
lljiij

xkixikxikcQaxkixikxikcPa

xkixikxikikikQaxkixikxikikikPa

=
==

=
==

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+++⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++−+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++−

∑∑

∑∑

αα

αα

即 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )cQacPaikikQaikikPa jiij +=−+−  
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于是相邻的两个排列顺序P 和Q的系数的关系为 

( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )( )ij

ij

ij kkiPa
kkic
kkic

PaQa −−=
−+

−−
−= θexp  

利用上式，我们做多次这样的轮换可以得到任何两种排列顺序的系数之间的关系。

例如： 

( ) ( )( ) ( )⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−= ∑

=

−
−−

N

s
js

N
NN kkiIIIjajIIIa

1

1
121121 exp1,...,,,,,...,, θ  

这里定义 ( ) 00 ≡θ ， 121 ,...,, −NIII 表示除了 j 的 N,...,2,1 中的 1−N 个数的任何一种排列

顺序。再将波函数(4.9)代入周期性边界条件(4.7)式，可以得到 

( ) ( ) ( )LikjIIIaIIIja iNN exp,,...,,,...,,, 121121 −− =  

联合上面的两个等式，可以得到 N 个粒子的 Bethe ansatz 方程[27] 

( ) ( ) ( ) NjkkiLik
N

s
js

N
j ,,2,1,exp1exp

1

1
L=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−=− ∑

=

− θ          (4.17) 

适用于粒子间的排斥相互作用和吸引相互作用情况的 Bethe ansatz 方程形式为 

( ) ∏
≠ −−

+−
=

N

js sj

sj
j ickk

ickk
Likexp                     (4.18) 

这是因为，当粒子间相互作用强度为负数时， jk 可以为复数；而当相互作用强

度为正数时， jk 只能为实数，此时的(4.18)可以化简为(4.17)式。 

对(4.17)式取对数可以得到 

( ) NjkkILk
N

s
sjjj ,,2,1,2

1
L=−+= ∑

=

θπ                  (4.19) 

其中，当 N 是奇数的时候，量子数 jI 取整数；当 N 是偶数的时候， jI +1/2 取整数。

对于不同的 j ， jI 取不同的值，相应的波矢 jk 也是不同的。对每个 j 来说， jI 和 jk 是

一 一 对 应 的 。 对 于 系 统 的 基 态 ， jI 取 值 为

( ) ( ) ( ) ( ){ }2/1,2/3,...,2/3,2/1 −−−−−− NNNN 。借助 mathematic 软件，我们可以得到

超越方程(4.19)的数值解。图-4.1 描述了 5 个粒子的基态波矢分布，当 c接近零时，
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所有的波矢也接近于零；随着相互作用强度 c的增大，波矢的绝对值也在增大；当c

非常大时，波矢趋向于单粒子能级上的波矢值 ( ) Lj /32 −π ，与无相互作用的极化费

米子的波矢分布相同，一定程度上验证了 Girardeau 的费米玻色映射理论的正确性。 

 

图-4.1 5=N 时的波矢 jk 的分布。 L =1。 

 

4.1.2 热力学极限下的 Bethe ansatz 方程 

现在讨论热力学极限下的系统基态情况 [27] 。在热力学极限下，即

∞→∞→ LN , 并保持粒子数密度 LNn /≡ 为一个常数，原来分离的波矢 k 连续分布。

定义在区间 ( )dkkk +, 内波矢 k 的个数为 ( )Ldkkρ 。因为基态的量子数 I 是关于零点对

称的一系列连续的整数(半整数)，而且 I 和 k 是一一对应的，所以在 ( )dIII +, 区间内

量子数的个数应该等于区间 ( )dkkk +, 内波矢 k 的个数，即 ( )LdkkdI ρ= 。则方程(4.19)

式变为 

( ) ( )∫− −+= 0

0

2
k

k
LdkqqkIkL ρθπ                    (4.20) 

其中 0k± 是波矢分布的边界。上式对 k 求导数可以得到[27] 

( )
( )

( )∫− −+
+= 0

0
22

212
k

k
dqq

qkc
ck ρπρ                  (4.21) 

这就是 Bethe ansatz 方程的积分形式。另外，粒子数密度和能量密度分别为 
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( )∫−= 0

0

k

k
dkkn ρ                            (4.22) 

( )∫−= 0

0

2
0 /

k

k
dkkkLE ρ                         (4.23) 

为了计算的方便，对变量做无量纲处理: 

( ) ( )xgxkkcxkk =≡≡ 000 ;; ρλ                  (4.24) 

则(4.21)式、(4.22)式和(4.23)式变为 

( )
( )

( )∫− =
−+

+
1

1 22 221 yg
yx

dxxg π
λ

λ                      (4.25) 

( ) λγ =∫−
1

1
dxxg                         (4.26) 

( )∫−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

1

1

2
3

0 / dxxxgnLE
λ
γ                     (4.27) 

其中无量纲参数 nc /=γ 。根据能量的量纲，基态能量可以写为 ( )γeNnE 2
0 = ,其中 ( )γe

是无量纲函数。当粒子之间没有相互作用时， ( ) 00 =e ；当粒子间的相互作用无穷大，

即粒子为 TG 气体时， ( ) 3/2π=∞e 。能量的表达式(4.27)则变为 

( ) ( )∫−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

1

1

2
3

dxxxge
λ
γγ                        (4.28) 

由于积分方程(4.25)没有解析形式的通解，但是可以通过数值方法(例如：线性代数法，

迭代法等)得到这个积分方程的解。 

从图-4.1 可以看出，当γ 很小的时候，动量分布在一个很小的范围内，而且中间

位置出现了一个尖峰。随着γ 变大，动量分布的范围变广，中间峰的高度降低。当γ

非常大时，动量分布均匀，就像处于基态的费米子系统的费米海分布那样，每个粒

子只占据一个单粒子能级。 

方程(4.25)在两种极限情况下有相应的解析形式的解， 

( ) ( ) 0,1
2
1, 2/12 →−= γ
π

λ xxg                    (4.29) 

( ) ( ) ∞→= γπλλλ ,1-2,xg                    (4.29) 

根据(4.28)式，与基态能量相关的 ( )γe 的表达式变为 
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( )

( ) ∞→⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=

→=

γ
γ
γπγ

γγγ

,
23

0,
22

e

e

                 (4.30) 

我们在第二章提到密度泛函理论中的能量密度就是由此而来。系统的化学势，单个

粒子的势能和动能也能得到相应的解析表达式。 

 

图-4.2 不同γ 时的波矢分布[27]。 

 

4.1.3 开边界条件下的 Bethe ansatz 方程 

     前面的介绍的 Bethe ansatz 方法采用的是周期性边界条件，如果采用开边界条

件，系统的性质会有所不同，例如：少体系统的空间密度分布等。开边界条件是指

波函数在边界处的值为零，对单粒子而言，它被称为驻波边界条件，即将粒子束缚

在一个无限深势阱中。 

处于一个无限深的势阱中 N 个δ 碰撞相互作用的玻色子系统的本征方程与(4.2)

式相同，但假设的波函数与前面的(4.9)式有所不同 

( ) ( )∑ ∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

=N

jj
rrP

N

j
jPPPN xkrirPaxxx

,...,, 1
21

1

exp,,...,,ψ  

其中 1±=
jPr 表示原子向右或者向左运动，系数 ( )PrPa , 不仅与波矢的排列顺序有关，

还和原子的运动方向
jPr 有关，求和符号是对所有的波矢排列和所有的

jPr 的求和。令

波函数满足开边界条件 

( ) ( ) 0,...,,,...,,0 22 == NN xxLxx ψψ  
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并采用和前面相同的思路，可以得到开边界条件下的 Bethe ansatz 方程[62]： 

 
图-4.3 排斥相互作用粒子的基态密度分布[62]。 4=N 。 

 

( ) ∏
≠ −+

++

−−

+−
=

N

js sj

sj

sj

sj
j ickk

ickk
ickk
ickk

Lki2exp                (4.31) 

上式与周期性边界条件下的 Bethe ansatz 方程(4.18)相比，方程的左边指数上多了一

个 2，同时右边的连乘符号里多了一项。对上式取对数，得到 

( )
∑
≠=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−=

N

js

sjsj
jj c

kk
c

kk
ILk

1
arctanarctanπ          (4.32) 

其中基态的量子数 )1( NjjI j ≤≤= 。数值计算超越方程(4.32)的解，可以得到波

矢 jk 和系统的波函数，从而得到基态的空间密度分布。 

 

图-4.4 吸引相互作用的玻色子的基态密度分布[62]。(a) 2=N ,(b) 4=N 。 
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郝亚江对这个系统的基态性质进行了详细的讨论[62,96]。图-4.3 给出了排斥相互

作用粒子的基态密度分布。当c很小的时候，密度分布接近于无相互作用的玻色气体

的情况；当 c非常大的时候，密度分布接近于无相互作用的极化费米子的情况。当粒

子间为吸引相互作用时，随着吸引相互作用强度c的绝对值增大，基态密度的中间峰

先升高后降低，如图-4.4 所示。在 −∞→c 的极限下的密度分布和无相互作用时的密

度分布相同，这可以解释为处在基态的质量为 Nm的复合粒子。 

 

第二节 YangYang 热力学方程 

基于上节中的 Bethe ansatz 方程，本节将介绍有限温度下的δ 相互作用的玻色气

体的热力学行为[29]。我们把(4.19)式变成下面的形式 

( ) NjkkLkI
N

s
sjjj ,,2,1,2

1
L=−−= ∑

=

θπ  

从上一节可知，在粒子数 N 很大的情况下基态的量子数 I 是一系列连续的格点

(整数或半整数)，均匀分布在区间 [ ]2/,2/ NN− ，而波矢 k 不均匀地分布在区间

[ ]00 , kk− 。在有限温度的情况下，基态上的一些波矢从原来的地方跃迁到能量较高

的位置上，在原处留下一个空穴。此时的系统处于激发态，量子数 I 不在均匀分布在

区间 [ ]2/,2/ NN− ，此区间内有的格点不再被占据，与波矢的空穴相对应，有的量子

数 I 跳出了该区间，占据区间外的格点。因此整个格点空间被分成了两种格点：占据

的格点和不被占据的格点，占据的格点称为量子数 LI / ，与此相似，没有被占据的

格点被定义为 J 。赋予 jI 一组特定的量子数，根据上式可以唯一地确定一组波矢 jk 。

定义 

( ) ( )∑
=

−−≡
N

j
jkppLpH

1
2 θπ  

是 p 的单调函数，其中 ( )pH 为整个格点空间，例如：整数空间或半整数空间，求和

符号中的 jk 是(4.19)式的解。当 ±∞=p 时， ( ) LpH / 也等于 ∞± 。当 ( )pH 等于量子数
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I 时， p 就是波矢 k ；当 ( )pH 等于没有被占据的格点 J 时， p 就是空穴。因此 ( )pH

涵盖了整个格点空间，包含量子数 I 和没有被占据的格点 J 。 

热力学极限下原来分离的波矢 k 和空穴都连续分布。定义在区间 ( )dkkk +, 内波

矢 k 的个数为 ( )Ldkkρ ，空穴的个数为 ( )Ldkkhρ 。因为量子数 LI / 和波矢 k 一一对应，

没有被占据的格点 LJ / 和空穴是一一对应，而 ( )kH 涵盖了整个格点空间，包含量子

数 I 和没有被占据的格点 J ，所以在 ( ) ( ) ( )( )kdHkHkH +, 区间内格点的个数应该等于

区间 ( )dkkk +, 内波矢 k 和空穴两者个数的和，即 ( ) ( ) ( )( )LdkkkkdH hρρ += ；在热力

学极限下，上式的求和变成积分，同时将 p 替换为 k ， jk 替换为q， 

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
−−≡ LdqqqkkLkH ρθπ2  

上式对 k 求导可得 ( )kρ 满足的约束条件 

( ) ( )( )
( )

( )∫
∞

∞− −+
+=+ dqq

qkc
ckk h ρρρπ 22

212               (4.33) 

单位长度内的粒子数和能量分别为 

( )

( )∫
∫
∞

∞−

∞

∞−

=

=

dkkkLE

dkkLN

ρ

ρ

2/

/
                       (4.34) 

现在讨论系统的熵。在 ( )kρ 和 ( )khρ 给定的情况下，在区间 ( )dkkk +, 内波矢和

空穴的总个数是 ( ) ( )( )Ldkkk hρρ + ，其中，波矢的个数是 ( )Ldkkρ ，空穴的个数是

( )Ldkkhρ ，所以在区间 ( )dkkk +, 内所有可能的状态的数目是 

( ) ( )( )[ ]
( )[ ] ( )[ ]!!

!
LdkkLdkk

Ldkkk

h

h

ρρ
ρρ +

                      (4.35) 

将上式取对数，然后对整个空间积分得(玻耳兹曼常数 1=Bk ) 

( ) ( )( )[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
−−++= dkkkkkkkkkLS hhhh }lnlnln{/ ρρρρρρρρ   (4.36) 

最终可以得到自由能 NTSEF μ−−= ，其中T 是系统的温度， μ 是拉格郎日乘子，
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可以证明是化学势。 

在 T 和μ确定的情况下，只有自由能达到极小值，系统才达到热力学平衡态。

在 ( )kρ 满足约束条件(4.33)的情况下，自由能的变分应该等于零，即 

( ) 0=
k

F
δρ
δ                               (4.37) 

可以得到 

( )
( ) ( )

( )
( ) 01lnln 22

2 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−+
−++− ∫

∞

∞−
dq

q
q

qkc
cT

k
kTk

hh ρ
ρ

πρ
ρμ       (4.38) 

令 ( ) ( ) ( )[ ]Tkkkh /exp/ ξρρ = ，上式变为[29] 

( )
( )

( )( )( )dqTq
qkc

cTkk /exp1ln22
2 ξ

π
μξ −+

−+
−+−= ∫

∞

∞−
       (4.39) 

则约束条件(4.33)可以变为 

( ) ( )( )( )
( )

( )∫
∞

∞− −+
+=+ dqq

qkc
cTkk ρξπρ 22

21/exp12          (4.40) 

(4.39)式和(4.39)式一般被称为热力学 Bethe ansatz 方程，也被称为 Yang-Yang 热力学

公式，通过迭代方法可以获得 ( )kξ 和 ( )kρ 数值解。系统的压强和自由能分别为 

( )
∫
∞

∞− ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+= dk

T
kTP ξ

π
exp1ln

2
                 (4.41) 

μNPLF +−=                             (4.42) 

系统的熵和比热可以通过自由能得到 

NL
v

NL T
STC

T
FS

,,

, ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
∂
∂

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
∂
∂

−=                  (4.43) 

下面讨论一些特殊的情况。当 ∞→c 时，积分方程(4.39)和(4.40)中的积分项为零，

因此 

( )
( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ] 12

121

2

1/exp2

1/exp2
−

−−

+−=

+=

+−=

Tkzk

Tkzk

kk

hπρ

πρ

μξ

                  (4.44) 
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( ) ( )( )∫
∞

∞−

− −+= dkTkzTP /exp1ln2 21π  

其中逸度 ( )Tz /exp μ= 。这和自由费米子的分布函数和压强完全相同。当 0=c 时， 

( ) ( )xxcc πδ→+ 22 ，因此 

( )[ ] ( )[ ]
( ) ( )[ ]
( )
( ) ( )( )∫

∞

∞−

−

−−

−−

−−−=

=
−=

−=−

dkTkzTP

k
Tkzk

TkzTk

h

/exp1ln2

12
1/exp2

1/exp/exp

21

121

121

π

πρ
πρ

ξ

            (4.45) 

它们和自由玻色子的分布函数和压强完全相同。当 0=T 时，积分方程(4.40)就变成了

基态的积分方程(4.21)。 

第三节 两分量量子气体的精确解 

δ 碰撞相互作用的自旋 1/2 的费米子或两分量玻色子也可以用 Bethe ansatz 方法

求解。Gaudin 和 Yang 对这样的系统进行了详细的研究[49]，本节主要介绍一下 Yang

对这方面做的工作[49]，然后对两分量量子气体进行概述。下一章将要介绍的玻色费

米混合物的 Bethe ansatz 方程就是由这种方法得到的。系统的哈密顿量仍为 (4.1) 式，

设系统的波函数是  

( ) ( ) ( )∑ +++=
P QNPNQPQPN xikxikxikPQaxxx ...exp,,...,, 221121ψ     (4.46) 

其中， QNQQ xxx <<< ...21 。 ( )PQa , 是一个 !! NN × 的矩阵。Q 表示粒子坐标顺序的某

种排列，是矩阵的行；P 表示粒子动量顺序的某种排列，是矩阵的列。不考虑粒子之

间的交换对称性，利用粒子间的碰撞导致的接触边界条件和波函数连续性条件，可

以得到各个系数 ( )PQa , 之间的关系 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ).1,,1,1,,1, 11 ++++−= ++ llPllQaullPQauPQa PllPPllP     (4.47) 

其中，
ickk

kk
u

nm

nm
mn +−

−
= ， ( )1, +ll 表示 l 和 1+l 位置的交换。 ( )1, +llP 表示的置换如

下： 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
PNPllPPP
Nll

...1...21

...1...21
              (4.48) 



博士学位论文：一维相互作用的量子气体的基态和热力学性质 

48 

同样， ( )1, +llQ 表示的置换是 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
QNQllQQQ
Nll

...1...21

...1...21
            (4.49) 

把矩阵 ( )PQa , 的某一列向量标记为 ( )Pξ 。则 ( )Pξ 满足 

( ) ( )............ 1, mnYnm ll
mn ξξ +=                    (4.50) 

其中， ( ) abmnmn
ab

mn PuIuY +−= 1 ， abP 表示对粒子坐标排列中的第a 处和第b 处的置换，

并 不 是 ax 和 bx 的 置 换 。 由 上 式 可 以 得 到 ab
mnY 的 两 个 关 系 式 。 因 为

( ) ( ) ( ).................. ,11,1, nmYYmnYnm ll
nm

ll
mn

ll
mn ξξξ +++ == ，所以 

1,, =ab
nm

ba
mn YY                               (4.51) 

由于从 ( )......nmjξ 到 ( )...... jmnξ 有两条路径可以实现 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ).........................

,........................
jmnjnmnjmnmj
jmnmjnmnjnmj

ξξξξ
ξξξξ

→→→
→→→

        (4.52) 

而且这两条路径是等价的，因而得到[49] 

bc
mn

ab
jn

bc
jm

ab
jm

bc
jn

ab
mn YYYYYY =                        (4.53) 

人们一般把上式称为 Yang-Baxter 方程。将波函数代入周期性边界条件

( ) ( )NN xxLxx ,...,,...,0 22 ψψ = ，可得 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

...
exp2...13......213

exp1...2......12

21223,1

11223,1

LikNPPPN
LikNPPPN

NN

NN

ξξ
ξξ

−

−

=

=

               (4.54) 

由上式结合(4.50)式，可以得到本征方程： 

( ) ( ) ( )NXXXXXXNLik jjjjjNjjjjj ...123.........12exp ,121,,2,1 ξξ −++=       (4.55) 

其中 ( )[ ] ( ) IuPuPuIuPYPX ijijijijijijij
ij

ijijij +−=+−== 11 ， I 为单位算符。 

如果考虑单分量的玻色气体，满足粒子交换对称性，上式便变成了第一节中的

Bethe ansatz 方程；如果考虑单分量的费米气体，满足粒子交换反对称性，上式便变

成了 ( ) 1exp =Lik j ，粒子间就不存在相互作用。 如果考虑自旋 1/2 的费米子，其中，
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MN − 个粒子自旋朝上，M 个粒子自旋朝下，并且波函数满足粒子交换反对称性，

上式可以得到化简，并进行一系列的计算，最后得到 Bethe ansatz 方程[49] 

( ) Ni
ick
ick

Lik
M

j ji

ji
i ,...,2,1,

2/
2/

exp
1

=
−Λ−

+Λ−
=∏

=

             (4.56) 

( )
Mi

ic
ic

ick
ickN

j

M

ijj ji

ji

ji

ji ,...,2,1,
2/
2/

1 1

=
+Λ−Λ

−Λ−Λ
=

+−Λ

−−Λ
∏ ∏
= ≠=

       (4.57) 

其中Λ是和波矢 k 相同类型的变量。 

如果考虑两分量的玻色子，其中， MN − 个粒子自旋朝上，M 个粒子自旋朝下，

并且波函数满足粒子交换对称性，本征方程(4.55)式可以得到化简，进行一系列的计

算，最后得到 Bethe ansatz 方程[50] 

( )
( )

∏ ∏
= ≠=

=
−−

+−

+Λ−

−Λ−
=

M

j

N

ijj ji

ji

ji

ji
i Ni

ickk
ickk

ick
ick

Lik
1 1

,...,2,1,
2/
2/

exp         (4.58) 

( )
∏ ∏
= ≠=

=
+Λ−Λ

−Λ−Λ
=

+−Λ

−−ΛN

j

M

ijj ji

ji

ji

ji Mi
ic
ic

ick
ick

1 1

,...,2,1,
2/
2/

           (4.59) 

1970 年，Lai 和 Yang 用 Bethe ansatz 方法得到由无自旋的玻色子和自旋 1/2 的费

米组成的混合物的 Bethe ansatz 方程[51] 

( ) Ni
ick
ick

Lik
M

j ji

ji
i ,...,2,1,

2/
2/

exp
1

=
−Λ−
+Λ−

=∏
=

            (4.60) 

( )
Mi

icA
icA

ic
ic

ick
ick bM

l li

li
N

j

M

ijj ji

ji

ji

ji ,...,2,1,
2/
2/

2/
2/

11 1

=
−−Λ
+−Λ

+Λ−Λ
−Λ−Λ

=
+−Λ
−−Λ

∏∏ ∏
== ≠=

    (4.61) 

b

M

j jl

jl Ml
icA
icA

,...,2,1,1
2/
2/

1

==
+Λ−
−Λ−

∏
=

                  (4.62) 

其中 bM 为玻色子的数目，M 为玻色子的数目和自旋朝下的费米子的数目之和，N 为

所有粒子的数目， lj A,Λ 是和 ik 相同类型的变量。Lai 在 1971 年得到有限温度下的费

米子和玻色费米混合物的热力学 Bethe ansatz 方程[74]。文献[61]对多分量量子气体

的基态性质进行了详细的介绍，而参考书[102]对热力学 Bethe ansatz 方法进行了详细

的讲解，其中包括多分量量子气体。 
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第五章  双阱中的少体玻色系统的基态性质 

双势阱中的量子气体在实验和理论上都是当前研究的热点。不同于单个简谐势，

由于中间势垒的存在，势垒两边的粒子可以发生隧穿。人们在双阱中发现了约瑟夫

森振荡和自束缚现象。现在不对称势阱成为人们研究的一个热点。 

Murphy 等人研究了中间带有δ 势垒的一维简谐势阱中两个玻色子系统的基态和

低能激发态性质[75]。我们对中间带有δ 势垒的无限深势阱中的玻色气体的基态性质

进行了详细的研究。第一节介绍了 TG 气体的基态的性质；第二节介绍了处理多体问

题的两种数值方法，分离表象法和精确对角化方法。第三节介绍了任意相互强度下

的系统的基态性质。 

第一节 双势阱中的 TG 气体 

5.1.1 理论模型和单粒子波函数 

我们考虑束缚在一个一维的无限深势阱中 N 个质量为m 的玻色子的系统。为了

研究粒子的局域性，我们在势阱的中部加入一个大小可调的δ 势垒。系统的哈密顿

量 

( )( )∑∑ ≠=−
−+=

N

jiji ji
N

i i xxghH
1,1 2

1 δ                    (5.1) 

与第三章的(3.1)式类似，这里 g 表示粒子间的相互作用强度。令 1== mh ，其中单体

哈密顿量 ih 如下 

( ) ( )ii
i

i xxV
x

h κδ++
∂
∂

−= 2

2

2
1                          

这里 ( )xV 是一个无限深势阱，即在 ( )aa,− 区域等于零，在其他区域是无穷大。单体

哈密顿量中的最后一项表示在原点处的δ 势垒，我们用一个正的参数κ 表征势垒的高

度。另一个描述系统的重要参数是一维相互作用强度 g ，它由纵向强束缚势修正过

的 s-波散射长度决定。这个单体哈密顿量是精确可解的。这个解在教科书[76]上可以

找到，我们为了以后的计算回顾一下这些结果。 

单体哈密顿量的本征方程是 
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( ) ( ) ( ) ( )xExxxV
x nnn φφκδ =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++

∂
∂

− 2

2

2
1               (5.2) 

本征函数 ( )xnφ 可以是对称的，也可以是反对称的。解析的对称波函数为 

( )
( ) ( )

( ) ( )⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≤≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

≤≤−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=

.0,sincos

,0,sincos

axpx
p

pxC

xapx
p

pxC
xn

κ

κ

φ              (5.3) 

其中C 是归一化系数， p 是粒子的波矢，由公式 ( ) 0tan/ =+ pap κ 决定。相应的能量

为 2/2pE = 。相比之下，反对称的本征函数在原点的值为零，不受势垒的影响。它

们和没有势垒的情况下的反对称波函数是相同的， 

( ) ( ) ,...5,3,1,
2

1sin1
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

= n
a

xn
a

xn
πφ                (5.4) 

相应的本征能量为 ( )[ ] 2/2/1 2anEn π+= 。当 0→κ ，以 22 2/ aπ 为单位，对称态的能

量 ( ) ( ) ( ) ,...2/5,2/3,2/1 222=nE ，反对称态的能量 ,...3,2,1 22=nE 。在另一极限下，即当

∞→κ ，两种对称类型的态的能级都收敛于 ,...3,2,1 22=nE ，每一个对称态和上一个

反对称态发生简并。 

5.1.2 数值结果和分析 

我们利用第三章介绍的费米玻色映射理论，详细的分析了 TG 气体在这样的势阱

中的物理性质。 

图-5.1 和图-5.2 分布给出了五个粒子和六个粒子在不同的势垒高度下的单体密

度矩阵。对角项 ( )xx,ρ 表示粒子密度分布，并且归一到粒子数 N 。当中间势垒很小

的情况下，势垒几乎不影响粒子的密度分布，由于粒子之间很强的排斥作用，促使

每个粒子占据不同的位置，产生 N 个密度最大值，因而图-5.1(a)和图-5.2(b)的对角线

上出现了 N 个峰。同时，非对角元素非零，反应了粒子之间的关联。物理上，这种

自身关联 ( )yx,ρ 可以看成一种几率，即在 x 的位置探测到粒子后，紧跟着在 y 处探测

到粒子的几率。增加势垒高度，象限分离现象就会呈现，如图 -5.1(b)-(d)和图

-5.2(b)-(d)，这与文献[75]一致。 
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我们还观察到，系统中还存在和粒子数的奇偶性有关的有趣的宇称效应。当粒

子数为奇数的时候，随着势垒的升高，中间的峰会一分为二，峰的总数有 N 个变成

N +1 个。而当粒子数是偶数时，峰的总数一直是 N 个，保持不变。当中间势垒非常

高时，例如： 200=κ ，粒子数为偶数的非对角象限的元素消失而粒子数为奇数的非

对角象限的元素仍然存在。这说明，奇数粒子的情况下，即使在很高的势垒下，势

垒两边的关联仍然存在。 

我们可以用类似能带的理论解释上面的现象。中间的势垒把无限深的势阱劈成

了一个对称的双势阱。类似两格点哈伯德模型扩展成多格点自然产生能带结构，我

们可以认为一个周期性分布着 ( )xδ 函数势垒的无限深势阱，即 Kronig-Penneg 势，也

存在着同样的能带结构。然而，在我们的系统中，每个能带只有两个能级组成。粒

子间无穷大的排斥相互作用禁止两个粒子占据同一个能级，即每个能级上最多被一

个粒子占据，因而每个能带上最多有两个粒子。类似费米海分布，系统的基态中的

粒子是一个一个从最低的能级排到高的能级。当粒子数是偶数时，所有被占据的能

带是被占满的，系统处于绝缘态，而当粒子数是奇数时，最高的占据能带只有一个

粒子，是半满的，类似于金属导体中的导带。占据最高能带的粒子可以自由运动，

这就是由粒子的奇偶性导致单体密度矩阵的非对角项不同的原因。 

     上面的结果也可以用更简单的方式解释。当粒子数是偶数时，每个阱中可以容

图-5.1 由 5 个玻色子构成的 TG 气体的单体

密度矩阵。势垒高度为κ =(a)0.2, (b)2, (c)20, 

和(d)200。图的边界范围是 ayxa <<− , 。

图-5.2 由 6 个玻色子构成的 TG 气体的单体

密度矩阵。势垒高度为κ =(a)0.2, (b)2, (c)20, 

和(d)200。图的边界范围是 ayxa <<− , 。
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纳 N /2 个粒子，这样两个阱中的粒子数目一样，在势垒两边保持了平衡。当粒子数

是奇数时，我们先假设往每个阱中放入( N -1)/2 个粒子，然后就遇到了一个困难，怎

么放最后一个粒子呢？在两个阱中发现最后一个粒子的几率应该是相同的，就是说，

最后一个粒子保持了势垒两边的阱之间的联系，因而导致单体密度矩阵的非对角项

不是零。然而，当势阱的这样完美的对称性被破坏后，结论就会发生变化。在势垒

很高的情况下，将δ 势垒从原点移动很小的位移时，奇数粒子的单体密度矩阵的非

对角象限的元素就会消失，例如： 200=κ , N =5, 势垒移动 a02.0 就完全破坏了势垒

两边的量子关联。势垒的小移动对偶数粒子的情况没有明显的影响。 

  
 

 

图-5.3 给出了不同势垒高度( 200,20,2,2.0=κ )下的 TG 气体的动量分布。当粒子

数是奇数时，随着势垒高度的增加，中间的最高峰先升高，升到最高的地方，然后

开始下降。次峰随着势垒高度的增加逐渐出现并且很显著，与文献[4]相一致。粒子

被势垒分到两个势阱中，但它们之间并不是孤立的而是相干的。这种相干导致了次

峰的出现。当粒子数为偶数时，随着势垒高度的增加，动量分布变得越来越宽，中

间峰的高度是单调降低的。这是因为， N /2 个粒子被局域在单势阱中，保持势垒两

边的平衡，和上面的结果一致。 

我们还研究了不同粒子数下的单体密度矩阵的本征值的分布情况，见图-5.4。单

体密度矩阵的本征函数，可以理解为粒子的自然轨道，其本征值可以理解为在自然

轨道上的占据数。当粒子数为奇数时，随着势垒的升高，第一和第二轨道占据数几

乎保持不变，但第三和第四轨道占据数会逐渐等于同一个值，形成一个台阶结构，

表明形成了一个粒子对。接下来的两个占据数也会形成粒子对，依次类推。当粒子

图-5.3 TG 气体的动量分布。(a) N =5, 
(b) N =6。 

图 -5.4  TG 气体的占据数分布。 (a) 
N =5, (b) N =6。 
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数是偶数时，情况就发生了变化，第一和第二轨道占据数也会发生配对，接下来也

是如此，这是因为所有被占据的能带都是有两个粒子的满带，在费米 TG 气体中，也

发现了类似的现象[41]。 

 

第二节 离散变量表象方法与精确对角化方法 

处理任意相互作用的多体系统的方法很多，解析的方法如：Bethe ansatz,数值的

方法也很多，例如：数值精确对角化[77]，离散变量表象方法(Discrete Variable 

Representation)[75,78]，量子蒙特卡罗方法[79]，多重结构方法(Multiconfigurational 

method)[80]等。这一节我们介绍处理两粒子体系的离散变量表象方法和能够数值处

理少体系统的精确对角化方法。 

5.2.1 离散变量表象方法 

下面我们介绍离散变量表象方法处理两个粒子的系统。将坐标空间离散化，假

设空间的区域为 ( )ba, ，从该区域中取出 N 个格点 iq ， Ni ,...,2,1= 。两体波函数可以

写成直积的形式： 

( ) ( ) ( )∑
=

=
N

i
jiij xfxfxx

1
2121, ψψ                       (5.5) 

其中 ijψ 是一系列待定的系数，表示两体波函数在空间格点( ji qxqx == 21 , )上的取值，

这儿， Nji ,...,2,1, = 。 ( )qfi 是已知的 N 个拉格朗日函数，是各个格点 Nqqq ,...,, 21 的局

域函数，必须满足下面的两个条件： 

( ) jiqf ijji ,∀= δ                             (5.6) 

和 

( ) ( ) ij

b

a ji dqqfqf λδ=∫ * 。                        (5.7) 

在笛卡尔坐标空间中，一般取 1=λ ，拉格朗日函数 ( )qfi 为 

( ) ( )[ ]
( )[ ]Niq

iq
N

qfi /sin
sin1

−
−

=
π
π

。                        (5.8) 

将波函数的直积形式(5.5)式代入能量本征方程，( h 是单粒子哈密顿量) 
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( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )21212121 ,, xxExxxxgxhxh ψψδ =−++ ，            (5.9) 

可以得到 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )∑∑
==

=−++
N

i
jiij

N

i
jiij xfxfExfxfxxgxhxh

1
21

1
212121 ψψδ 。    (5.10) 

在上面方程的两边乘以 ( ) ( )21 xfxf nm ，并对 1x ， 2x 在整个空间积分，得到 

mn

N

ji
ijijmn EH ψψ∑

=

=
1,

,                            (5.11) 

然后，用标准的线性代数方法解上面的本征方程，便可以得出所有的本征值和本征

矢量。最小的那个本征值和本征矢量对应系统的基态能量和波函数。系统的其他性

质就可以通过波函数计算出来。 

5.2.2 精确对角化方法 

精确对角化方法在物理领域是一种常用的数值方法，主要思想是，将系统的哈

密顿量在一个完备的空间上展开，写成矩阵的形式，然后将这个矩阵对角化，就可

以得到本征值和本征矢量，最小的本征值就是基态的能量，最小的本征矢量就是基

态波函数。 

利用精确对角化方法可以处理任意相互作用强度的玻色气体，首先对方程(5.1)

进行二次量子化处理[90]， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
∞

∞−

++∞

∞−

+ −+= 'ˆ'ˆ''ˆˆ
2

ˆˆˆ dxdxxxxxxxgdxxhxH ψψδψψψψ      (5.12) 

这儿， ( )x+ψ̂ ( )( )xψ̂ 表示在坐标 x 位置产生(湮灭)一个粒子的场算符。令场算符展开

为 

( ) ( )
( ) ( )∑
∑

++ =

=

i ii

i ii

xax

xax
*ˆˆ

ˆˆ

φψ

φψ
                      (5.13) 

其中， ( )xiφ 和前面的含义相同，是单体哈密顿量的本征方程 ( ) ( )xExh iii φφ =ˆ 的本征函

数，是正交归一的，其中 iE 是单粒子的能量本征值。 +
iâ ( )iâ 表示在单粒子能量本征

态 ( )xiφ 上粒子产生(湮灭)算符，满足下面的对易式 

[ ]
[ ] ,....2,1,,0,],[

,

===

=
++

+

jiaaaa

aa

jiji

ijji δ
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哈密顿量(5.12)式变为 

∑∑ +++ +=
ijkl lkjiijkli iii aaaaIgaaEH ˆˆˆˆ

2
ˆˆ  ，              (5.14) 

其中相互作用积分参数 ijklI 为 ( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
= dxxxxxI lkjiijkl φφφφ ** 。我们将上面的哈密顿量

在没有相互作用的玻色气体组成的多体系统的能量最低的一系列空间上展开成矩阵

形式，然后将这个矩阵对角化，从而获得有相互作用的情况下的本征函数和本征能

量。为了简单起见，下面我们以两个粒子为例，且只考虑两个单粒子能级，来说明

对角化的过程。 

如果 nm, 表示有m 粒子占据单粒子基态 ( )x0φ 和n个粒子占据第一激发态 ( )x1φ ，

那么无相互作用的玻色系统的本征态有三个： 

vacaavacaavacaa ++++++ ====== 113102001 2
12,0,1,1,

2
10,2 ϕϕϕ (5.15) 

其中 vac 是真空态， 321 ,, ϕϕϕ 是正交归一的。 

我们计算哈密顿量在本征态上的矩阵元 

∑∑ +++ +=
ijkl nlkjimijkli niiminm aaaaIgaaEH ϕϕϕϕϕϕ ˆˆˆˆ

2
ˆˆ         (5.16) 

得到一个 33× 的矩阵，然后将这个矩阵对角化，得出一系列的本征值和相应的本征

矢量。最小的那个本征值就是系统的基态能量 GE ，相应的本征矢量是和基态的波函

数 相 对 应 的 。 例 如 ： 本 征 矢 量 为 ( )321 ,, AAA ， 那 么 基 态 的 波 函 数 是

332211 ϕϕϕ AAAG ++= 。那么系统基态的一些物理观测量就可以由基态波函数计算得

到。 

系统的基态密度分布函数为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ ++ ==
ij jiji GaaGxxGxxGx ˆˆˆˆ * φφψψρ        (5.17) 

而基态动量分布函数为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) NGaaGkkNGkkGkn
ij jiji /ˆˆ/ˆˆ *∑ ++ ΦΦ=∏∏=      (5.18) 

并且归一，其中 ( )k∏̂ 表示湮灭一个动量为 k 的玻色子的场算符，可以写成

( ) ( )∑ Φ=∏
i ii kak ˆˆ ， ( )kiΦ 是单粒子本征函数 ( )xiφ 的傅立叶变换 
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( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
−=Φ dxikxxk ii expφ                         (5.19) 

另外，占据数分布，即在无相互作用的玻色气体能级上的分布情况为 

GaaGn iii
+>=<                          (5.20) 

和刻画两个粒子关联的对关联函数为 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )∑ ++

++

=

=

ijkl lkjilkji GaaaaGxxxx

GxxxxGxxg

ˆˆˆˆ''

ˆ'ˆ'ˆˆ',
**

2

φφφφ

ψψψψ
             (5.21) 

系统的相互作用能可以通过对关联函数求出， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )∫

∑

∫

∞

∞−

++

∞

∞−

++

=

=

−=

dxxxgg

GaaaaGIg

GdxdxxxxxxxgGE

ijkl lkjiijkl

,
2

ˆˆˆˆ
2

'ˆ'ˆ''ˆˆ
2

2

int ψψδψψ

      (5.22) 

假设单粒子哈密顿量为 ( )xV
xm

h +
∂
∂

−= 2

22

2
ˆ h

，则动能和势能分别为 

( ) ( )

( ) ( )∑ ∫

∫

+∞

∞−

∞

∞−

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−=

ij jiji

kin

GaaGdxx
xm

x

Gdxx
xm

xGE

ˆˆ
2

ˆ
2

ˆ

2

22
*

2

22

φφ

ψψ

h

h

                 (5.23) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∫∫ +∞

∞−

∞

∞−

+ ==
ij jijipot GaaGdxxxVxGdxxxVxGE ˆˆˆˆ * φφψψ     (5.24) 

当然 ，基态的能量应为上面三项的和 intEEEE potkinG ++= 。 

第三节 双势阱中的任意相互作用强度的玻色气体 

    第一节研究了相互作用无穷大的 TG 气体的情况，这节利用精确对角化方法研究

双势阱中任意相互作用强度的玻色气体的基态性质。 

如果我们考虑 N 个粒子，M 个单粒子能级，无相互作用的玻色系统有 N
MNC 1−+ 个本征

态。令 N =5，M =27, 无相互作用的玻色系统的本征态个数是 ≈5
31C 5107.1 × ，将哈密

顿量作用在这个空间上得到非常大的稀疏矩阵。如果用普通的方法将这个矩阵对角

化，计算机将会占用大量的内存存储这个矩阵，现在的内存不能达到这样的要求，
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并且存储和读取大量的数据也很费时间。我们只需要算出系统的基态，即得到最小

的那个本征值和本征矢量。为了解决上面的困难，对于这种大型的稀疏矩阵，我们 

 

图-5.5 不同相互作用强度(g=0,2,5,20,100)下粒子密度分布。粒子数 N =5，势垒高度 2=κ 。随着

g 变大，密度分布变的平坦和宽广，最后和 5 个自由费米子的密度分布完全相同。 
 

可以用 Lanczos 方法得到最小的那个本征值和本征矢量，计算过程只需要存储几个行

(列)矢量就可以了，不需要存储整个矩阵。Lanczos 方法的详细介绍见附录 A。文章

[75]已经计算了双势阱中两个粒子的情况，我们考虑 N =5，即奇数个粒子的情况。 

不失一般性，我们讨论势垒高度 2=κ 的情况。图-5.5 给出了不同相互作用强度

下的密度分布。由于势阱中间存在势垒，中间位置的密度低于附近的密度。无相互

作用的玻色气体在势垒两边各有一个密度峰。随着相互作用强度的增大，密度开始

扩展，变得平坦，同时密度峰的高度降低。当相互作用强度达到一定的值，新的密

度峰就会出现，最终密度就和自由费米子的密度分布完全相同。 

图-5.6 给出了不同相互作用强度下的玻色子的动量分布。我们发现，随着相互

作用强度的增加，次峰会逐渐消失，中间峰将变低变宽。这就证明了粒子间的相互

作用阻碍了粒子在两个阱中的相干性。我们利用前面提到的费米玻色映射理论计算

了 TG 极限 ∞→g 的动量分布，和 100=g 的情况几乎完全相同。在 TG 极限下，由 

于粒子间无穷大的相互作用，一些可能会占据更高的能级，于是在动量分布的两端

出现了长的尾巴，这和 TG 气体一般的性质是一致的。而自由费米气体的动量分布与

此完全不同，是一个非常平坦的分布，不存在长的尾巴。 
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图-5.6 不同相互作用强度下的 5 个玻色的动量分布。由于粒子间的相互作用阻碍了粒子在两个

阱中的相干性，导致次峰的消失。 

 

 
图-5.7 不同的相互作用强度下的占据数分布。在(d)中的每个态的左边代表 g=100，右边代表 TG

气体的占据数分布。随着 g 变大，部分粒子会离开基态，占据能量更高的激发态。但较低能量的

态上的占据数永远大于较高能量的态上的占据数。 

 

我们还给出了单粒子态占据数分布，与 TG 气体的自然轨道占据数不是同一个概

念。这儿占据的态是指势阱中单粒子的能量本征函数 iφ ，而 TG 气体的自然轨道是指

单体密度矩阵的本征函数。两者十分类似，但并不完全相同。如图-5.7 所示，随着相

互作用强度 g 的增加，玻色子不仅占据基态，还占据相当一部分能量低的激发态。

但较低能量的态上的占据数永远大于较高能量的态上的占据数，这与简谐势中的占
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据数分布情况不同。在简谐势中，单粒子基态的占据数是最大的，但第二激发态上

的占据数高于第一激发态上的占据数，即粒子更愿意占据对称的态，在我们的势阱

并没有观察到到类似的现象。在图-5.7(d)中，我们还比较了相互作用强度 g=100 的情

况下的在单粒子的能量本征函数上的占据数和 TG 气体在单体密度矩阵的自然轨道

上的占据数分布，发现在相应的态上他们趋向于同一个值。另外，我们还对这两者

的能量做了比较。g=100 的系统基态能量 95.71=GE 非常接近但小于 TG 气体的能量

01.73=TGE ，说明随着相互作用强度的增大，系统的能量就会趋向 TG 气体，和文章

[77]的结果一致。利用其他的方法[80]也可以得到同样的收敛性. 

 
     

图-5.8 不同相互作用强度 g 和不同势垒高度κ 下的粒子密度分布。随着中间势垒的升高，粒子

被分成两部分。 
 

我们还可以调节势垒的高度改变系统的特性。图-5.8 给出了相互作用强度取

g=0,2,20,∞和势垒高度取κ =0.2，2，20，200 时的 5 个玻色子的密度分布。对于任意

相互作用强度，当增加中间势垒的高度时，中间势垒位置的密度就会降低，同时在

其他区域的密度会增加，也就是说，势垒将粒子分在了两个区域。我们还研究了不
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同势垒高度下的动量分布，如图-5.9。图-5.9(a)给出了没有相互作用的玻色子的动量

分布，它是动量空间的单粒子能量本征函数的模方，其解析形式为 

 

 
 

图-5.9 不同相互作用强度 g 和不同势垒高度κ 下的动量分布。次峰随着势垒的升高而出现，随

着相互作用强度的增大而消失。 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
cos1cos1sinsin

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−−
+

+
+−

+
−
−

+
+
+

=
pk

pk
kpk

pk
kpk

pk
pk

pkCpn κκ     (5.25) 

其中 C 是归一化系数。增加势垒的高度，次峰越来越明显。这是因为粒子被分在两

个区域，但他们是相干的，产生了窄的动量峰。对于非零的相互作用强度，图-5.9(b)-(d)

显示，主峰和次峰都有相同的趋势。类比于光晶格中的玻色哈伯德模型中的超流绝

缘相变，由于粒子之间非常强的排斥作用导致粒子的局域化，从而引起次峰的消失。 

第四节 小结 

我们对中间带有δ 势垒的无限深势阱中的玻色气体的基态性质进行了详细的研
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究。基于玻色与费米子的对应关系，我们构建了 Tonks-Girardeau 气体的基态波函数，

计算了 5 个粒子和 6 个粒子的单体密度矩阵，动量分布，占据数分布等，发现了在

势垒很高的情况下，标记粒子关联的单体密度矩阵的非对角元对偶数个的粒子为零，

而对奇数个的粒子为有限值；其次，用精确对角化方法计算了在任意势垒高度和原

子间相互作用强度下系统基态的密度分布，占据数分布，动量分布等。由于势垒两

边的粒子的干涉而产生的动量次峰随着势垒的升高而增大，随着原子间相互作用强

度的增大而减小。 
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第六章 玻色费米混合物的热力学性质 

Amerongen 等人在 2008 年将 Rb87 束缚在准一维的简谐势阱中，其空间密度分

布与热力学 Bethe ansatz 方程得到的结果相一致，从而验证热力学 Bethe ansatz 方法

是正确的[14]。我们重新推导出玻色费米混合物的热力学 Bethe ansatz 方程，并利用

这个方程和局域密度近似方法得到了准一维简谐势中玻色子和费米子的空间密度分

布，为相关的实验提供比较的对象。 

本章第一节将介绍玻色费米混合物的 Bethe ansatz 方程，并推导出其热力学

Bethe ansatz 方程；第二节描述了实验模拟的结果；第三节介绍有关两分量玻色气体

热力学性质的一些结果。 

第一节  玻色费米混合物的精确解 

6.1.1 玻色费米混合物的精确解 

考虑一个由玻色子和费米子组成的均匀一维系统，系统的哈密顿量是 

∫ ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

ΨΨΨΨ+ΨΨΨΨ+Ψ∂Ψ∂+Ψ∂Ψ∂= ++++++L

bffbbfbbbbbbfxfx
f

bxbx
b

gg
mm

dxH
0

22

2
1

22
hh  

                                                              (6.1) 

其中 bΨ ， fΨ 分别是玻色子和费米子的场算符， bm 和 fm 是玻色子和费米子的质量，

bbg 是玻色子和玻色子之间的相互作用强度， bfg 是玻色子和费米子之间的相互作用

强度。哈密顿量(6.1)中前两项是动能项，后两项是相互作用项。因为泡利不相容原

理，费米子之间不可能发生碰撞，没有费米子间的相互作用项。这个模型只有满足

两个条件才是精确可解的，第一个是玻色子和费米子的质量相等，第二个是玻色子

和玻色子之间的相互作用强度等于玻色子和费米子之间的相互作用强度，即 

ggg

mmm

bfbb

fb

==

==
                            (6.2)              

按照以前的惯例，我们规定 12 == hm ，将前面的哈密顿量写成一次量子化形式， 
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∂
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ji
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2

2

                   (6.3) 
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这里 2/ hmgc = 。 N 个粒子中有M 个玻色子， MN − 个费米子。系统的波函数满足

玻色子和费米子各自的粒子交换对称性，即交换任意两个玻色子的坐标

{ }Mxxx ,...,, 21 ，波函数保持不变；交换任意两个费米子的坐标 { }NMM xxx ,...,, 21 ++ ，

波函数出现一个负号。 

利用周期性边界条件，Imambekov 和 Demler[72]得到了下面的 Bethe ansatz 方程 
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M
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           (6.4) 

其中波矢 Nkk ,,1 L 是一系列不相等的实数，谱参数 MΛΛ ,,1 L 是和波矢相同类型的量。

可以证明上面的方程的所有解都是实数[72]，这将为后面的热力学推导带来很大的方

便。 

对上面的方程取对数，可以得到 
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其中 ( ) ( )cxx /arctan2−=θ ， jI 和 αJ 是两组量子数，根据M 和 N 的奇偶性取整数或半

整数。当系统处于基态时，它们的取值满足 
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在热力学极限下，即 ∞→∞→∞→ LMN ,, ，而 N /L 和M /L 为有限的常数，定义在

区间 ( )dkkk +, 内波矢 k 的个数是 ( )Ldkkρ ，在区间 ( )Λ+ΛΛ d, 内谱参数Λ的个数是

( ) ΛΛ Ldσ 。当系统处于基态，方程(6.5)则变为 
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ρ
π

σ

σ
ππ

ρ

∫

∫

−

−

Λ=Λ

ΛΛΛ+=

,
2
1

,
2
1

2
1

                   (6.7) 
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图-6.1 不同α 和γ 时的能量 ( )αγ ,e [72]。α 为玻色子与总粒子数的比值， nc /=γ 。 

其中 ( )
( )22 4
4,

yxc
cyxK
−+

= ，Q和B 分别是波矢 k 和谱参数Λ的边界。归一化条件和

能量分别是 

( )∫−=≡
Q

Q
dkkLNn ρ/                         (6.8) 

( )∫− ΛΛ=
B

B
dLM σ/                          (6.9) 

( )∫−=
Q

Q
dkkkLE ρ2/                         (6.10) 

若标记能量为 ( ) 23 /, LNeE αγ= ，文章 [72]给出了不同α 和 γ 时的能量分布

( )αγ ,e ，如图-6.1 所示。其中，α 为玻色子与总粒子数的比值， nc /=γ 。当 1=α ，

即粒子全为玻色子时，能量分布变为 Lieb-Liniger 模型的情况；当 0=α ，即粒

子全为费米子时，能量分布变为理想费米子的情况；  

6.1.2 玻色费米混合物的热力学 

    如(6.6)式所示，基态的量子数 jI 和 αJ 是一系列连续分布的格点(整数或半整数)，

分别均匀分布在区间 ( ) ( )[ ]2/1,2/1 −−− NN 和 ( ) ( )[ ]2/1,2/1 −−− MM ，而波矢 k 和谱

参数Λ分别不均匀地分布在区间 [ ]QQ,− 和 [ ]BB,− 。有限温度下，某些波矢 k 或谱参

数Λ就会从原来的位置跃迁到能量较高的位置，超出了 [ ]QQ,− 或 [ ]BB,− 的范围，在



博士学位论文：一维相互作用的量子气体的基态和热力学性质 

66 

原来的地方留下空穴。此时的系统处于激发态，量子数 I 不在均匀分布在区间

( ) ( )[ ]2/1,2/1 −−− NN ，此区间内有的格点不再被占据，与波矢的空穴相对应，有的

量子数 I 跳出了该区间，占据区间外的格点。同样，量子数 J 的分布情况与 I 类似。

根据(6.5)式，定义 

( ) ( )

( ) ( )∑

∑

=

=

Γ−=Γ

Λ−−=

N

i
i

M

kJ

ppLpI

1

1

22'2

22'2

θπ

θπ
β

β

                   (6.11) 

其中 ik 和 βΛ 满足(6.5)式，为了描述波矢 k 和其空穴的格点 ( )pI ' 构成了一个均匀连续

分布的格点空间(整数空间或半整数空间)，它被分成了两种格点：占据的格点 I 和不

被占据的格点。当 ( ) IpI =' 时，p 就是波矢 k ；当 ( )pI ' 处在不被占据的格点上时，p

就是空穴。同样为了描述谱参数Λ和其空穴的格点 ( )Γ'J 也构成一个均匀连续分布的

格点空间，它被分成了两种格点：占据的格点 J 和不被占据的格点。当 ( ) JJ =Γ' 时，

Γ就是谱参数Λ；当 ( )Γ'J 处在不被占据的格点上时，Γ就是空穴。 

类比上一节，在热力学极限下处于激发态的系统，定义在区间 ( )dkkk +, 内波矢

k 和空穴的个数分别为是 ( )Ldkkρ 和 ( )Ldkkhρ ；由于占据的格点 I 和波矢 k 一一对

应，不被占据的格点和空穴一一对应，所以在 ( ) ( ) ( )( )kdvkIkI +',' 区间内格点的个数

应该等于区间 ( )dkkk +, 内波矢 k 和空穴两者个数的和 

( ) ( ) ( )( )LdkkkkdI hρρ +='  

同理，定义在区间 ( )Λ+ΛΛ d, 内谱参数 Λ和其空穴的个数分别为 ( ) ΛΛ Ldσ 和是

( ) ΛΛ Ldhσ 。由于占据的格点 J 和谱参数Λ一一对应，不被占据的格点和其空穴一一

对应，所以在 ( ) ( ) ( )( )Λ+ΛΛ '',' dJJJ 区间内格点的个数应该等于区间 ( )Λ+ΛΛ d, 内谱

参数Λ和其空穴两者个数的和 

( ) ( ) ( )( ) ΛΛ+Λ=Λ LddJ hσσ'  
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在热力学极限下，将(6.11)式中的求和变为积分，并把 p 替换为 k ，Γ替换为Λ。(6.11)

式变为 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )dkkkJ

dkpLkI

ρθπ

σθπ

∫
∫

∞

∞−

∞

∞−

Λ−=Λ

ΛΛΛ−−=

22'2

22'2
                 (6.12) 

上两式分别对 k 和Λ求导数，可以得到 ( )kρ 和 ( )Λσ 满足的约束条件 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )dkkkK

dkKkk

h

h

ρ
π

σσ

σ
ππ

ρρ

∫

∫
∞

∞−

∞

∞−

Λ=Λ+Λ

ΛΛΛ+=+

,
2
1

,
2
1

2
1

            (6.13) 

粒子数密度和能量密度的表达式为 

( )∫
∞

∞−
=≡ dkkLNn ρ/  

( )∫
∞

∞−
ΛΛ= dLM σ/  

( )∫
∞

∞−
= dkkkLE ρ2/  

现在根据 Yang-Yang 的思路[29]讨论系统的熵。在 ( )kρ 和 ( )khρ 给定的情况下，

在区间 ( )dkkk +, 内波矢和空穴的总个数是 ( ) ( )( )Ldkkk hρρ + ，其中，波矢的个数是

( )Ldkkρ ，空穴的个数是 ( )Ldkkhρ ，所以在区间 ( )dkkk +, 内所有可能的状态的数目

是 

( ) ( )( )[ ]
( )[ ] ( )[ ]!!

!
LdkkLdkk

Ldkkk

h

h

ρρ
ρρ +

 

将上式取对数，然后对整个空间积分得(玻耳兹曼常数 1=Bk ) 

( ) ( )( )[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
−−++ dkkkkkkkkk hhhh }lnlnln{ ρρρρρρρρ ； 

按照同样的思路，在 ( )Λσ 和 ( )Λhσ 给定的情况下，在区间 ( )Λ+ΛΛ d, 内所有可能的状

态的数目是 

( ) ( )( )[ ]
( )[ ] ( )[ ]!!

!
ΛΛΛΛ
ΛΛ+Λ

LdLd
Ld

h

h

σσ
σσ
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将上式取对数，然后对整个空间积分得 

( ) ( )( )[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }∫
∞

∞−
ΛΛΛ−ΛΛ−Λ+ΛΛ+Λ dhhhh σσσσσσσσ lnlnln  

将上面的两部分相加，便得到系统的熵 

( ) ( )( )[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( )( )[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }∫
∫

∞

∞−

∞

∞−

ΛΛΛ−ΛΛ−Λ+ΛΛ+Λ+

−−++=

d

dkkkkkkkkkLS

hhhh

hhhh

σσσσσσσσ

ρρρρρρρρ

lnlnln

lnlnln/
   (6.14) 

最后我们可以得到吉布斯自由能 ( ) MMNTSEF BF μμ −−−−= ，其中 T 是系

统的温度， Fμ 和 Bμ 是两个拉格朗日乘子。为了达到热力学平衡，在满足约束条件

(6.13)下，吉布斯自由能取极小值，即对 ( )kρ 和 ( )Λσ 的变分等于零。其中也保证了玻

色子和费米子的数目保持不变。另外，我们严格证明了 Fμ 和 Bμ 是费米子和玻色子的

化学势，详见附录 B。 

下面我们做变分计算，在 ( )kρ 和 ( )Λσ 满足约束条件(6.13)式的前提下，令吉

布斯自由能对 ( )kρ 和 ( )Λσ 的变分等于零，即 ( ) 0=
k

F
δρ
δ   和 ( ) 0=

Λδσ
δF

，可以得

到积分方程 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) 0/1ln,
2

/ln

0/1ln,
2

/ln2

=+Λ−ΛΛ−−

=ΛΛΛ+Λ−−−

∫

∫
∞

∞−

∞

∞−

dkkkkKTT

dkKTkkTk

hhBF

hhF

ρρ
π

σσμμ

σσ
π

ρρμ
     (6.18) 

定义 

( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )ΛΛ=Λ

=
σσϕ
ρρξ
//exp

//exp

h

h

T
kkTk

                      (6.19) 

我们得到了热力学 Bethe ansatz(TBA)方程 

( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( )( )dkTkkKT

dTkKTkk

BF

F

/exp1ln,
2

/exp1ln,
2

2

ξ
π

μμϕ

ϕ
π

μξ

−+Λ−−=Λ

ΛΛ−+Λ−+−=

∫

∫
∞

∞−

∞

∞−
      (6.20) 

利用(6.19)式，则约束条件(6.13)式变为 
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( ) ( )( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )dkkkKT

dkKTkk

ρ
π

ϕσ

σ
ππ

ξρ

∫

∫
∞

∞−

∞

∞−

Λ=Λ+Λ

ΛΛΛ+=+

,
2
1/exp1

,
2
1

2
1/exp1

           (6.21) 

密度函数 ( )kρ 和 ( )Λσ 可以利用迭代的方法联合求解上面方程而获得数值解，详细过

程见附录 C。当T 、c、 Fμ 和 Bμ 被确定时，系统所有的热力学性质都可以得到，例

如，压强、自由能和熵 

( )( )( )∫
∞

∞−
−+= dkTkTP /exp1ln

2
ξ

π
                   (6.22) 

( ) FB MNMPLF μμ −++−=                             (6.23) 

( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )[ ]

( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )[ ]∫
∫

∞

∞−

∞

∞−

ΛΛ+Λ−+Λ+Λ+

+−++=

dTTT

dkTkTkTkkLS

//exp1ln/exp1

//exp1ln/exp1/

ϕϕϕσ

ξξξρ
     (6.24) 

当然系统的熵还可以通过热力学的一般公式
MNLT

FS
,,

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−= 求得，同样得到系统的比

热
MNL

v T
STC

,,
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

= 。 

第二节 局域密度近似和实验模拟 

6.2.1 局域密度近似和数值过程 

上面介绍的是均匀系统的热力学性质，下面我们讨论有外势的情况下空间密度

的分布情况。当外势随空间变化非常平缓时，我们可以利用局域密度近似处理该系

统。 

众所周知，在同等条件下，如果系统的粒子数越多，那么系统的化学势越高，

即化学势与粒子数成正比。在简谐势阱中的粒子分布区域内，粒子的密度大约和势

的大小成反比。这儿，我们引进局域化学势，它和空间的位置有关，从上面的分析

可见，局域化学势和势的大小成反比。局域密度近似可以表示为 

( ) ( )xVx −= μμ                          (6.25) 

其中 ( )xμ 是局域化学势，μ 是势阱中间最低点的化学势 ( )0μ ， ( )xV 是外势。同样，
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玻色费米混合物中，我们可以对玻色子和费米子分别使用局域密度近似。 

    我们考虑一个真实的实验系统，原子的质量采用 Rb87 的质量，玻色费米混合物

被囚禁在一个雪茄形状柱对称的简谐势阱中，轴向和径向的简谐频率分别为

Hz5.82/// =πω 和 Hz32802/ =⊥ πω ，与实验参数[14]相同。根据公式 ωma /h= ，

轴向和径向的特征长度分别是 ma μ70.3// = 和 ma μ19.0=⊥ ，我们发现轴向的特征长

度大约是径向的 20倍，我们可以认为在低温下这样的一个系统就是一个准一维系统。

它满足径向频率远远大于轴向频率的要求( //ωω >>⊥ )。 

判断是不是准一维系统还要满足另一个要求：化学势满足 ⊥<< ωμ h ，确保所有

的粒子都呆在径向基态，而没有跃迁到激发态。化学势受温度、粒子间相互作用强

度等因素的影响。这里我们采用的温度和径向能隙( nKkB 157/ ≈⊥ωh )在同一个数量

级上，所以处在径向激发态上的原子不可忽略。我们需要在径向上对所有分立能级

上的粒子分布求和，而轴向能隙( nKkB 4.0/// ≈ωh )如此小以致于我们可以通过局域

密度近似获得在轴向连续变化的化学势 ( ) 22
//2

1 xmx ωμμ −= 。 

我们首先讨论径向基态上的原子在轴向的密度分布。当外势满足局域密度近似

的条件时，通常用于处理均匀系统的 TBA 方程可以处理这种情况。束缚在空间上缓

慢变化的外势中的玻色子和费米子的化学势分别满足 

( ) ( ) 22
//

22
// 2

1,
2
1 xmxxmx FFBB ωμμωμμ −=−=             (6.26) 

其中 Bμ 和 Fμ 是径向基态上的玻色子和费米子在简谐势中间位置的化学势。把上式中

的 ( )xBμ 和 ( )xFμ 替换方程(6.20)中 Bμ 和 Fμ ，然后用数值迭代法求解方程(6.20)和

(6.21)，我们可以得到密度分布函数 ( )kx,ρ 和 ( )Λ,xσ ，这些密度分布函数分别对 k 和

Λ积分，我们可以得到径向基态的玻色子和费米子的轴向密度分布函数 

( )∫
∞

∞−
ΛΛ= dxnTBA

B ,σ                       (6.27) 

( ) ( )∫∫
∞

∞−

∞

∞−
ΛΛ−= dxdkkxnTBA

F ,, σρ                 (6.28) 

在特定的温度和相互作用强度下，我们可以调整 Bμ 和 Fμ 的值而得到指定基态上的玻
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色子和费米子的数目。 

现在讨论径向激发态上的粒子在轴向的密度分布。这里径向基态上玻色子的化

学势 ⊥< ωμ hB ，而其径向第一激发态的化学势为 0<− ⊥ωμ hB ，我们可以认为粒子

间的相互作用强度只影响径向基态的密度分布而径向激发态的分布可以用理想玻色

气体描述。由于泡利不相容原理，任意费米子不可能重叠在一起，和玻色子相比，

费米子更容易产生很大的化学势。这儿，我们假设费米子的化学势可以大于径向能

隙，同时径向激发态上的费米子用理想的费米气体分布处理。径向激发态的兼并度

是 1+j  ( 1≥j ),例如：第一激发态的兼并度是 2。我们同样利用局域密度近似处理径

向激发态理想玻色子和理想费米子的局域化学势 

( ) ( ) ( ) ( ) ωμμωμμ hh jxxjxx F
j

FB
j

B −=−= ⊥ ,              (6.29) 

径向激发态上的密度分布函数是 

( )
( )

∫
∞

∞−

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= dk
Tkxk

m

xn

B
j

B

j
B

1/
2

exp

1
2
1

2
2

μ
π h

           (6.30) 

( )
( )

∫
∞

∞−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= dk
Tkxk

m

xn

B
j

F

j
F

1/
2

exp

1
2
1

2
2

μ
π h

            (6.31) 

最后我们对径向基态和所有的激发态求和可以得到总的轴向线性密度 

( ) ( ) ( ) ( )∑∞

=
++=

1
1

j
j

B
TBA
BB xnjxnxn                  (6.32) 

( ) ( ) ( ) ( )∑∞

=
++=

1
1

j
j

F
TBA
FF xnjxnxn                  (6.33) 

6.2.2 准一维玻色费米混合物的实验模拟 

对于实验上可以实现的准一维系统，我们令玻色子和费米子的质量都等于 Rb87

的质量，三维的散射长度是 Rb87 的背景散射长度 100 Ba ，( Ba 是玻耳半径)。一维的

玻色费米混合物最近在实验上得以实现，备受人们的关注[14,33]。实验学家更喜欢

研究异核玻色费米混合物，例如： KRb 4087 − ，因为他们之间的相互作用可以通过磁

场来调节。还有一些玻色费米混合物中，玻色子和费米子的质量相差很小，例如：

LiLi 76 − 和 RbRb 8786 − 。这里考虑的质量相等的精确可解的模型可以看成对上述系
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统的近似处理，也可以和其他的方法做比较。 

 

图-6.2 不同温度下的玻色子和费米子各自的密度分布。(a)T=0.44 Kμ (b) T=0.14 Kμ 。相互作用

强度为 mc μ30.00 = 。绿色点线为理想玻色气体的密度分布，红色点杠线为在原点和精确解相

同高度的准凝聚玻色分布。 
 

我们首先考虑相互作用比较弱的情况。当三维的 s-波散射长度a 远小于径向特征

长度 ⊥a ，有效的一维的耦合强度可以通过描述 h/2 amc ⊥= ω 。我们用 0c 标记 Rb87 的

自然散射长度下的一维的耦合强度 1
0 30.0 −≈ mc μ 。图-6.2(a)和(b)给出了不同温度下玻

色子和费米子的密度分布。这个图像在实验上可以通过吸收成像的方法获得。在高

温(T=0.44 Kμ )下，激发态上的粒子占很大的比例，对总的密度贡献很大，而基态上

的粒子数比较少，因此来自 Yang-Yang 热力学的结果对总的密度影响不大。在低温

(T=0.14 Kμ )下，玻色子的分布会出现一个窄的尖峰，Yang-Yang 热力学的结果很明

显，同时理想气体和准凝聚的理论是不成立的。 

混合物中的相互作用强度可以通过所谓的束缚诱导共振来调节，也可以通过玻

色费米 Feshbach 共振调节。图-6.3 给出了随着相互作用的变化，玻色子的密度变化

情况。我们固定玻色子和费米子的化学势，随着相互作用强度的增加，玻色子的数 

目急剧的减少，而费米子没有发生明显变化。可以这样解释该现象：与玻色费米之

间的相互作用相比，泡利不相容原理占据着主导地位。 
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图-6.3 不同的相互作用强度下的玻色子和费米子各自的密度分布。 mc μ30.00 = 。 

 

 

图-6.4 强相互作用下不同的温度的玻色子和费米子各自的密度分布。低温下出现相分离。绝对

零度下的密度分布由基态的 Bethe ansatz 方程得到。 

Imambekov and Demler[72]预言了在低温和强相互作用下的玻色费米相分离：随

着相互作用的变化，玻色和费米的相对密度发生变化，中间的费米子受到很大的排

斥而向两边移动，中间的费米密度峰变为谷底，两边的费米密度有所增加。他们首

先得到强相互作用下的磁振子能谱，然后利用局域密度近似和能谱获得密度分布。
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然而在图-6.3 中，即使在强相互作用下，我们也没有观察到相分离。很明显，温度湮

灭了量子多体效应。为了观察到相分离，我们需要继续冷却原子到更低的温度。图-6.4 

给出了强相互作用( 1100 −= mc μ )下不同温度玻色子和费米子的密度变化，同样发现了

相分离。 在 nK 量级上出现了非常明显的相分离，但是在实验上很难被实现。绝对

温度下的相分离是通过基态的 Bethe ansatz 方程得到的。 

 

 
图-6.5 玻色子的总数目保持不变，玻色子的密度分布对费米子数目的依赖。粒子之间是强相互

作用强度 mc μ100= 。(a)T=15.74 nK  (b) T=0.14 Kμ  

最后，我们还研究了费米子对玻色子密度分布的影响。在弱相互作用的情况下，

费米子对玻色子的分布影响不明显。同样在高温下，这种影响也不明显。只有低温

强相互作用下，随着费米子数量的增加，玻色子的密度分布趋于平坦，如图-6.5。 

第三节 两分量玻色气体的热力学 

前面两节讨论了玻色费米混合物的性质，本节首先介绍顾世健有关两分量玻色

气体的热力学 Bethe ansatz 方法[82, 101]，然后我们根据其热力学 Bethe ansatz 方程

对其热力学性质做了一些数值计算。两分量玻色气体一般指处于两个不同超精细内

部态上的玻色子，例如：实验 [81]中的 Rb87 的两个内部态为 1,1 −== mF 和

1,2 == mF ，其中 F 为电子和原子核总的角动量，m 为其某一方向上的分量。实
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验上早已实现了两分量的玻色气体[81,97],同时理论上也对其很多性质做了详细的

研究，例如：基态能量[98], 激发特性和相分离[99], 自旋波[100]等。其中两分量玻

色气体的 Bethe ansatz 方法也得到人们的详细研究[82]。 

存在接触碰撞相互作用的两分量玻色系统的哈密顿量是： 
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其中第一项表示动能，第二项表示相互作用项，第三项表示能够区分自旋-↑和自旋

-↓的类似塞曼能的项，N 是总的粒子个数，M 是自旋-↓的粒子的数目，c和Ω分别

表示粒子间的相互作用强度和拉比磁场的耦合强度。利用 Bethe ansatz 方法，波函数

满足周期性边界条件和粒子交换对称性而得到第四章的最后部分提到的 Bethe ansatz

方程[50,101] 
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我们只讨论 0>c 情况，当系统处于基态的时候，所有的 jik Λ, 的解都是实数；当系

统不处于基态，即温度不为零时，所有的 ik 都是实数，但 jΛ 不一定是实数，也有可

能是复数，与其他的 lΛ 形成“束缚态”，形成了一根弦。长度为 n 的弦假设为 

( ) ( )( ) njNOiujnn
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a ,...,2,1,exp21 =−+−++=Λ δλ         (6.37) 

其中， 2/cu = ，右边第一项 n
aλ 表示弦的实部，最后一项为一小量，一般都忽略掉。

利用弦假设，并对上面的 Bethe ansatz 方程取对数得到分离的 Bethe ansatz 方程 
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其中 ( ) ( )nuxxn /arctan=Θ ， 
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jI 和 n
aJ 分别表示核的准波矢 jk 和自旋的谱参数 n

aλ 的量子数，只能是整数或半整数。

为了保证波函数的线性独立，{ }I 中任何两个量子数都不能相等，同样，{ }nJ 中的任

何两个量子数也不能相等。在有限温度下，任意的一个整数或半整数(量子数)有可能

在 { }I 或{ }nJ 中，也有可能不在{ }I 或{ }nJ 中。我们把前者叫做根，后者叫做空穴。

在热力学极限下， jk 的分布变为密度分布，因此有必要引入根的密度分布函数和空

穴的密度分布函数。定义 ( )kρ 和 ( )khρ 分别为动量密度分布函数和相应的空穴密度分

布函数，同样定义 ( )λσ n 和 ( )λσ n
h 为自旋的谱参数 n

aλ 的根的密度分布和相应的空穴密

度分布。因此它们可以写成 
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根据 Yang-Yang 热力学方程的推导方法，两分量玻色气体的热力学方程如下[82]： 
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其 中 ( ) ( )222 4/2/ xcnncxK n += π ，  ( ) ( ) ( )( )kkTk h ρρξ /ln= ，

( ) ( ) ( )( )λσλσλζ nn
hn T /ln= ， 同时， ( )kρ 和 ( )λσ n 满足 
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通过傅立叶变换，(6.41)和(6.43)可以化简为另一种形式[82] 
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同时 ( )λζ n 满足一个极限条件 

( )[ ] Ω=
∞→

2/lim nnn
λζ                            (6.46) 

系统的粒子数、自旋-↓的粒子的数目、能量、压强、自由能分别为 
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在高温情况( ∞→T )下, ( )λζ n 与λ无关，可得 
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一般情况下，积分方程组(6.42)和(6.44)没有解析解，但我们可以通过迭代的方法

求出这两个积分方程组的数值解。由于积分方程组(6.44)中有无限个积分方程，而数

值求解只能计算有限的方程，因此，我们需要对方程进行截断处理，将方程的个数

变为有限，即将 ( )λζ n 中的 n 取到最大值 0n ，而不在考虑 0n 以后的 ( )λζ n 对方程的影

响。从方程的数值分析的结果来看，当n 很大时，第n 个弦上的粒子数几乎为零，说
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明这种截断处理是可行的。 

我们简单的介绍解积分方程组(6.42)和(6.44)的数值迭代过程。首先，选定T 、c、

μ 、Ω的值，并且 ( )kξ 被赋予初始值 ( ) μξ −Ω−= 2kk ，且 ( )λζ n 的初始值满足(6.52)

式；其次，将这些初始值代入方程组(6.42)和(6.44)的右边，在方程组的左边得到新的

函数 ( )kξ 和 ( )λζ n ，从而不断的更新这些函数；最后，当相邻计算的函数的差别非常

小时，这些收敛的函数可以认为是积分方程组(6.42)和(6.44)的解。将这些解代入积分

方程组(6.43)和(6.45)，我们利用同样的迭代方法解这些方程组，便可得密度分布函数

( )kρ 和 ( )λσ n ，从而利用公式(6.47)- (6.51)计算有关的物理量。另外，我们可以调节

化学势μ的大小，得到指定的 LN / 。 

 

图-6.6 单位长度内自旋-↓ 的粒子数(a)、能量(b)、熵(d)和压强(c)随着温度的改变而改变。

5.0,5.0,1/ =Ω== cLN 。 

在粒子数密度、相互作用强度、磁场的耦合强度不变的提前下，图-6.6描述了各

种物理量与温度变化的关系。温度接近于零的时候，自旋-↓的粒子数也趋向于零，

所有的粒子自旋都为↑，系统处在铁磁态上；随着温度的升高，自旋-↓的粒子数会

增加；能量，压强和熵都是随着温度的升高而增加，和单分量的情况相同。 

在粒子数密度、相互作用强度、温度不变的提前下，图-6.7描述了各种热力学量 
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图-6.7 单位长度内自旋-↓的粒子数(a)、能量(b)、熵(d)和压强(c)随着磁场耦合强度的改变而改变。

5.0,5.0,1/ === TcLN 。 

与磁场耦合强度变化的关系。随着磁场耦合强度的增加，自旋-↓的粒子数逐渐减少，

最终趋向于零，所有的粒子自旋都为↑，系统处在铁磁态上；能量，压强和熵都是

随着磁场耦合强度的增加而减少。 

 

第四节 小结 

我们研究了简谐势中准一维的质量和粒子间相互作用强度都相等的玻色费米混

合物在低温下的热力学行为。联合热力学 Bethe ansatz 方程和局域密度近似，我们在

轴向和径向采用不同的策略，数值计算了玻色子和费米子的空间密度分布，重点研

究了费米子的数目和粒子间相互作用强度对玻色子的密度分布的影响，以及出现玻

色费米相分离的条件，为相关的实验提供比较的对象。另外，我们介绍了两分量玻

色气体的热力学性质。 
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结论与展望 

无论在实验方面还是在理论方面，玻色爱因斯坦凝聚都是当前研究的热点，并

涉及到多个基础学科，例如：原子分子物理，凝聚态物理，光学等。我们在一维量

子气体领域主要做了两个方面的工作，研究了双阱中的玻色气体的基态性质和玻色

费米混合物的热力学行为。 

我们对中间带有δ 势垒的无限深势阱中的玻色气体的基态性质进行了详细的研

究。基于玻色与费米子的对应关系，我们构建了 Tonks-Girardeau 气体的基态波函数，

发现了在势垒很高的情况下，标记粒子关联的单体密度矩阵的非对角元对偶数个的

粒子为零，而对奇数个的粒子为有限值；其次，用精确对角化方法计算了在任意势

垒高度和原子间相互作用强度下系统基态的密度分布，占据数分布，动量分布等。

由于势垒两边的粒子的干涉而产生的动量次峰随着势垒的升高而增大，随着原子间

相互作用强度的增大而减小。 

我们研究了简谐势中准一维的质量和粒子间相互作用强度都相等的玻色费米混

合物在低温下的热力学行为。联合热力学 Bethe ansatz 方程和局域密度近似，我们在

轴向和径向采用不同的策略，数值计算了玻色子和费米子的空间密度分布，重点研

究了费米子的数目和粒子间相互作用强度对玻色子的密度分布的影响，以及出现玻

色费米相分离的条件，为相关的实验提供比较的对象。 

    目前玻色子的热力学 Bethe ansatz 方程已经被实验证实，我们相信，两分量玻色

气体和玻色费米混合物的热力学 Bethe ansatz 方程在不久的将来也会得到实验的验

证。在一维量子气体的基态和热力学性质方面，理论和实验可望互相推动，理论物

理学家很多玩具模型可以在冷原子物理的实验中得到验证。 
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附录 A：Lanczos 方法 

Lanczos 方法是Cornelius Lanczos[83]在1950年发现的用于求解大型稀疏矩阵的

本征值和本征矢量的一种迭代方法，是幂方法的延伸。它主要的思想是将大型稀疏

矩阵转换成对称三对角矩阵同时不改变矩阵的稀疏性，不需要大量的存储空间。假

设 A 是一个 mm× 的大型稀疏矩阵，通过一个正交矩阵 mV ,可使 A 变为一个对称三对

角矩阵 
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正交矩阵 ( )mm vvvV ,...,, 21= ，其中 jv 是一列矢量。 

Paige[84]和其他的合作者阐明将矩阵 A 转换为对称三对角矩阵的方法在数值运

算中的稳定算法。将任意的一个模为 1 的列矢量赋给 1v ，同时定义 0v 是一个元素全

为零的列矢量和 01 =β ，通过下面的迭代过程，可以计算出所有的 jα ， jβ 和 jv 。迭

代过程为 
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其中， ( )yx, 表示矢量 x 与矢量 y 的点积。 x 表示矢量 x 的模。 

我们可以利用 Lanczos 迭代来求实对称矩阵 A 的某些特征值和对应的特征向量，

求解过程归纳为如下四步： 

第一步，利用 Lanczos 迭代(A.2)产生一系列对称三对角矩阵 mjTj ,...,2,1, = ； 
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第二步，对某一 mk ≤ ，计算 kT 的部分特征值或全部特征值 ( )k
iλ ； 

第三步，选择这些特征值中的某些 ( )k
iλ 作为 A 的近似特征值 ( )k

iλ 。 

第四步， kT 的特征值 ( )k
iλ 对应着特征向量 ( )k

iu ，那么 A 的近似特征值 ( )k
iλ 对应的

特征向量为 ( )k
iki uVy = 。 

稳定性对数值计算是至关重要的。理论上 mvvv ,...,, 21 构成一组正交的基，得到的

本征值和本征矢量是原来的矩阵 A 的非常好的近似。然而，在实际的计算过程中，

计算机带来的舍入误差是不可避免的，有时正交性很快消失，对称三对角矩阵的本

征值就不能作为原始矩阵 A 的近似本征值，这样 Lanczos 方法是不稳定的。我们必

须找到这些伪本征值，将其剔除。我们从三个方面防止 Lanczos 方法的不稳定性： 

1. 阻止正交性的损失； 

2. 基矢产生后，恢复其正交性； 

3. 识别好的和伪的本征值，去掉伪的本征值。 

人们对 Lanczos 方法做了很多改进，例如矢量 jv 被替换为又高又窄的小矩阵，

这样的 Lanczos 方法被称为块 Lanczos 方法，计算过程中需要较大的存储空间，但能

大大提高计算速度。 

还有一种改进为重新启动的 Lanczos 方法，即，在计算对称三对角矩阵的过程

中，经过一定次数的迭代，产生一个比较小的对称三对角矩阵，计算其本征值，然

后重新迭代计算新的大一点对称三对角矩阵，求其本征值，与上一次的比较，作误

差分析。如果误差太大，那么再计算再大一点的对称三对角矩阵，直到两次计算的

本征值误差非常小的时候，对称三对角矩阵的本征值就可以作为原来矩阵 A 的近似

本征值，接着计算相应的本征向量。而重新启动的方式有很多种，例如：隐式重新

启动 Lanczos 方法，重新启动 Lanczos 双对角化方法，Thick-Restart Lanczos 方法, 并

且它们都做成了软件包。 

现在 Lanczos 方法是解决大型稀疏矩阵对角化问题的一种常用方法，可以处理

很多物理问题，教科书[85,86]和参考文献[87-89]中有非常详细的总结与应用。 
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附录 B：利用迭代方法数值求玻色子和费米子的粒子数 

首先我们需要计算 TBA 方程(6.20)，其中，T ，c , Fμ 和 Bμ 是已知的参数， ( )kξ

和 ( )Λϕ 是我们需要求解的分布函数。这是一对非线性方程组，没有解析的解，但我

们可以通过数值的方法计算出其结果。这儿，我们利用了迭代的方法计算 ( )kξ 和

( )Λϕ 。计算过程可以分为以下几步。 

（1） 将T ， c , Fμ 和 Bμ 赋值，将变量 k 和Λ离散化。 

（2） 给出迭代的初始函数 ( ) ( ) BFF kk μμϕμξ −=Λ+−= 0
2

0 , 。 

（3） 将初始函数 ( ) ( )Λ00 ,ϕξ k 代入非线性方程组(6.20)的右边 

( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( )( )dkTkkKT

dTkKTkk

BF

F

/exp1ln,
2

/exp1ln,
2

01

0
2

1

ξ
π

μμϕ

ϕ
π

μξ

−+Λ−−=Λ

ΛΛ−+Λ−+−=

∫

∫
∞

∞−

∞

∞−
     (B.1) 

得到新的 ( ) ( )Λ11 ,ϕξ k 。在数值计算中，积分需要变为分离的值的求和，一般采用

Simpsion 公式做数值积分。 

（4） 比较 ( ) ( )Λ11 ,ϕξ k 和 ( ) ( )Λ00 ,ϕξ k ，计算它们的均方差，并将 ( ) ( )Λ11 ,ϕξ k 的

值赋给 ( ) ( )Λ00 ,ϕξ k 。 

（5） 若均方差大于指定的一个非常小的量，例如： 1610− ，重复(3)(4)两步，若

均方差小于指定的那个小量，就可以跳出这个迭代过程。这时得到的

( ) ( )Λ11 ,ϕξ k 就是我们想要的动量密度分布和谱参数Λ的密度分布 ( )kξ 和

( )Λϕ 。 

接下来我们需要计算线性方程组(6.21)。计算线性方程可以用线性代数的方法求

解，也可以用迭代的方法计算。线性代数的方法，将变量离散化，积分变为求和，

方程便写成矩阵的形式，然后将矩阵对角化，就可以得到想要的函数。我们仍采用

迭代的方法计算。上面的方程可以写成 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )dkkkKQ

dkKkRk

ρσ

σρ

∫

∫
∞

∞−

∞

∞−

Λ×Λ=Λ

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ΛΛΛ+×=

,

,1
                  (B.2) 

其中 ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) πϕπξ 2
1

/exp1
1,

2
1

/exp1
1

T
Q

Tk
kR

Λ+
=Λ

+
= 。通过前面的 TBA 方程

得到了 ( )kξ 和 ( )Λϕ ，可以进一步得到 ( ) ( )ΛQkR , 的值。给出 ( )kρ 和 ( )Λσ 的初始分布

( ) ( ) ( ) 0, 00 =Λ= σρ kRk ，利用上面介绍的详细的迭代过程，同样可以计算出符合上面

方程的 ( )kρ 和 ( )Λσ 。 

     最终，我们可以得到 ( )∫
∞

∞−
= dkkLN ρ/ 和 ( )∫

∞

∞−
ΛΛ= dLM σ/ ，则单位长度内玻

色子和费米子的个数分别为为 LM / ， LMLN // − 。 

     当相互作用强度 c非常小时，被积函数只分布在一个非常小的区域。为了保证

积分的正确性，最好对被积函数作插值处理，化为更多的份数，使数值求和的值更

接近真实值。 

      另外，我们可以改变 Fμ 和 Bμ 的大小，得到指定的玻色子和费米子的数目。 
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附录 C：证明 Fμ 和 Bμ 是玻色子和费米子的化学势。 

定义 LND /= 和 LMH /= ，在 TBA 方程(6.20)的第一式两边分别乘以 ( ) 1−Dkρ ，

并对 k 在整个空间积分，得到 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) dkdkTkK
D

TdkkkkDF ΛΛ−+Λ−−= ∫ ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

− ρϕ
π

ρξμ /exp1ln,
2

21  

(C.1) 

利用等式(6.13)的第一式，上式变为 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ΛΛ−+Λ+Λ−−= ∫∫
∞

∞−

∞

∞−
dTTdkkkk

L
N

h
F /exp1ln2 ϕσσρξμ  (C.2) 

在 TBA 方程(6.20)的第二式两边乘以 ( ) 1−Λ Hσ ，并对Λ在整个空间积分得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) dkdTkkK
H

TdHBF Λ−+ΛΛ−ΛΛΛ−=−− ∫ ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

− /exp1ln,
2

1 ξσ
π

ϕσμμ  

(C.3) 

又因为等式(6.13)中的第二式，上式变为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( )( )∫

∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

−++

−++−ΛΛΛ−=−−

dkTkT

dkTkkkTdH hBF

/exp1ln
2

/exp1ln

ξ
π

ξρρϕσμμ
   (C.4) 

系统单位长度的自由能为 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )dkTkkkTd

dTTdkkkk

LTSLELF

h

h

/exp1ln

/exp1ln

///
2

ξρρϕσ

ϕσσρξ

−++−ΛΛΛ−

ΛΛ−+Λ+Λ−−=

−=

∫∫
∫∫

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
     (C.5) 

利用上面的公式 
( ) ( )( )( )∫

∞

∞−
−+−×+

−
×= dkTkT

L
M

L
MNLF BF /exp1ln

2
/ ξ

π
μμ        (C.6) 

根据普遍适用的热力学公式 

( ) MMNPLF BF μμ +−+−=                       (C.7) 

如果我们能够证明压强 ( )( )( )∫
∞

∞−
−+= dkTkTP /exp1ln

2
ξ

π
，那么 Fμ 和 Bμ 分别是费米子

和玻色子的化学势。 

现在证明关于压强的这个表达式。 
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( ) ( )( )( )

( )( )
( )

( )( )
( )

L
dkk

Tk
L

L
dkk

Tk
L

dkTkT
L

M
L

MN
L
FP

B

B

F

F

BF

T

∂
∂

∂
∂

+
−

∂
∂

∂
∂

+
−

−++
∂
∂

−
∂
∂

−−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−=

∫∫

∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

μ
μ
ξ

ξπ
μ

μ
ξ

ξπ

ξ
π

μμ

/exp1
1

2/exp1
1

2

/exp1ln
2

  (C.8) 

定义 FBF BA μμμ −== , ,由 TBA 方程分别对 A,B 求导数，可得 

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( )dk
A
k

Tk
kK

A

d
AT

kK
A
k

∂
∂

−+
Λ=

∂
Λ∂

Λ
∂
Λ∂

Λ+
Λ+−=

∂
∂

∫

∫
∞

∞−

∞

∞−

ξ
ξπ

ϕ

ϕ
ϕπ

ξ

/exp1
1,

2
1

/exp1
1,

2
11

          (C.9) 

和 

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( )dk
B
k

Tk
kK

B

d
BT

kK
B
k

∂
∂

−+
Λ+−=

∂
Λ∂

Λ
∂
Λ∂

Λ+
Λ=

∂
∂

∫

∫
∞

∞−

∞

∞−

ξ
ξπ

ϕ

ϕ
ϕπ

ξ

/exp1
1,

2
11

/exp1
1,

2
1

        (C.10) 

上面的两式分别合并得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

Λ
∂

∂
−+

Λ
Λ+

Λ+−=
∂

∂
∫∫
∞

∞−

∞

∞−
ddk

A
k

Tk
kK

T
kK

A
k ''

/'exp1
1',

2
1

/exp1
1,

2
11 ξ

ξπϕπ
ξ

(C.11) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

Λ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
−+

Λ+−
Λ+

Λ=
∂

∂
∫∫
∞

∞−

∞

∞−
ddk

B
k

Tk
kK

T
kK

B
k ''

/'exp1
1',

2
11

/exp1
1,

2
1 ξ

ξπϕπ
ξ

(C.12) 

同时由线性方程组可得 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ΛΛ
Λ+

Λ+=

ΛΛΛ+=+

∫∫

∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

ddkkkK
T

kK

dkKTkk

''',
/exp1

1,
2
11

,1/exp12

ρ
ϕπ

σξπρ
       (C.13) 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) dkdkK
Tk

kK

dkkkKT

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ΛΛΛ+

+
Λ=

Λ=Λ+Λ

∫∫

∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

''',1
/exp1

1,
2
1

,/exp12

σ
ξπ

ρϕπσ
      (C.14) 

比较(C.11)和(C.13)，我们得到 
( ) ( ) ( )( )( )Tkk
A
k /exp12 ξπρξ

+=
∂

∂
−                  (C.15) 

进而得 
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( )( )
( ) ( )∫∫

∞

∞−

∞

∞−
==

∂
∂

+
− NdkkLdk

A
k

Tk
L ρξ

ξπ /exp1
1

2
          (C.16) 

对公式(C.12)两边分别乘以 ( )( )Tk /exp1
1

2
1

ξπ +
− ，并对 k 在全空间积分得 

( )( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )
( )

( )( )
( ) dkddk
B
k

Tk
kK

TTk
kK

dkd
TTk

kKdk
B
k

Tk

Λ
∂

∂
−+
Λ

Λ++
Λ

−

Λ
Λ++

Λ
=

∂
∂

+
−

∫∫ ∫

∫ ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

''
/'exp1

',
2
1

/exp1
1

/exp1
,

2
1

2
1

/exp1
1

/exp1
,

2
1

2
1

/exp1
1

2
1

ξ
ξπϕξππ

ϕξππ
ξ

ξπ  

(C.17) 

对等式(C.14)两边分别乘以 ( )( )T/exp1
1

2
1

Λ+ ϕπ
，并对Λ在空间积分得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( )
( )

( )( ) ( ) ( )∫ ∫∫

∫ ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

ΛΛΛΛ
+

Λ
Λ+

+

Λ
+

Λ
Λ+

=ΛΛ

dkddkK
Tk

kK
T

dkd
Tk

kK
T

d

''',
/exp1

,
2
1

/exp1
1

2
1

/exp1
1,

2
1

/exp1
1

2
1

σ
ξπϕπ

ξπϕπ
σ

  (C.18) 

比较上面两式得 

( )( )
( ) ( )k
B
k

Tk
σξ

ξπ
=

∂
∂

+
−

/exp1
1

2
1                  (C.19) 

因此得到 

( )( )
( ) ( ) MLddk
B
k

Tk
L

=ΛΛ=
∂

∂
+

− ∫∫
∞

∞−

∞

∞−
σξ

ξπ /exp1
1

2
      (C.20) 

又因为 ABA FB =+= μμ , ,所以 

( )( )
( )

( )( )
( ) ( )

∫∫
∞

∞−

∞

∞−
+−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂

∂
+

=
∂
∂

+
MNdk

B
k

A
k

Tk
Ldkk

Tk
L

F

ξξ
ξπμ

ξ
ξπ /exp1

1
2/exp1

1
2

 

(C.21) 

( )( )
( )

( )( )
( )

∫∫
∞

∞−

∞

∞−
−=

∂
∂

+
=

∂
∂

+
Mdk

B
k

Tk
Ldkk

Tk
L

B

ξ
ξπμ

ξ
ξπ /exp1

1
2/exp1

1
2

  (C.22) 

将上面两式代入压强的公式(C.8)，就可以证明 

( )( )( )∫
∞

∞−
−+= dkTkTP /exp1ln

2
ξ

π
                  (C.23) 
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那么 Fμ 和 Bμ 分别是费米子和玻色子的化学势。 
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