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中   文   摘   要 

 

最近二十年来，光晶格中超冷原子相变的研究在理论和实验两方面都取得了很

大进步。通过用两分量 Bose-Hubbard 模型来描述光晶格中的两种玻色气体系统已经

展示出了丰富的内容，为可控的量子磁学打开了一扇门。另一方面，通过 Feshbach

共振技术调节原子间的相互作用为我们研究多能带占据系统提供了可能。 

我们研究了绝缘区域每个格点上占据数为 2 且等量混合的两分量玻色原子的基

态性质，发现了由于基态竞争引起的新自旋三重态——单态量子相变。当同一格点

中原子与原子间相互作用较弱时，两个原子倾向于处在最低能带。在最近邻格点间

有弱的隧穿时，系统可投影到一个有效的自旋铁磁交换模型。当通过调节 Feshbach

共振使原子与原子间相互作用变得足够大时，第二能带将被占据。由于哈密顿量中

的轨道耦合项 S S+ − ，同一格点不同轨道上的两个原子形成单态。对于非 SU(2)对称

的模型，对应于相分离或超对流，光晶格中的冷原子可能在实验上模拟易轴或易平

面的凝聚态铁磁模型。 

根据最近的理论和实验上对单分量量子气体研究的发展，我们构建了一个探测

两分量玻色原子自旋关联的模型。在腔模光场中透射光谱的线性理论下，晶格中两

分量玻色原子的不同磁相能够被清楚地区分出来。研究发现在占据数为 1 的两分量

玻色原子的 Mott 绝缘态中出现的三个不同量子相：反铁磁相、铁磁相、XY 相与腔

的透射光子数密切相关。我们的研究方案在目前冷原子实验中有望直接被实现。 

 

 

 

关键词: 光晶格；两分量冷原子；量子相变；自旋超交换；腔 QED；透射光谱；噪

声 
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Optical Lattices 

Liping Guo (Condensed Matter Physics) 

Directed by Prof. Yunbo Zhang 

ABSTRACT 

The study of phase transitions of ultra-cold atoms in optical lattices has 

made great progress both theoretically and experimentally in the last decades. 

Two-species bosons in optical lattices described by the two-component 

Bose-Hubbard model may exhibit rich behaviour, opening the door to 

controlled studies of quantum magnetism. On the other hand, the interactions 

between atoms can be tuned by Feshbach resonance which enables the study 

of multiband occupied systems. 

Firstly, we investigate the ground-state properties of an equal mixture of 

two species of bosons in its Mott-insulator phase at a filling factor of two per 

site. One novel of spin triplet-singlet transition is identified through the 

competition of the ground state. For a weak on-site interaction the two 

particles prefer to stay in the lowest band and with weak tunneling between 

neighboring sites the system is mapped into an effective spin-1 ferromagnetic 

exchange Hamiltonian. When the interaction is tuned by a Feshbach 

resonance to be large enough, the higher band will be populated. Due to the 

orbital coupling term S S+ −  in the Hamiltonian, the two atoms in different 

orbits on a site would form an on-site singlet. For a non-SU (2) symmetric 



摘要 

IX 

model, easy-axis or easy-plane ferromagnetic spin exchange models may be 

realized, corresponding to phase separation or counterflow superfluidity, 

respectively. 

Secondly, we develop a general scheme for detecting spin correlations 

inside a two-component lattice gas of bosonic atoms, stimulated by the recent 

theoretical and experimental advances on analogous systems for a single 

component quantum gas. Within a linearized theory for the transmission 

spectra of the cavity mode field, different magnetic phases of a 

two-component (spin 1/2) lattice bosons become clearly distinguishable. In 

the Mott-insulating (MI) state with unit filling for the two-component lattice 

bosons, three different phases: antiferromagnetic, ferromagnetic, and the XY 

phases are found to be associated with drastically different cavity photon 

numbers. Our suggested study can be straightforwardly implemented with 

current cold atom experiments. 

   

 

Key Words: Optical lattices; Two-component ultra-cold atoms; Quantum 

phase transition; Spin super-exchange; Cavity quantum electrodynamics 

(QED); Transmission spectra; Noise function 
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第一章 绪  论 

第一节 引 言 

1924年玻色和爱因斯坦在理论上预言了玻色 -爱因斯坦凝聚 (Bose-Einstein 

Condensate，简写为BEC)现象[1],[2]，即当原子的温度足够低时，无相互作用的玻色

子会在最低能量量子态上聚集，达到可观的数量。在这种状态下，所有的原子如同

一个原子，具有完全相同的物理性质。随着实验技术，特别是激光冷却技术的发展，

威依迈(Wieman)和科纳尔(Cornell)的研究小组于1995年6月在铷(87Rb)原子蒸气中第

一次直接观测到玻色-爱因斯坦凝聚。BEC理论和实验的发展为我们对冷原子系统的

研究提供了依据。 

在位置空间中调制激光场可产生束缚中性原子的周期势阱，这为我们进一步研

究冷原子提供了最简单方法。光晶格技术起源于对原子的偏振梯度冷却及亚光子反

弹冷却的实验中。近几年来，这种技术已逐渐被应用到超冷原子及BEC的操控与量

子相变的研究中。例如，对于一维系统，实验上可以通过叠加两束相对而行、线性

极化对射的激光形成驻波，来捕获冷原子，这样形成的周期势阱称之为光晶格。与

光阱类似，光学晶格能捕获和控制处于所有超精细自旋态的原子，为研究BEC的自

旋与磁特性提供了技术上的保证。此外，光晶格还具有另一重要特性——空间周期

性。原子在光晶格中的运动类似于电子在固体晶格场中的运动。因此，光晶格中超

冷原子的研究也为研究一些类固体物理现象提供了理想工具。这一实验的理论解释

用玻色哈伯德(Bose-Hubbard)模型描述[3]，这一模型也是我们研究工作中重要的依

据。德国的研究小组Greiner等人首次在实验上观察到玻色—爱因斯坦凝聚体在光晶

格中从超流态到Mott—绝缘态转变的量子相变现象[4]。这一重要的实验进展不仅在

理论上具有重大的研究价值，而且为BEC的应用开辟了新途径。光晶格还有许多实

验上的应用，例如利用稀疏填充的光晶格观察光的布拉格散射[3,5]或布洛赫振荡[6]；

用光晶格囚禁原子作为量子模拟器[7]或观察量子隧穿[8]等。光晶格也有许多实际的

应用，如光晶格BEC的自发磁化现象可能应用在弱磁场探测及磁传感器等技术领域；

其自旋波的激发、控制与探测的研究则可能为量子计算及量子信息处理等方面提供

重要的指导。 
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当系统的绝对温度趋于绝对零度时，所有的热运动就会逐渐消失，这时不会发

生经典意义上的相变，但是从量子力学角度看，即使是在绝对零度，根据海森堡不

确定关系(Heisenberg's uncertainty relation)也会有量子波动存在。当这些波动足够强

时，就会促使系统从一相向另一相转变，出现宏观量子相变。Fisher[9] 和 Jaksch [3] 

等人采用 Bose-Hubbard model 在理论上论证了光晶格中单分量冷原子的相变—绝缘

到超流。当多分量冷原子放置于光晶格中会出现很丰富的物理特性[10-15]，研究多

分量玻色子或费密子在光晶格中的相变问题为目前工作的热门之一。占据数为整数

的两分量玻色子存在五种超流和绝缘的基态[11]，在绝缘相会产生铁磁、反铁磁和

XY 相三种态[11-13][16]。绝缘相自旋为 1 的玻色子由于平均占据数以及自旋交换值

会出现 nematic singlet[18]和 dimerized 态[18]。 

迄今为止，多分量系统的绝缘相可被表述成自旋动力学的有效哈密顿量的形式

[12-13]。以前的工作主要集中在单带近似，只考虑基态，忽略了上能带的影响。最

近，Köhl 等人研究了费密气体 40K 两分量混合时，调节 Feshbach 共振，可以获得很

强的相互作用，而且和最低的几个能带相耦合[19]。2006 年初，Ho[20]在理论上分析

了布洛赫能带在只考虑最低的两个能带--即两带近似的情况，两分量的费密气体在平

均占据数为 2 的绝缘区，通过调节 Feshbach 共振使得相互作用由弱变强，发现基态

和第一激发态在 / 1.19U Δ ≈ 时相交，证明了存在量子相变。这种多分量多能带的模

型也引起许多人的兴趣[21-22]。 

腔量子电动力学，简称腔 QED，描述束缚在一个共振腔里物质和电磁场的相干

作用，为研究量子信息处理提供了一个很重要的平台。一个超精细腔实验上可产生

强耦合区，使得原子和单模光场相干地多次交换一个光子。所以利用微波腔或光学

腔可进行基本的研究工作。针对量子态的操控和量子信息发展的挑战，近来实验上

研究原子在光学腔内的激光冷却和俘获。2007 年 Brennecke 等人实验上实现了 BEC

与超精细光学腔的量子化场的强耦合作用，并且可测量本征光谱[23]。同年 Colombe

等人研究了在芯片上光学腔中 BEC 与光场强耦合作用，预期该系统可研究量子信息

光和物质相互作用界面[24]。 

探测玻色爱因斯坦凝聚体特征的标准方法是研究从阱中释放出的原子间物质波

的干涉[25-29]。然而这一方法会最终破坏系统。最近 Mekhov 提出了一个新的方法—

系统原子数守恒情况下光学测量的方法[30]。其原理是依赖原子态的散射可直接反映
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原子量子统计的现象。简单的说这种现象是原子数的变化影响了腔模的散射平移，

如在一些晶格区域原子数的涨落使得腔模的频谱发生平移。而在不同的共振频率处

出现的腔模透射光谱反映了原子数的分布函数。这样探测要求考虑原子的统计，例

如：由光谱反映的诸如中心频率和宽度等的平均值和变化。另外在这种周期格点中

光学散射能够帮助克服实验上带来的困难。与均匀的 BEC 相比[23]，从周期格点散

射出来的光能帮助研究局域关联或非局域关联[31]。这种方法在研究光晶格中的量子

相变问题时非常有用！  

第二节 光晶格中单分量玻色气体量子相变 

相对传播的几对激光束的干涉能在空间形成明暗相间的周期性场强分布，原子

在其中能感受到交流 Stark 效应(光频移)，即磁偶极矩和交变的电磁场作用，这样形

成的原子束缚势称为光晶格。这种势能将原子囚禁成为类晶体结构，原子在光晶格

中的运动类似于电子在固体晶体中的运动。由激光形成的光晶格势，即使格点上没

有原子也不会有缺陷，这里晶格常数是光波波长的数量级(微米的量级)，而不是固体

晶体中原子间的距离(埃的量级)。虽然这样系统本质上没有强相互作用，但是将原子

囚禁在光晶格中减少了原子动能，从而等效地增加了原子间的相互作用，因此光晶

格为研究强关联的原子体系提供了一个非常有价值的实验平台。 

1.2.1 光晶格--光势阱俘获中性原子  

光晶格的诞生可追溯到由法国巴黎高师和美国标准技术研究院所进行的两个实

验。前者研究了样品照射后探测激光束的吸收和增益；后者则测量了所捕获原子的

荧光。这些实验首次给出了原子陷于一维周期性光学势阱的明确证据。两个实验都

用了正交偏振的驻波配置。这个一维模拟系统是由Dalibard和Cohen-Tannoudji[32-33]

在理论上提出的，他们指出可以由正交线偏振相向传播的激光形成周期格点阵列—

光学晶格—来同时冷却和囚禁原子。高维光晶格可以通过不同方向传播的驻波叠加

形成。 

放置在磁场中的超冷中性原子，自旋被冻结，而置于光偶极阱中的冷原子和外

电场之间的感生偶极矩的相互作用可将自旋态释放。例如：由激光发出的振荡电场

会导致原子产生振荡偶极矩，同时与振荡偶极矩相互作用可以产生一个俘获势[34]： 
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( ) ( ) ( ) ( ) 2
dip LV α ω= − ⋅ ∝r d E r E r                 (1.1) 

( )Lα ω 是原子的极化率， ( )2I E r∝ 是激光场的强度， ( )E r 是电场在r处的场强。通

常激光频率与原子的共振频率的失谐是很大的，这使得由共振激发导致的自发辐射

效应可被忽略，而且偶极势是不变量。由于驻波场中光强分布不均匀，根据激光频

率失谐不同，偶极力把原子推向波节或波腹： 0Δ > ( L aω ωΔ = − )，推向波节； 0Δ < ，

推向波腹[35]。这种力是周期性的，以光的半波长为周期。如一维的光晶格可以通过

两个反方向传播的相干激光叠加形成，两束光的干涉可以形成驻波(周期 / 2Lλ )，由

此可俘获原子。增加更多的激光来干涉，我们可以得到 1D、2 D、3 D 周期势; 由一

对激光产生的 1D 晶格是一个简单的驻波干涉图案，如图 1. 1 (a)： 

 

图1.1 六束相互正交的激光产生的一，三维晶格，引自Adv. At. Mol. Opt. Phys. (2002) 
42, 95-170。 

 
在这些势阱中的原子仅能沿着束缚势弱的轴运动，因此在足够低的温度下会实现完

全冻结在径向运动的一维量子行为。而对应 3D 简单的立体晶体(图 1.1, b 所示)，每

个束缚阱像紧束缚的谐振子势。 

利用光场产生的周期束缚势的一个重要优点是势阱的几何性质和深度是可完全

被操控的。例如：束缚势的几何性质可以通过不同角度的干涉激光来实现，由此可

以产生更多复杂的晶格，如 Kagome lattices 等。而在实验操作过程中光势阱的深度

甚至可以通过简单增加或降低激光的强度来调节，所以使基本的相变的动力学的实
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验研究成为现实。 

由一列驻波形式的每个周期势是 

( ) ( )2
0 sinlat LV x V k x=                      (1.2) 

其中 2 /L Lk π λ= 是用于形成驻波的激光的波矢量， 0V 代表了势阱的深度，通常是以

反冲能量为单位的(这里 2 2 / 2R LE k m= = 表示从激光束中吸收一个光子得到的能量，称

作反冲能量，作为能量的基本单位，m 是一个中性原子的质量)，这是周期势场中中

性原子的能量尺度。一般来说两束激光光束在夹角小于180D范围内，可以实现更长

周期的周期势。 

光晶格对原子的操控技术，不但可以用来研究 BEC 的自旋和磁性特性[36]等，

还可进行量子计算[37]，对量子信息存储有重要意义。由于光晶格的周期性结构以及

势阱深度可以人为地调节，能够改变凝聚体原有的相干性质，从而可研究系统量子

相变问题[4]。 

 
1.2.2 光晶格中BEC的能带理论 

   首先我们研究一团BEC在光晶格中的本征态。这里我们只考虑周期晶格势的影响

(考虑外势的情况参考[36-39])。根据Bloch定理，周期性势的存在会使系统呈现能带

结构，但由于非线性项的存在它的能带结构不同于固体中Bloch电子的能带，而较之

有一定的扭曲，同时也影响了其他量诸如拉比(Rabi)频率、Bloch振荡振幅以及隧穿

几率等的大小。 

超冷原子(如钠)在一维光晶格中的势能如式(1.2)。在 0 RV E� 的情况下，每个阱

具有许多的振动能级，能隙 0 REω= � 。在低温条件下，原子被束缚在最低振动能级

上。除了很小的跃迁至最近邻格点的能量外其它动能被冻结。最低能带的单粒子本

征态是准动量为 xq 的Bloch波，能量为 

( ) ( )0 0
3 2 cos
2 xJ q dε ω≈ −q =                  (1.3) 

晶格常数 / xd qπ= ，参数 0J > 描述近邻跃迁的动能。在极限 0 RV E� ，据一维的

Mathieu 方程以及第一能带宽为 4W J→ 可得到 
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3 1
4 2

0 04 exp 2R
R R

V VJ E
E Eπ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
�  

一般任意周期势 ( ) ( )p pV x R V x+ = ，本征态是Bloch函数 ( ), xn q xψ 。它具有分立的能带

指标 n 和在倒格矢第一布里渊区的准动量 xq [33]。因为平移晶格矢 R ，Bloch函数需

与纯相位因子 ( )exp xiq R 相乘，这样我们可拓展到整个晶格。引入Wannier 函数

( ),n Rw x ，通过Fourier变化，本征函数可写成 

( ) ( ), ,
x

x

iq R
n q n R

R
x w x eψ =∑                      (1.4) 

其中 Wannier 函数 ( ),n Rw x 对于不同能带和格点满足正交归一性 

( ) ( )*
' , ' , ''n n n n R Rdxw x R w x R δ δ− − =∫ 。                (1.5) 

对于光格子中BEC的描述可以采用如下的完全哈密顿量： 

( )
2 3 22 2

0
1

sin
2

j
tot j

j

x
H V g

m a
π

=

⎛ ⎞
= − ∇ + + Φ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ r=

               (1.6) 

 
 

图1.2 (a) 不同阱深的光格子对于能带结构：阱深分别为20ER，4ER和0ER。在这个绝

热演化过程，准动量是守恒的； (b)第n能带上准动量为q 的Bloch波函数，等效于晶

格第n个布里渊区动量为 p 的自由粒子。引自Rev. Mod. Phys. 80，885 (2008). 
  

相互作用参数 g 由下式给出 

24 sag
m

π
=

=  
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( )Φ r 是凝聚体在位置x处的波函数。若原子气体非常稀薄，原子间相互作用势可略

去，则我们得到的光格子中超冷原子的能带类似于固体物理学中Bloch电子的能谱，

如图(1. 2)。阱深分别为20ER，4ER和0ER(自由粒子)。考虑到原子间相互作用势的存

在，光格子中冷原子的能带将会呈现新的特点。 

1.2.3 量子相变 

相变是自然界普遍存在的一类突变现象[40]。通常将与温度有关的相变称作热力

学相变，一般可以分为一级相变和连续相变。如果系统的绝对温度趋于零，所有的

热运动将逐渐消失，但是由于海森堡(Heisenberg)不确定关系仍然会有量子涨落存在。

这些微观量子涨落会促使多体系统从一个相向另一个相转变，即发生量子相变。光

晶格中的超冷原子通过调节光晶格阱深使得相互“竞争”的两种相互作用能的比值

/U J 达到某一量子临界点，此时量子涨落将导致这种连续量子相变。对于三维的光

晶格势，量子相变的临界条件 

 

图 1.3 Bose-Hubbard 模型零温下的相图。横纵坐标分别为无量纲化的隧穿耦合与化

学势。 n 表示绝缘相中格点的平均原子数[4, 9]。 

 

为 ( )/ 5.8 ,
c

U J z= 其中 z 是配位数[9] [41-43]。对于不同维数和不同平均占据数下的临

界条件可以参看其他文献[44-46]。在零温时，超流到绝缘体的相变在 Jμ − 平面的相

图包含了一系列叶型区。叶型区内(小 J 区)是 Mott 绝缘相，叶型区的外部则是超流

相。根据朗道连续相变理论，超流相具有长程相位相干性， 
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图 1. 4 不同势阱深度下的干涉图样。(a) 0 RE ;(b) 3 RE ;(c) 7 RE (d)10 RE ;(e)13 RE ；

(f)14 RE ;(g)16 RE ;(h) 22 RE [4]。 

 

序参量非零；而 Mott 绝缘相没有长程相位相干性，序参量为零。 

在 1998 年 Jaksch 提出光晶格中冷原子的量子相变的理论后[3]，2002 年 Greiner

等人在实验上证实了这个预言[4]。在他们的实验中，利用 87Rb 原子，通过调节光晶

格深度来改变格点上原子间的相互作用，从而实现了超流相(SF phase)到绝缘相(MI 

phase)的相变。图 1.4 是通过吸收成像法拍摄的干涉图样。 

在超流区，原子在整个晶格是非定域的，因此有清晰的干涉图样。干涉图中尖

锐的干涉最大直接反映了系统相位相干的程度。随着光晶格势深的增加，干涉图样

发生显著地变化。势阱深度大约为13 RE 时，干涉图样变得模糊，直到22 RE 时干涉图

样完全不可见。这正是系统从超流相到 Mott 绝缘相转变的标志。这时如果降低势阱

深度，系统返回到超流相，干涉图样又很快清晰可辨了[4]。 

前面我们介绍了光晶格中单分量超冷玻色原子的量子相变。后来人们又讨论了

高自旋的或多分量的冷原子在光晶格中的相变问题。Tsuchiya 等人研究了自旋为 1

的反铁磁相互作用的玻色原子在光晶格中从超流到 Mott 绝缘的量子相变[16]，他们

利用平均场近似得到零温相图，发现格点平均占据数是偶数的 Mott 绝缘相是自旋单

态，非常稳定；而平均占据数为奇数的 Mott 绝缘相有一个原子不能形成单态，因此

格点自旋为 1。Svidzinsky 等人则进一步考虑了外部磁场对量子相变的影响[47]。自

旋为 2 的玻色原子在光晶格中的能谱和量子相变[48]。另外，Pu 和 Zhang[49]研究了

由磁偶极相互作用引起的光晶格中凝聚体的反铁磁相变和自发磁化等现象。总之，
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光晶格中量子相变的研究已经从单分量超冷玻色原子延伸到两分量超冷玻色原子、

旋量超冷玻色原子以及超冷玻色—费米混合物等等复杂的领域。当然，对于光晶格

和量子相变的实际应用仍在不断的探索中。 

第三节 光晶格中两分量玻色气体量子相变 

1.3.1 自旋相关的光晶格势 

迄今为止，光晶格势是不依赖于原子内部态的形式。然而如果周期势对不同自

旋的原子作用不同，那么这种依赖原子自旋的周期势能够使得不同晶格位置的原子

产生联系，从而可以实现基本的量子门[50-53]，产生大幅度的纠缠[54-55]，激发自

旋波[56-57]以及研究量子随机行走[58]或者形成一个基本的量子模拟模型来研究复

杂的凝聚态物质的哈密顿量[59]。 

我们先介绍一下在实验上实现光晶格中与自旋有关的中性原子的装置[60]。形成

光晶格的两束沿相反方向传播的激光具有线性极化矢，极角为θ 。这样的驻波光场能

可看成一个左旋σ +和一个右旋σ − 的极化的驻波激光场的叠加。它使得晶格势为

( ) ( )2
max, cos 2V x V kx θθ+ = + 和 ( ) ( )2

max, cos 2V x V kx θθ− = − 。k 是产生驻波的激光场的

波矢， maxV 是晶格的势阱深度。通过改变极角θ 的大小可以控制两个势分开的距离

( )/180 / 2xx θ λΔ = D [50-54]。当θ增大时，两个势阱沿相反方向移动，又在 180nθ = ⋅ D

叠加在一起。其中n 是一个整数。这种与自旋相关的光晶格势在原子的两个内部态实

现，如一个自旋态“感受”到的势是 ( ),V x θ+ ，而另一个自旋态“感受”到的偶极势是

( ),V x θ− 。采用波长为 785x nmλ = 的激光产生的光晶格俘获 Rb 原子，这个波长正好

在 Rb 原子 D1 和 D2 线的精细结构分裂处的中间波段。不同的原子态感受到的偶极

势不同：如态 1 2, 2FF m≡ = = − 感受到的偶极势 ( ) ( )1 , ,V x V xθ θ−= ，另一个态

0 1, 1FF m≡ = = − 感受到的势 ( ) ( ) ( )0 , 3 4 , 1 4 ,V x V x V xθ θ θ+ −= + 。如果原子首先被

制备成两个态的相干叠加形式 ( )1 2 0 1i+ ，然后连续增大极角θ ，这样原子的空

间波包劈裂成沿相反方向运动的两个分量。 
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实验上凝聚体中原子的数目约为 53 10× ，被囚禁在各向同性的频率为 2 16Hzπ ×

的谐振子的磁势阱中。然后在这团凝聚体上叠加一个三维的光晶格势。增加晶格的

阱深驱使系统由超流进入 Mott 绝缘相[4]，原子被局域到单个的格点中，相邻格点间

的隧穿被抑制，系统不再有长程相位相干性，因此与实验上可观测的动力学无关。

晶格的三个正交的驻波光场在 y,z 方向的两个光场的波长 , 840y z nmλ = 。对于第三个

沿水平方向 x 的激光的波长是 785x nmλ = 。沿着这个轴的一个四分之一波片和一个电

光调节器(EOM)允许我们通过给电光调节器一个合适的电压来旋转回复反射的极化

矢的极角θ。这个过程如图 1.5 所示。 

 

图 1.5 系统装置图.一维的光学驻波由两束线性极化的激光沿相反方向对射而形成。

返回的激光的极角能够通过电光调节器被调节。虚线是波片和 EOM 的轴。PRL 91, 

010407 (2003)。 

初始极角θ被设置成 0θ = ，即 x 方向上两束对射激光的线偏振矢量调节到平行。

当晶格中的原子处于 Mott 绝缘相时，绝热关掉磁场囚禁势，仅保留 1G 均匀的磁场

在 x 方向来维持原子自旋激化。不久绝热的关掉沿着 y 和 z 方向的光晶格使在原子

沿着驻波方向移动，以此减少相互作用能，以便在单粒子水平研究由于原子之间的

碰撞相互作用而导致的多体态的相移。紧接着，应用一个初始为 / 2π 微波脉冲，将

凝聚原子制备到 0 和 1 的相干叠加态，调节偏振夹角θ ，处于 0 和 1 态的凝聚原

子空间波包发生分离并朝相反方向运动，这就是所谓的原子波包的自旋相关输运过

程。为了增大原子的两个波包之间的距离，在偏振夹角旋转到 0180θ = + 之后应用一
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个微波π 脉冲，从而交换两个超精细态 0 和 1 ，将偏振矢量往反方向调回到 θ = 0， 

则这个原子的两个波包没有被带回到原始的格点而是被分离得更远，即增大了 0 和

1 两个波包之间的距离，如图 1.6 所示 

 

1.6 干涉仪序列示意图[63]。 

这个微波的辐射场，大约是6.8GHz ，两个原子态 0 和 1 之间驱动Rabi振荡，

其频率为 2 40kHzπΩ = × 。这个微波场可将原子调节到两个原子态 0 和 1 的任意的

叠加态。Mandel 等人观测到丰富的实验现象[60]。这样我们以两分量的原子为例对

实验上如何实现自旋相关的光晶格势做了大致解释。接下来我们看理论上光晶格中

两分量冷原子的一些研究工作。 

 

1.3.2 两分量玻色哈伯德模型 

哈伯德(Hubbard)模型在考虑窄带中电子强关联效应的基础上成功地解释了有些

过渡金属氧化物当温度升高时从绝缘体转变为金属的现象。而玻色—哈伯德

(Bose-Hubbard)模型最初则被用来研究纳米管中惰性气体的吸收[62]或具有强电荷效

应的超导薄膜中的库伯(Cooper)对[38,63]等等。由于玻色原子在光晶格中的运动类似

于电子在固体晶体中的运动，1989 年 Fisher 和 1998 年 Jaksch 正是利用单分量的玻

色—哈伯德模型在理论预言了单分量的超冷原子从超流到 Mott 绝缘相的量子相变
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[3]，并为实验证实。随着实验上将冷的玻色子[60]、费米子[19,61]以及玻色和费米的

混合物[62]束缚在光晶格，许多工作进一步研究了多分量的冷原子气体在光晶格中的

性质。 

我们着重考虑两分量的玻色子在光晶格中的相变问题。首先相互作用的玻色子

在光晶格束缚势场下的哈密顿量为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22

2 41ˆ ˆ ˆ ˆ
2 2

s
ext

a a

aH dr r V r r dr r r r r
m m

πψ ψ ψ ψ ψ ψ+ + +⎛ ⎞
= − ∇ + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫

==G G G G G G G G G

(1.7) 

这里 ( )rGψ̂ 表示玻色场算符。束缚势 ( )rVext
G
包含光晶格周期势 ( )oLV rG 和一个外加的缓慢

变化的束缚势 ( )rVT
G
，如图 1.7 所示。原子间的相互作用是短程势， sa 表示 s −波散射

长度， am 是单个原子质量。 

 

图 1.7  Bose-Hubbard 模型在光晶格中示意图，势阱底部的能级由束缚势 TV 产生

[3]。 

在完整晶格中的单原子系统的能量本征函数是布洛赫(Bloch)函数，在同一能带

中，不同波矢对应不同的能量本征值。不同波矢(即不同能量)的布洛赫函数组合可构

成瓦涅尔(Wannier)函数,它可以很好地定域在单个格点上，不同格点的瓦涅尔函数满

足彼此正交性。为讨论光晶格周期势中格点间原子的相互作用，我们采用瓦涅尔表

象。假定系统的最低能带远低于第二个能带，在最低能带的瓦涅尔基中展开玻色场

算符： 
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( ) ( )
,

ˆˆ i i
i

r b w r rσ
σ

ψ = −∑G G G                    (1.8) 

其中σ 是原子态的指标(我们用↑，↓来表示)， îbσ 是第 i个格点上湮灭处于σ 态的玻

色子的算符，它们满足玻色对易关系 ' '
ˆ ˆ,i j ijb bσ σ σσδ δ+⎡ ⎤ =⎣ ⎦ 利用上面玻色场算符的展开

式，并且只考虑最近邻格点间的相互作用，哈密顿量(1.7)可约化为两分量原子的玻

色哈伯德模型： 

( ) ( )
, ,

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ. . 1
2i j i i ii i

i j i i

H t b b H c U n n U n n nσ σ σ σσ σ σ σ σ
σ σ σ

μ+
↑↓ ↑ ↓= − + + − + −∑ ∑ ∑ ∑              

(1.9) 

其中 ,i j 表示对最近邻格点求和，而 ˆ ˆˆi i in b bσ σ σ
+= 是第 i个格点的原子数算符，模型中

的第一项是跃迁项(hopping)，描述了玻色子在相邻格点间的隧穿能量，其强弱由隧

穿矩阵元描述[14] 

( )
1/ 2

3/ 41/ 44 exp 2R
R

Vt E V
E
σ

σ σπ

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎢ ⎥≈ − ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

。              (1.10) 

2 2 / 2R aE k m= = 是原子的反冲能量， ,sa σ 对应不同自旋的原子的散射长度。同种原子

的相互作用通过参数 ( ) ( )( ) ( )( )1 41 2 38 / RsU U U ka Rπ υ↑↑ ↓↓ ↑ ↓ ↑ ↓
= = ≈ 来描述。不同原子间

相互作用的参数 

( ) ( )( )1 41 2 38 / RU ka Rπ υ↑↓ ↑↓ ↑↓≈                  (1.11) 

来 描 述 。 其 中 ,υ↑ ↓ 是 光 晶 格 对 不 同 的 原 子 ↑ 和 ↓ 的 不 同 的 阱 深 ，

( )21/ 2 1/ 24 /υ υ υ υ υ↑↓ ↑ ↓ ↑ ↓= + 是在各个方向上自旋的平均势。进而不同原子间的相互作用

U↑↓ 的大小能够如前边实验所述的通过移动两个晶格来使得 /U U↑↓ 的取值范围很

大。依赖于自旋分量的跃迁 tσ 能够很容易的改变势阱深度υ↑和υ↓，而阱深可通过控

制形成束缚阱的激光的强度来调节。一般来说两种原子化学势不同，即μ μ↑ ↓≠ 。从

自旋的角度来说，化学势转变成沿 z 方向的磁场，然而因为两分量原子的占据数本

质上没有发生转化，实验中有固定的磁化强度，即两种原子数差 n n↑ ↓− 是固定的，

这样通过调节化学势来固定磁化强度。 
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首先考虑一个简单的情况，即两种原子的化学势相等 μ μ μ↑ ↓= = ，通过激光的

极化而改变晶格的阱深可导致两种原子的化学势发生相对平移，而这个平移通常很

小，总是能够用外磁场来补偿使得两种原子的化学势相同。简单假设比值 /t tη ↑ ↓= ，

并且令 t t↑ ↓≤ ， 1η ≤ 。当平均每个格点的占据数为奇数时参数μ， /U Uλ ↑↓= ， t↓和

η的变化使得系统处于不同的相。 

 

图 1.8 两分量的玻色系统在 Mott 绝缘态下( 0t t↑ ↓= = )的相图，每个格点奇数占据

的时候是两重简并[65]。 

式(1.9)描述了系统在巨正则系综下的哈密顿量。在实验当中每个分量的原子数

都是守恒的，这个描述不是完全充分的。在单分量的玻色哈伯德模型中巨正则系综

下的合理性来自于整个束缚势。在这样的情况下不同的区间将被看做在平衡系统下

的不同的“有效的化学势”，这样会导致不同相：Mott 绝缘相和超流相的“畴”结构。

因此在一个大的势阱里 Mott 绝缘相的玻色子在阱的边缘与超流相的玻色子相接触，

阱的边缘犹如粒子库。这证明了把这样的系统作为巨正则系综的可行性[64]。绝缘相

是我们所最感兴趣的，此时的光晶格势阱比较深，跃迁项很弱，我们近似取 0t t↑ ↓= = ，
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这样系统的每个格点的哈密顿量都相同。所以任意的 i格点的哈密顿量可写成 

( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 2
2i i i ii i

UH n n n n nσ σ σ σ
σ σ

λ μ↑ ↓

⎡ ⎤= − + −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ 。        (1.12) 

iH 的基态由格点 i上整数个玻色子 ( ) ( )/ ,n Uμ λ
↑ ↓

决定。相图如 1.8 所示。除了通常的

偶占据的情况 i in n↑ ↓= ，奇占据的 1i in n↑ ↓− = ± 的情况与单分量的系统相比也有不同的

地方。很多工作都是围绕奇占据数的情况展开的[11-13]。 

1.3.3 光晶格中两分量玻色气体的相图 

光晶格中的冷原子系统的超流到绝缘的相变的观测为研究难操控的强关联系统

的实验开辟了迷人的前景。比如理论研究已经证明光晶格中带自旋的玻色子或者费

米子很有可能观测到复杂的量子相变，从而来实现新颖的超流机制和探测呈现自旋

电荷分离的一维的玻色系统。甚至两分量的玻色气体的绝缘相也可以展示出丰富的

物理行为。当运动的自由度被限制时，不受此限制的赝自旋可以形成有效的海森堡

自旋交换。这能够用来研究自旋为 2/1 的超冷玻色原子的哈密顿量，从而为可控的量

子磁学的研究打开一扇门。在这个方法里，两种玻色子或费米子被束缚在光晶格中，

这里依赖于自旋的相互作用和跃迁可通过调节束缚光场的强度，频率以及极化来控

制。 

在奇数占据绝缘相的情况，其基态简并，把隧穿项作为微扰可以得到有效的自

旋哈密顿量。当隧穿很大时，微扰理论就不再适用。文献[14]利用非微扰的方法描述

了两分量的绝缘和超流相，研究了每个格点只有一个原子占据的相图。我们研究的

重点是两分量在绝缘相的相图，故微扰方法是主要的研究手段。我们介绍占据数为

任意奇数粒子 02 1n − 的情况下，在有限的隧穿作用下由于量子涨落两重简并被消除。

更准确的说在区间 , ', ' ,U U U U t t↑ ↓− >> ，远离 SU(2)对称点 1λ = ，并且不同原子间

的相互作用几乎消失 1λ << ，利用微扰的办法来研究两分量在光晶格中的相图。为了

计算在每个格点占据数为奇数的绝缘态的涨落关联，先把晶格分成两个子空间 A 和

B—这样将反铁磁相和棋盘式固态的情况都包含了进来。首先使用一个试探波函数 

A Bi j
i A j B

ψ ψ
∈ ∈

Ψ =∏∏                    (1.13) 

其中 
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,, ,
, 0 0 0 0cos , 1 sin 1,

2 2
A BiA B A B

A B n n e n nφθ θ
ψ = − + − 。        (1.14) 

 

图 1.9 平均场近似下奇数占据的相图( 0 1n = ) [65]。 

为了简单令 1 2,n n n n↑ ↓= = ，其间 Fock 态 1 2,n n 是在 i格点有 1n 个分量为1的原子， 2n

个分量为 2 的原子。利用微扰的办法可得到近似到二阶关联 ( )2 2/t UΟ 的基态能量。

它是关于角度 ,A Bθ 和 .A Bφ 的函数 

( ) ( ) ( ) ( ){

( )( )

( )

2
2 2 2

0 0

2 2
2 0 0

2
0

1 1 cos cos 1 cos cos
2

11 1 cos cos
2 2

sin sin cos

f A B A B

A B

A B A B

Nzt
E n n

U
n n

n

η θ θ η θ θ

η θ θ
λ λ

η θ θ φ φ
λ

↓= − + + + − +

⎛ ⎞−
+ + − +⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎫
+ − ⎬

⎭

 

其中 z 是晶格的配位数。对能量 fE 求关于 ,A Bθ 和 .A Bφ 的极小值，从而可得到如图 1.9

的相图。这个相图说明了绝缘区域存在三类相：(a)当 ( ) 0A Bθ = ， ( )B Aθ π= ，系统处于
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反铁磁 AF 相；(b)当 0A Bθ θ= = ，系统处于铁磁 FM 相；(c)当 0A Bθ θ= ≠ ，系统处于

XY 相。占据数为 1 的反铁磁相就是棋盘式的固态，每个格点被 1 分量原子占据或者

被 2 分量原子占据，并且交替分布。 

在第三章我们将利用两分量冷原子与两个腔模相互作用的系统来探测光晶格中

两分量的超流体和绝缘体相变，以及绝缘区内奇数占据对应的这三种相—AF 相，FM

相和 XY 相[66]。 
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第二章 腔 QED 及其与原子的相互作用 

 
   基于我们工作的需要，本章简单介绍了腔的构造及其与原子的作用[1]，光与二

能级原子相互作用的几个最常见的理论模型：如Jaynes-Cummings(J-C)模型、Dicke

模型和Tavis-Cummings模型以及光与三能级原子相互作用的受激拉曼绝热通道。腔量

子电动力学(Cavity QED)主要研究受限系统中量子化电磁场和原子之间的相互作

用。该系统不仅可以检验量子物理的基本理论，有助于人们从根本上认识光与原子

相互作用的过程，而且近年来作为量子信息的一种方案引起了人们的高度关注。随

着实验技术的进一步提高和理论知识的不断认识，我们利用腔QED可以探测冷原子

中的新奇量子相和相变。 

第一节 腔量子电动力学 

   随着激光冷却和俘获中性原子技术发展的成熟，人们可以将一团原子甚至单个

原子冷却到接近绝对零度并俘获在空间中特定的范围。光频区腔QED实验上应用极

短的腔长(几十到几百微米)，超高精细度(几十万到一百万)的光学法布里—帕罗

(Fabry-Perot)腔作为光子和原子相互作用的环境。由于光学F-P腔极高的精细度，内

腔光场的衰减率非常小；同时极短的腔长可以增强单个原子的电场强度，增大光子

与原子之间的相互作用(即拉比频率)，从而使整个系统达到强耦合。对于腔QED这样

一个开放系统，只能通过微腔腔镜的透射信号获得腔内的光场与原子相互作用的信

息，并通过分析透射光获得原子的一些信息。 

2.1.1 腔的介绍 

    光共振腔在量子光学实验中应用非常广泛。最简单的腔是由直线对准的光学轴

的两个镜子构成，如图2.1.(a)，在腔中回复反射入射光。更一般的情况下，腔是由一

组镜子构成，它使得光以某种方式在一个闭合的路径下反射，如图2.1.(b) 在完成一

个往返后光与入射光发生干涉。这些镜子的曲率与所有反射点的入射光的波前的曲

率相匹配。腔中这样的一个往返的光学路径，即光程为 p 。光在腔中被多次反射，

每次往返都会产生一个分波，而这些波将会干涉。 
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图2.1 光共振腔的装置图[1]。 

当光程 p 是入射光的波长的整数倍时，由于干涉——腔达到共振，腔内将建立一个

强的场。腔的共振频率满足条件： 

cav
jcv
p

= ； integer.j =                          (2.1) 

其中 c是光速。对于一个线性腔光程满足 122p nd= ，其中 12d 是两个腔镜之间的距离，

即腔长。n 是腔内介质的折射率。可以看到，只要腔场或波长稍有变化，腔就会从共

振变得不共振。腔的共振频率是等间距的，相邻的共振频率的间距被称作自由光谱

区(FSR) 

/FSR c p=                               (2.2)  

场的增益的大小和共振的范围依赖于镜子的反射性和腔的损耗。 

腔有很多用途：激光器也称激光共振腔，是一个具有激活媒质的腔，腔为其提

供获得共振的光学反馈，因此腔的构成决定激光束的空间特点。另外它还可以选择

激光的频率和分析入射光频率的分布。在这一点上，腔的长度可被调制，而透射光

可看作这个长度的函数。因此腔又被称作光谱分析仪。另一方面腔能够用来作为光

频率非常稳定的参照。入射光和共振频率的失谐能够被测量出来，而且激光的频率

通过电子反馈能够被控制，这样腔可锁定激光的频率。在激光共振的情况下，这将

决定腔模的形状、腰的位置以及尺寸。结合考虑镜子的曲率将会得到稳定共振的条

件。当腔仅仅与入射光中的一个频率的光共振，内部场的模式只对应这个频率的光，

其它的光将被直接反射。换言之只有入射光与腔的共振频率匹配时才能进入腔中，

而且透射光具有确定的空间模式，因此腔能够被用来做空间模式的滤波器。另外对

于光的涨落的影响还有一些其它的应用。腔内场不是瞬时形成的，它要求在腔中完

成往返的许多波的干涉。经历时间 cavt 之后获得一个稳定的态。这个时间是在没有入
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射光的情况下腔内场衰减的时间。入射光中频率高于 1/ cavtγ = 的成分不能进入腔中，

将被反射。这时腔就是一个关于强度涨落的低通滤光片。 

除以上介绍的用途之外，腔还有一些有趣的应用，如近共振的入射光时，光的

转像差、相干性或者压缩等。 

2.1.2 腔与原子相互作用 

腔 QED 系统最终要实现的是原子与光子的相互作用，系统除了要求腔场和原子

之间有较大的耦合系数，还要求原子与腔场具有较长的相互作用时间。通过减小腔

长和腔镜的曲率半径可以有效地减小腔的模体积，来增大原子与腔的耦合系数。一

般光频区腔 QED 实验中用到的 F-P 腔的腔长都在几十到一百多微米，腔镜曲率半径

为 5-20 厘米。如果内腔光场为驻波场，要实现光场与原子的最大耦合就能够在腔模

驻波场的波腹处长时间地俘获原子。原子俘获的寿命还和背景真空度有关，高的背

景真空能够减小被俘获的原子受到背景粒子碰撞的几率，增加原子在腔模中的相互

作用时间，所以腔 QED 系统还要求有极高的真空环境。激光冷却和俘获中性原子技

术不但使人们能够控制中性原子的空间位置，而且还可以利用光抽运控制其内部量

子态。随着激光冷却和俘获原子技术的发展，目前实验上可以很容易地将巨大数目

的中性原子(107−108 个)俘获在空间中的某一位置，并将其冷却到绝对零度附近(几十

到几百 Kμ )。光学偶极阱中激光频率远离原子跃迁线，原子状态基本不受偶极俘获

光的干扰，可以用来俘获和装载中性原子[2]。但是光学偶极阱为保守势阱，不和原

子交换能量，没有冷却效应，而且其势阱深度往往只有十几mK ，不能在室温下直接

装载原子。所以人们先通过磁光阱的方法获得一团低温冷原子样品，然后通过光学

偶极阱在磁光阱中直接装载中性原子。2007 年 Brennencke 等人研究了一团 BEC 与

一个超精细的光学腔的量子场强耦合的系统，测量了能谱。这是腔 QED 研究的新领

域[3]，所有的原子都处于单模的物质波场，均匀地与光场作用并且有共同激发态，

这使我们可以研究量子气体与可调节腔的相互作用多体物理的许多新现象[4-6]。 

腔场和原子之间的耦合系数可表示为[7] 
2

0

3
8 m

c
g

V
λ γ
π

= &

                            (2.3) 

其中 mV 为腔场的模体积，γ &是原子纵向弛豫的衰减率，λ为腔场所对应的波长。因
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此可以通过减小腔场的模体积 mV 来有效提高腔场和原子的耦合系数。而对于光频区

腔QED中使用的F-P 腔，其模体积与腔镜曲率半径和腔长有关，腔场的衰减系数κ 又

与腔镜的反射率和腔长有关。接下来我们介绍可以通过选取适当的腔参数就得到高

精细腔。 

 
图2.2. 简单的线性腔的示意图[1]。 

这是一个简单的腔，由入射镜子 1M 和反射镜子 2M 构成。腔内光场呈驻波结构

分布[8]。振幅为 inα 的入射光部分透射过 1M 后，内腔场为 0 1 inTα α= ，它将在腔内

循环往返，每循环一次它的振幅都会衰减，其衰减因子为 

( )1 2 expmg R R pα= −                        (2.4) 

包含了腔镜的反射损耗和内腔损耗。每次往返都引入相位差 ( )2 /L cavv v p cδφ π= − 。

腔内场的振幅是所有的循环项的总和 

0 1 2
0

cav j
j

α α α α α
∞

=

= + + + =∑"                   (2.5) 

其中 ( )( ) ( )1 expj m j jg i v g vα δφ α α+ = − = ， ( )g v 是描述一个往返腔的效应。进一步这

个场表达成 

( ) ( ) ( )( ) ( )
2 3 0

0 1
1cav g v g v g v

g v
αα α= + + + + =
−

"           (2.6) 

腔内场的功率或强度为 
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( )

( ) ( )

2
2 0

2

2
0

2 2

1

1 4 sin / 2

cav cav

m m

P
g v

g g

α
α

α

δφ

∝ =
−

=
− +

 

也可写成 

( ) ( )max 2 2

1
1 2 / sin / 2

cavP P
F π δφ

=
+

                  (2.7) 

其中

2

0
max 1 m

P
g

α⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

表示峰值功率。而 

( )1
m

m

g
F

g
π

=
−

                              (2.8) 

表示腔的精细度(Finesse)，通常用来衡量腔的品质，是量子光学实验中使用频率很高

的一个重要参数。 

对于同样的F-P 腔，光子在其中往返振荡的单程损耗设为 1 2lnl R R= − ，则光子

在腔中的寿命可表示为[9] 

12
cav

ndt
cl

=                                 (2.9) 

其中 n  为介质的折射率。则腔内光子数的衰减率为 

1/ cavtδ =                                (2.10) 

因腔内光场振幅衰减率为光子数衰减率的一半，腔内光场振幅的衰减为 

( )1 2

12

ln

2 2

c R R

d
δκ

−
= =                      (2.11) 

由(2.11)式可以看出，要获得低的F-P 腔腔场的衰减率就必须增大腔长或增加腔镜反

射 率 。 当 腔 镜 的 反 射 率 满 足 条 件 ( )1,21 1R− << 时 ， 可 利 用 近 似 ：

( ) ( )1 2 1 2 1 2ln ln ln / 2 1 / 2R R R R R R− = − + = − +  ，将腔内光场振幅衰减率表示为 

1 2

12

1
2

R Rc FSR
d F

κ π+⎛ ⎞= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

其中FSR为腔的自由光谱区， 
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( )1 2

2 2
2

FSR FSRF
R R v
π π

δ
= = =

− + Δ
 

为腔的精细常数。 

    通过以上介绍，我们了解了腔与原子作用时一些很重要的物理参量，为我们在

理论和实验上研究腔与原子的相互作用系统时提供了指导，尤其目前比较热门的利

用腔与原子耦合的系统来探测原子的量子态。 

第二节 单模场与二能级原子 

理论上描述单模的光场与二能级原子作用有很多模型，如 Jaynes-Cummings (J-C)

模型，Dicke 模型和 Tavis-Cummings 模型，它们从不同角度来反映光与原子作用的

过程。 J-C 模型是单个原子与单模的光之间的相互作用，而 Dick 模型和

Tavis-Cummings 模型是描述多个原子与单模场的作用。后两个模型的区别是前者的

光场是经典近似场，后者是量子化的场。 

2.2.1 Jaynes-Cummings 模型 

    J-C 模型是描述一个原子和单模光场的相互作用过程，而且除了旋波近似外不做

任何假定的两能级原子和单模光的作用。其最引人之处是一些纯粹的量子力学的效

应。在薛定谔绘景或者海森堡绘景该模型都是可以精确求解的。在旋波近似下的哈

密顿量是[10] 

0 1H H H= +                           (2.12) 

0
1
2 zH va aωσ += += =                        (2.13) 

( )1H g a aσ σ +
+ −= +=                         (2.14) 

其中 

z a a b bσ = −  

a bσ+ = ， b aσ− =  

满足对易关系[ ], zσ σ σ+ − = ，[ ], 2zσ σ σ± ±= ± 。 0H 描述原子和光单独的能量算符， 1H
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是原子和光之间的相互作用相。选择相互作用绘景来解这个系统的能量本征方程 

0 0/ /
1' iH t iH tH e H e−= = =。 

利用公式 

[ ] [ ]
2

, , ,
2!

A Ae Be B A B A A Bα α αα− ⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦ "  

我们比较容易得出 

iva at iva at ivte ae ae
+ +− −= ； iva at iva at ivte a e a e

+ ++ − +=  

/ 2 / 2z zi t i t i te e eωσ ωσ ωσ σ−
+ += ； / 2 / 2z zi t i t i te e eωσ ωσ ωσ σ− −

− −=  

这样我们就可以得到相互作用绘景下的哈密顿量的形式 

( )' i t i tH g ae a eσ σΔ + − Δ
+ −= +=                       (2.15) 

其中 vωΔ = − 是原子跃迁频率和光频率的失谐。系统的态 ( )tψ 的运动方程是 

( ) ( )'
t

i H t
t

ψ
ψ

∂
=

∂
= 。                    (2.16) 

在任意时刻 t，态矢量 ( )tψ 是 ,a n 和 ,b n 的线性组合，其中 ,a n ( ,b n )表示原子

处于激发态 a (基态 b )，n是光场的光子数。这样我们将 ( )tψ 线性展开 

( ) ( ) ( ), ,, ,a n b n
n

t c t a n c t b nψ ⎡ ⎤= +⎣ ⎦∑                (2.17) 

( ),a nc t
和

( ),b nc t
表示在该系统中处于 ,a n 和 ,b n 的几率振幅。将(2.15)， (2.17)代

入(2.16)，可以得到 ( ),a nc t 和 ( ),b nc t 时间演化方程 

, , 11 i t
a n b nc ig n e cΔ

+= − +� ，                    (2.18) 

, 1 ,1 i t
b n a nc ig n e cΔ

+ = − +� 。                    (2.19) 

解微分方程(2.18)和(2.19)，我们可以得到 
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, ,

2
, 1

( ) (0) cos( ) sin( )
2 2

2 1 (0)sin( )
2

n n
a n a n

n

i tn
b n

n

t tic t c

tig n c e
Δ

+

⎧ ⎡ ⎤Ω ΩΔ⎪= −⎨ ⎢ ⎥Ω⎪ ⎣ ⎦⎩
⎫Ω+ ⎪− ⎬Ω ⎪⎭

               (2.20) 

, 1 , 1

2
,

( ) (0) cos( ) sin( )
2 2

2 1 (0)sin( )
2

n n
b n b n

n

i tn
a n

n

t tic t c

tig n c e

+ +

− Δ

⎧ ⎡ ⎤Ω ΩΔ⎪= +⎨ ⎢ ⎥Ω⎪ ⎣ ⎦⎩
⎫Ω+ ⎪− ⎬Ω ⎪⎭

               (2.21) 

其中系统的 Rabi 频率为 2 24 ( 1)n g nΩ = Δ + + 。如果初始原子处于激发态 a ，则 

, (0) (0)a n nc c= ， , 1(0) 0b nc + = 。 (0)nc 是初始时刻场的几率振幅。
2

, ( )a nc t 和
2

, ( )b nc t 表示

t时刻系统分别处于 ,a n 和 ,b n 的几率。则 t时刻场中出现n 个光子的几率是 

( )

( )

( )

2 2

, ,

2
2

2
2 1

1, 1 2
1

( ) ( )

0 cos sin
2 2

40 sin
2

a n b n

n n
nn

n

n
n n

n

p n c t c t

t t

tg n

ρ

ρ −
− −

−

= +

⎡ ⎤⎛ ⎞Ω ΩΔ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥= + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟Ω⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞ Ω⎛ ⎞+ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Ω ⎝ ⎠⎝ ⎠

， 

其中 ( ) ( ) 2
0 0nn ncρ = 是初始时刻出现 n 个光子的几率。另外一个很重要的物理量是原

子的反转率 

22
, , 1

2 2

2 2

( ) ( ) ( )

4 ( 1)(0) cos( )

e n g nn

nn nn
n n

W t c t c t

g n tρ

+
⎡ ⎤= Σ −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤Δ +
= Σ + Ω⎢ ⎥Ω Ω⎣ ⎦

。               (2.22) 

如果选择初始光场是相干态场  

( )0
!

n n

nn

n e
n

ρ
−

=                              (2.23) 
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图 2.3 原子反转率随着原子-光子相互作用 gt 变化的函数关系：初始光场为相干态。

参数 0Δ = ， 25n = 。 

从图 2.3.可看出，原子的 Rabi 振荡出现了“崩塌”和“复原”现象。初始光场的光子分

布函数 ( )0nnρ 决定着每个确定的光子数态对应的 Rabi 振荡进行相加时的权重。因此

“崩塌”和“复原”现象是由相干光场中各数态成分的内部关联决定的。如果为真空场仍

然会出现 Rabi 振荡，这与半经典理论得到的结果是不同的。在这种全量子的理论中，

自发辐射使得真空中原子从上能级到下能级的跃迁成为了可能。 

2.2.2 单模场与 N 个二能级原子的相互作用 

    上一小节我们介绍了单个原子与单模光场作用的情况，接下来了解一下 N 个二

能级原子与单模场的相互作用。首先介绍一下 Dicke 模型。这个模型前提假设是长

波近似并忽略原子和边界的碰撞，同时把整个二能级的原子气体看作一个量子力学

系统，而单模场被当作经典场。原子部分哈密顿量可写成[11] 

0
1

N

jz
j

H H E R
=

= + ∑                       (2.24) 

其中E ω= = 是原子激发态的能量。在质心坐标系下 0H 作用到该系统得到平移能量和

原子间的相互作用能。 jzER 是第 j 个原子的内部能量，其本征值是
1
2

E± 。原子自旋

算符满足关系式 

2 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ
x y zR R R R= + + ， 



博士学位论文：光晶格中两分量冷原子量子相变的研究 

32 

1 1

1ˆ ˆ ˆ , , ,
2

N N

k jk jk
j j

R R k x y zσ
= =

= = =∑ ∑ ， 

ˆkσ 为泡利矩阵。 0H 和所有 jzR 对易，所以系统的能量本征函数可选择 0H 、 1zR 、 2zR 、

" NzR 的本征函数的连乘。这个典型的本征态被写成 

( )[ ]1gm g NUψ = + + − +r r" "                   (2.25) 

( )1g NU r r" 是 0H 的本征态，这里的 Nr 是第 N 个原子的质心坐标，符号+和−分别表

示不同原子处于激发态和基态。N+和 N−表示处于这两个内部态的占据数。另外定义 

( )1
2

m N N+ −= − ， 

总的原子数 

N N N+ −= + ， 

系统的总能量 

gm gE E mE= +                           (2.26) 

其中 gE 表示原子的动能和相互作用能之和，是 0H 的本征值。指标m 是整数或半整数，

这依赖于原子数 N 的奇偶性：偶数对应的是整数，奇数对应的是半整数。因为+和−

可以取不同的数，能量 gmE 的简并度是 

! !
1 1! ! ! !
2 2

N N
N N N m N m+ −

=
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。              (2.27) 

这个简并度是仅考虑原子内部态时引入的。假设原子不可区分，在质心坐标下 gU 的

对称性依赖于原子内部坐标下交换引起的波函数对称性的变化。例如： gU 对于玻色

原子是对称的，而对于费米原子是反对称的。 

在哈密顿量(2.24)中，在质心坐标系下算符 0H 给出 
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0 g g gH U E U= ，                       (2.28) 

而算符 jzR 作用在态 (2.25)上可得到第 j 原子对应的内部能量。除了因子
1
2
，它等价

于泡里自旋算符之一。在这个展开中另外两个泡里算符也要被考虑，这三个算符满

足 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

1 ,
2

1 ,
2
1 .
2

jx

jy

jz

R

R i

R

± =

± = ±

± = ± ±

" " "∓"

" " "∓"

" " " "

，                (2.29) 

而 

z gm gmR mψ ψ= 。                     (2.30) 

为了完成系统的动力学的描述，我们必须将辐射场以及场和原子系统之间的相互作

用加入到哈密顿量中。假设原子与光场之间的相互作用是电偶极作用，第 j 个原子与

电磁场的作用可写成 

( )
( )1

N
k

j k
k k j k

e
m c= ≠

− ⋅ ∑A r P 。                     (2.31) 

其中第 j 原子的(组态)坐标是质心坐标和剩余的 1N − 个原子质心坐标的相对坐标。

( )jA r 是在位置 jr 的磁矢势。 kP 是与第 k 原子相对于质心坐标下位置的共轭动量。 km

是第 k 个粒子的质量。因为 kP 是一个奇宇称的算符，在原子的两个内态表象中仅有

非对角矩阵元不为零。另外在这样2 2× 的空间中，任意算符总是可以表达成 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

1 1 ( )
2 2

1 1( )
2 2

x y zO I R R R

i

i

= +

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟
=⎜ ⎟
⎜ ⎟+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

x y z

z x y

x y z

q e + e + e

q e e e

e e q e

 

其中 Î 是幺元， xe ， ye 和 ze 是在 , ,x y z方向上的单位矢量，对所有的原子是相同的。
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因此(2.31)可以进一步表示成 

( ) ( )j x jx y jyR R− ⋅ +A r e e 。                 (2.32) 

从而总的相互作用的能量是 

( ) ( )I j x jx y jyj
H R R= − ⋅ +∑ A r e e                 (2.33) 

因为气体中原子的尺寸相比较场的波长非常小，长波近似下矢量势对原子质心的依

赖可以被忽略，相互作用能变成 

( ) ( )
( ) ( )
0

0

I x jx y jyj

x x y y

H R R

R R

= − ⋅ +

= − ⋅ +

∑A e e

A e e
                (2.34) 

因此相互作用项与质心坐标无关，且选择研究原子运动的基态，即量子数 g 满足

0gΔ = 。这样跃迁频率没有出现多普勒(Doppler)增宽。以上结论仅当这团气体尺寸

很小时成立。 

    算符 xR ， yR 和 zR 服从角动量三分量的对易关系。因此(2.34)相互作用算符满足

选择定则 1mΔ = ± 。式(2.24)中哈密顿量H 与角动量 2R 对易，二者有共同本征态，选

择 2R 的本征态为稳定态(stationary states), 2R 本征值是 ( )1r r + 。这样新的态为 

gmrψ                             (2.35) 

本征值 r 被称作“cooperation number”，是正的半整数或整数，满足关系 

1
2

m r N≤ ≤ 。                    (2.36) 

因此我们可以得到 

( )gmr g gmrH E mEψ ψ= + ，               (2.37) 

( )2 1gmr gmrR r rψ ψ= + 。                (2.38) 

态 ( ), ,g m r 的简并度是 
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!(2 1)
1 1( 1)!( )!
2 2

N r

N r N r

+

+ + −
。                   (2.39) 

接下来讨论该模型一些重要的结论： 1
2

r m N= = ，它对应的态是个非简并的态， 

[ ]1 1, ,
2 2

gg N N
Uψ = ⋅ + + +" 。                 (2.40) 

但是
2
Nr = 的态包含不同的m 值，它们是非简并的，可通过 x yR iR− 作用在态(2.40)

上得到，可写成[12] 

( ) ( )
1 2

2 2 2

2 2 2

N m

N z z x y N Ngm g
R R R R iRψ ψ

−
−⎡ ⎤

= − − −⎢ ⎥
⎣ ⎦

。           (2.41) 

而相互作用的矩阵元是 

( ) ( )( )
1
2

, , , , 1

1 1
2

x x y y

x y

g r m R R g r m

r m r m

+

= ± ± +⎡ ⎤⎣ ⎦

e e

e e

∓

∓
，         (2.42) 

跃迁几率正比于相互作用矩阵元的平方。瞬时辐射几率是 

( )( )0 1I I r m r m= + − +                       (2.43) 

其中
1
2

m r= = 时， 0I 是处于激发态原子构成的气体的辐射率， 

( )
2

2 2 22 2 2
0

4 1 1
3 3 3

k k
x y x y

k k

eI i e e
c m c c c
ω ω ω

+−

⎛ ⎞
= = − = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ P e e 。 

如果
1
2

m r N= = ，即所有原子都处在激发态上，瞬时辐射几率 

0I I N= 。 

当 r 很大 m 很小时，发生相干辐射，例如， N 取偶数时， 

0
1 1 1, 0, 1
2 2 2

r N m I N N I⎛ ⎞= = = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

。            (2.44) 

这是最大的辐射率，此时具有偶数原子的气体能够自发辐射，其满足 2I N∼ 。 
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    Dicke 模型证明了多个原子与单模场作用时，原子不是独立的，当 r 很大 m 很小

时，原子自发辐射几率正比于原子数的平方。 

Tavis-Cummings模型是在Dicke模型基础上，考虑单模光场是量子化的情况，其

哈密顿量可写成[13]： 

*
zH R a a gaR g a R+ + + −= + − −                  (2.45) 

其中 a 是单模光场湮灭一个光子的算符， ig g e φ= 是原子与光场的耦合常数。该哈密

顿量是在偶极近似下得到的，并且 N 个原子被放置的空间尺度比光波长很小，也就

是满足长波近似。 

无相互作用的系统的态 ,n r m 是 0 zH R a a+= + ， 2R 和 zR 的本征态 

( )0 , ,H n r m m n n r m= + ， 

1

, , ,
N

z jz
j

R r m R r m m r m
=

= =∑ ， 

( ) ( )2
1/ 2

1

, , 1 1 , 1
N

i
j

j

R r m R r m e r r m m r mφ±
± ±

=

= = + − ± ±⎡ ⎤⎣ ⎦∑ ， 

光子湮灭算符满足 

3 1ia n e n nφ= − ， , 1a a+⎡ ⎤ =⎣ ⎦  

其中 ( )2 2 / 2zR R R R R R+ − − +≡ + + ， x yR R iR± = ± 。因为 [ ]2
0, , 0R H H H⎡ ⎤ = =⎣ ⎦ ， H 的本

征态可选择 2R 和 0H 的本征态来表示，即可通过量子数 r 和 c  ( r c m n− < = + < ∞ )。

我们选择H 的本征态是 , ,r c j ，即 

, ,, , , ,r c jH r c j r c jλ=  

其中当 c r≥ 量子数 j 有 2 1r + 个取值，如0,1,2, , 2r" ；当 c r< ，则有 1c r+ + 种可能

取值，如0,1,2, ,c r+" 。另外 , ,r c j 是H ， 2R 和 0H 的共同本征态，这里我们把该本

征态展开 

( ), ,, , ,
c r

r c j
n

n c r
r c j A n r c n

+

= −

= −∑ , 
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其中系数 ( ), ,nA r c j 满足微分方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1/ 2, , , , , ,1/ 2
, 1 , , , 1 11 0r c j r c j r c ji i

r c n n r c j n r c n ne n C A c A e n C Aφ φκ λ κ −
− − − − +− + − − + =  

其中 

1 2 3φ φ φ φ≡ + +  

( ) ( )( ) 1/ 2
, 1 1r c nC r r c n c n− ≡ + − − − +⎡ ⎤⎣ ⎦  

当 c r≥ 时 

( ) ( ), , , ,
1 1 0r c j r c j

r c c rA A+ + − −= = ， 

当 c r< 时 

( ) ( ), , , ,
1 1 0r c j r c j

r cA A+ + −= = 。 

利用数学迭代方法，我们可以得到系数 ( ), ,r c j
nA 。当 n是偶数，且0 n c r≤ ≤ +  

( ) ( ) ( )/ 2 1
/ 2 1 21 / !n n

n n c c c nA S n C C C−
− − −= − " ，           (2.46) 

当 n 是奇数，且0 n c r≤ ≤ +  

0nA = ， 

当 ( )n c r− − 是偶数， c r n c r− ≤ ≤ +  

( )( )
( )

( ) ( )1
1 2/ 21 / !r n c n

n r r c nr n cA S n C C C+ − −
− − −+ −= − "  

当 ( )n c r− − 是奇数， c r n c r− ≤ ≤ +  

0nA = 。 

nA 可以解出，这样Tavis-Cummings模型的哈密顿量可精确解出， ( ), ,nA r c j 随粒子数

N 变化的关系详细过程参考[13]。 0,1, 2j r= " 对应基态，第一激发态，······和最高激

发态。精确解为实际的物理系统可提供更多的预见，对一些近似结果提供标准的对

照。量子电动力学的经典极限是量子数与不确定度一样大，光子数态不能作为自然

基矢。1963年Glauber指出以量子数态为完备基矢也适合研究经典区域[14]。 

基态光子数的散射为 
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( )
2 0

0 1
2 2

0 0

( )
1 2 /

nn n
n q

σ
α

= − =
+

 

在任何情况下，该散射都小于由泊松分布获得的经典散射， 2
0nσ = 。在这两个模型

的基础上人们又做了很多有意义的研究工作。 

  第三节 受激拉曼绝热通道 

   上一节我们介绍了单模光场与两能级原子的作用，而我们研究的主要对象是两模

的光与三能级的原子相互作用的系统，重点研究其在受激拉曼绝热通道的物理意义。 

   在这个简单的系统中，涉及到一个三能级原子的三个态和双光子的拉曼过程，其

中一个是与初始态 1 以及中间态 2 相联系的泵浦光P相互作用，另外一个是态 2 和

末态 3 相联系的斯托克光S相互作用[15]，关系如图2.4。态 1 可能是一个原子或分

子振动基态中的转动能级，态 3 是较高的激发的振动态。可供选择的态可能是亚稳

的原子态，其寿命与激光脉冲的长度一样。 

 

图2.4 三能级激发谱。初态为 1 ，末态为 3 ，二者通过斯托克光S和泵浦光P和中

间态 2 耦合起来。中间态可能通过自发辐射衰变到其它的能级。泵浦光和斯托克

光与跃迁频率的失谐量分别是 pΔ 和 sΔ [15]。 

初态和末态存在，然而中间态 2 不仅能够自发辐射到 1 和 3 ，而且可以辐射

到其它态。受激拉曼绝热通道(STIRAP)就是将所有的原子从 1 都转移到 3 ，而在这
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个过程，要求原子几乎不占据中间态 2 ，这样原子就不可能衰变到其它态。另外泵

浦光和斯托克光与双光子的拉曼跃迁共振才能使得光与原子的耦合达到最强。 

对于选择性激发很明显选择吸收与量子态之间能极差相匹配的一个或几个光

子。粒子从一个被占据的量子态向一个空态转移，最后的占据情况依赖于光的相干

特点。相干性的差异会导致激发动力学的不同，这样也要求不同的方程来描述系统

的时间演化[16]。 

 

 
图2.5 两能级系统中、上能级占据数的演化图。分别在不同的辐射场的驱动下：(1)

相干辐射场(细线)，(2)非相干辐射场(粗线)，(3)满足绝热通道的场(虚线)[15]。 

从图2.5中，我们可以看出在相干辐射场作用下，上能级的占据数呈正弦函数变

化，可达到100% 和0% ；而在饱和的非相干场作用情况下只有50%的粒子可以占据

上能级；在绝热通道的情况，所有的粒子最后都被转移到了激发态。对于最后一种

情况，优点是当相干脉冲慢慢扫过共振点，即在绝热通道时，获得比前两种情况更

有效均匀的激发几率。我们利用这一方法可获得如图2.5某种原子态占据数的可选择

性的转换。 

为了获得完全的占据数转移，一般采用先打开斯托克光S，使得 2 和 3 两个空

态耦合成相干叠加态，接下来通过泵浦光P与 1 作用，这样所谓的“俘获态(trapped 

state)”形成。其特点是粒子不会被泵浦光作用到激发态 2 ，使得中间态的衰减情况

不会发生。 
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三能级的耦合系统在受激拉曼绝热通道的情况，其哈密顿量在旋波近似下可写

成[15] 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )⎥

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Δ−ΔΩ
ΩΔΩ

Ω
=

sps

spp

p

t
tt

t
tH

20
2

00

2
=                (2.47) 

其中态 1 和 2 耦合强度由Rabi频率 ( )p tΩ 决定，而同理态 2 和 3 耦合强度由 ( )s tΩ

而定。双光子共振的失谐量出现在对角线上， ( ) pp EE ω== −−=Δ 12 是泵浦光与 1 和

2 的跃迁频率之间的失谐量， ( ) ss EE ω== −−=Δ 32 是斯托克光与 2 和 3 的跃迁频

率之间的失谐量。这个哈密顿量的瞬时本征态是 

3sincos2cos1sinsin ΦΘ+Φ+ΦΘ=+a ，             (2.48) 

3sin1cos0 Θ−Θ=a  ，                             (2.49) 

3coscos2sin1cossin ΦΘ+Φ−ΦΘ=−a ，            (2.50) 

随时间变化的角度Θ由关系式 

( )
( )t
t

s

p

Ω

Ω
=Θtan                          (2.51) 

决定。另外一个角度Φ也由Rabi频率和失谐量决定[17]。本征态(2.48-50)在双光子共

振的情况下 sp Δ=Δ 仍然有效。本征态结合两个辐射场的光子数，被称作物质场的“缀

饰态(dressed states)”。这个依赖于时间的缀饰态的本征值是 

222
sppp Ω+Ω+Δ+Δ=+ω ， 00 =ω ， 222

sppp Ω+Ω+Δ−Δ=−ω  。    (2.52) 

控制三个态占据数的分布，是这个工作的重点，这个作用过程，如图2.6 (1,2)

所示。初始制备原子都处于 1 态，最后我们要求原子都处于 3 态，中间要避免使原

子处于中间态 2 。a+ 和 a− 都包含中间态 2 ，所以我们要避免出现这两个缀饰态。

而 0a 不包含 2 态，因此是实现从 1 至 3 转移的理想媒介。式(2.51)中的角度Θ实

验上可通过控制Rabi频率的比值来调节。如图2.6，可分为三个阶段I, II,与III。在I阶

段， 0=Θ 仅有斯托克光出现，哈密顿量的态矢量 ψ 就是 0 1a = 。在第II阶段，斯
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托克光的Rabi频率平滑衰减，而泵浦光的Rabi频率增加到最大值，角度Θ从 00 变化

到 090 ，而原子都占据 3 ( 0 3a = )。如图2.6.(2) 0a 在垂直于 2 态的平面里被旋转

至与基矢 3 平行的位置。因此这个过程不会出现原子占据 2 态的情况。 

 (1)     (2) 

图2.6 (1) (a) 泵浦光和斯托克光的Rabi频率，(b) 角度Θ，(c) 缀饰态的本征值，(d)

能级的占据的演化。(2) 分别以裸态 1 、 2 和 3 以及 a+
、 a−

和
0a 为基矢，

受激拉曼绝热通道过程系统在希尔伯特空间演化的图解[15]。 

 

在以上的过程中，与辐射场强耦合的原子态必须使得系统的态矢量绝热处于状态

0a 。通过图2.6 (1).c我们可以看到缀饰本征态。初始时刻 0t = 两束光的Rabi频率都

是零，三个态是简并态 

0 0ω ω ω+ −= = =  

这一条件不影响后来粒子数的转移过程。在I阶段，斯托克光将 2 和 3 耦合在一起，

1 并不参与这一作用，而本征值却因此发生劈裂 

2 2
p p sω± = Δ ± Δ +Ω ,   00 =ω 。 

初始时刻 0 1a = ，其本征值保持不变(如图2.6.(1) c)。矢量 0a 仍保留在起始位置，
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而 a+ 和 a− 态的简并消除了。在第II阶段，本征值ω+，ω−和 0ω 分裂得最大，即耦

合是最强的，两个辐射场都有贡献，态矢量从与 1 态平行的位置移至与 3 平行的位

置。如果态矢量 ψ 绝热演化，该过程导致原子从 1 至 3 的完全转移。如果耦合不

是足够充分，即Rabi频率太小，态矢量 ψ 落后于缀饰态的变化，将在 0a 态附近做

进动。定性上说态矢量将获得沿着 a+ 或 a− 的分量，也就不是绝热演化，这意味着

会产生一些处于中间态 2 的原子使得原子数的转移是不完全的。 

   通过以上解释我们比较清楚地了解了受激拉曼绝热通道的过程。 

 

第四节 小结  

本章我们介绍了腔的电动力学的一些知识，以及单模光场与二能级原子的相互

作用的几个主要模型，最后我们介绍了三能级原子的受激拉曼绝热通道，为进一步

了解单模腔光场和两能级原子作用得到单分量原子与光场耦合的系统，以及两模腔

光场和三能级Λ型原子作用实现两分量原子与两模光场耦合系统作铺。 
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第三章 光晶格中两分量玻色原子在Feshbach共振附近的 

基态转变 

光晶格中的冷原子量子相变的研究在理论和实验两方面都取得了巨大的进步

[1-2]，而且成为目前人们探索超冷原子系统中的物理机制所关注的问题之一。对于

周期势中的单分量玻色子，超流态到绝缘态相变研究的一个重要的结论是绝缘态中

每个格点粒子数的涨落受到抑制。然而光晶格中多分量的玻色子或费米子，研究发

现它们在绝缘区域还具有丰富的相图。考虑最简单的两分量的玻色子时，在绝缘区

域会出现相分离和超对流等新的量子态[3]。 

迄今为止，很多方法用来推导并描述绝缘区里多分量粒子的自旋相关的动力学

有效哈密顿量。他们大多采用了单带近似，即忽略了高能带的存在。在相同格点的

相互作用远小于第一能带和第二能带的能隙时，这样的近似是合理的[3-6]。如果通

过调节Feshbach共振改变原子的散射强度使得相互作用超过能隙时，单带近似的结论

就不再成立。最近Köhl 等人研究了在三维的光晶格中40K的两个超精细态的原子通

过调节Feshbach共振使其处于强相互作用区域。发现晶格中的几个低能带同时被占据

[7-9]。理论方面Diener和Ho证明了两带近似下在Feshbach共振附近光晶格中的费米系

统会从能带绝缘体变成Mott绝缘体[10]。我们的工作是将单带玻色-哈伯德模型推广

至两带，研究其绝缘相的相变问题。 

2008年Trotzky等人直接测量了光晶格中两分量超冷原子的超交换作用[11]。他们

动态地改变近邻格点间的势能偏置，能够控制超交换相互作用的大小以及正负号，

因此使得系统在反铁磁和铁磁自旋相互作用间转换。 

第一节 自旋超交换哈密顿量 

3.1.1 简并微扰法 

微扰法是量子力学解定态问题应用很广泛的近似方法之一。作为例子，这儿我

们介绍光晶格中两分量的玻色子在绝缘相的情况下的简并微扰法。 

由于我们仅考虑最近邻的跃迁和同一格点的相互作用，玻色哈伯德模型可用两

个格点的模型来简化计算过程[3] 

( )
12

0
1212 VHH +=                        (3.1) 
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其中 

( ) ∑=
',,

''
0

12 ::
2
1

σσ
σσσσ

i
ii nnUH                  (3.2) 

( )12 1 2 . .V t b b H cσ σ σ
σ

+= − +∑                   (3.3) 

第一项(3.2)是描述同一格点粒子间的相互作用，而第二项(3.3)是近邻格点间的

跃迁。 i i in b bσ σ σ
+= 是格点 i上自旋为σ 的粒子数算符。参数 ∫= 2

'
2

'' σσσσσσ ϕϕxdgU ，其

中 'σσg 描述自旋分别是σ 和 'σ 的粒子间的相互作用的系数， ::" 表示产生湮灭算符

的正规乘积，规则是产生算符放在式子的最左边，由于研究对象是玻色子，每换一

次位置不改变符号[12]，如 

' ' ' ' ': : : :i i i i i i i i i in n b b b b b b b bσ σ σ σ σ σ σ σ σ σ
+ + + += =                (3.4) 

σt 是自旋为σ 的粒子从一个格点到最近邻格点的跃迁矩阵元。一般情况下它是个正

的实数，不同自旋的原子对应的跃迁矩阵元 σt 不同。 

在绝缘相，也就是一个公度的(commensurate)晶格空间，每个格点的占据数

υ
σ

σ ==∑ ii nn 为整数。当跃迁幅远远小于相互作用能量时， 'σσσ Ut << ，单个粒子的

跃迁会改变某些格点的占据数，因此会增加系统的能量，而交换两个不同自旋的粒

子则不会。换言之，排除单个粒子的跃迁，我们只考虑不同自旋的粒子之间的隧穿，

即二阶隧穿过程。选择零阶哈密顿量 ( )0
12H ，将其基态能级修正至二阶。 

首先简单介绍一下简并微扰的方法[12,13]，系统哈密顿量 12H 的能量本征方程是 

ψψ EH =12                            (3.5) 

这里把微扰项是 VV λ=12 ，λ是刻画跃迁的一个参数，是个小量 1<<λ 。 ( )0
12H 的能量

本征方程记作 
( ) ( )∑∑ =

vn
n

vn
vnEvnH

,

0

,

0
12 ,,  

其中 n 是描述 ( )0
12H 的能级指标， v是 n 能级上简并态的指标。利用 ( )0

12H 的能量本征态

来展开ψ ， 
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,
, ,

, , ,n v
n v n v

n v n v C n vψ ψ= =∑ ∑                 (3.6) 

将(3.6)代入(3.5)，两边同时左乘 μ,m  

( )
μμ λμ ,

,
,,

0 ,, m
vn

vnmm ECCvnVmCE =+∑               (3.7) 

然后本征态的展开系数 vnC , 和本征能量E 以 ( )0
12H 的本征态和能量为中心，把微扰的作

用逐级考虑进来， 

( ) ( ) ( ) "+++= 2210 EEEE λλ  

( ) ( ) ( ) "+++= 2
,

21
,

0
,, vnvnvnvn CCCC λλ  

然后代入(3.7)，整理可得到各级的微扰近似的方程 

( ) ( )( ) ( ) 00
,

00 =− μmm CEE                                       (3.8) 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,, 0
,

1

,

0
,

1
,

00 =+−− ∑ μμ μ m
vn

vnmm CECvnVmCEE               (3.9) 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,, 0
,

21
,

1

,

1
,

2
,

00 =++−− ∑ μμμ μ mm
vn

vnmm CECECvnVmCEE   (3.10) 

根据这三个式子就能得到所要求的有效哈密顿量。选择基态来进行研究 ( ) ( )0
0

0 EE = ，

据(3.8) 

( ) ( )( ) ( ) 00
,

00
0 =− μmm CEE  

可得 

( )
0,

0
, mm aC δμμ =  

将这个结果代入(3.9)，得： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) 0,, 0,
1

0
1
,

00 =+−− ∑ m
v

vmm aEavnVmCEE δμ μμ              

当 0=m 时， 

( ) 0,0,0,
1

0 =− vVE v μδμ                  (3.11) 

当 0≠m 时， 

( )
( ) ( )( )

1
1, 0 0

0 1

1, 0, v
v

V v a
C

E E
μ

μ
=

−

∑
                    (3.12) 

将以上的结果都代入(3.10)，我们就可以得到能量的二阶修正 
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( )
( ) ( )∑ −

=
v EE

VvvV
E 0

1
0

0

1212
,

2
0

,0,1,1,0 τμ
δ τμ             (3.13) 

根据这个矩阵元我们可以得到建立在以上简并微扰的方法修正的有效的哈密顿量的

形式[3] 

( ) ( )0
1

0
0

1212 ,1,1

EE

VvvV
H v

eff −
=

∑
                    (3.14) 

3.1.2 有效哈密顿量 

接下来我们研究对于费米和玻色两种情况的基态和微扰项作用后的虚的激发态

(我们选择每个格点的占据数 1=υ ) 

(1) 对于费米情况的哈伯德模型的零阶的哈密顿量根据(3.4)可写成 

( )0
12 ' '

, '

1
2 i i

i

H U n nσσ σ σ
σ σ≠

= ∑                    (3.15) 

根据泡里不相容原理它的基态 v,0 是四重简并态， 1, 2,3, 4v =  

1 2 1 2

1 2 1 2

, 0 , , 0 ,

, 0 , , 0 ;

b b b b

b b b b

+ + + +
↑ ↓ ↓ ↑

+ + + +
↑ ↑ ↓ ↓

↑ ↓ = ↓ ↑ =

↑ ↑ = ↓ ↓ =
           (3.16) 

我们考虑的是两种粒子，第一种用“↑”来表示，另一种用“↓”表示， 0  是真空

态。其中 ↓↑, 表示第一格点上有一个自旋↑的粒子，第二格点有一个自旋↓的粒子。

据 ( ) υυ ,00,00
12 =H ，基态的能量为 0，而虚的激发态 v,1 ( 2,1=v 是二重简并)是 

1 1

2 2

,0 0
1,

0, 0

b b
v

b b

+ +
↑ ↓

+ +
↑ ↓

⎧ ↑↓ =⎪= ⎨
↓↑ =⎪⎩

                    (3.17) 

它的能量是 ( ) υυ ,1,10
12 ↑↓=UH 。在此基础上我们根据简并微扰所得到的哈伯德模型

的有效哈密顿量是 

( )( ) ( )2 2
1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1

1 2effH t t b b b b b b b b t t b b b b b b b b
U

+ + + + + + + +
↑ ↓ ↓ ↑ ↑ ↓ ↑ ↓ ↓ ↑ ↑ ↓ ↑ ↓ ↑ ↓ ↓ ↑ ↓ ↑

↑↓

⎡ ⎤= − + + − +⎣ ⎦  

(3.18) 

(2)对于玻色子的情况，玻色哈伯德模型的零阶哈密顿量是 
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( ) ( )0
12 ' '

, , '

1 11
2 2i i i i

i i

H U n n U n nσσ σ σ σσ σ σ
σ σ σ≠

= − +∑ ∑            (3.19) 

它的基态同费米子的相同，也用 (3.16) 的表示，它的能量本征方程是

( ) υυ ,00,00
12 =H 。然而虚的激发态 v,1 与(3.17)不同，是 6重简并态 

1 1,0 0 ,b b+ +
↑ ↓↑↓ =        2 20, 0 ,b b+ +

↓ ↑↓↑ =        1 1

1,0 0 ,
2!

b b+ +
↑ ↑↑↑ =  

2 2

10, 0 ,
2!

b b+ +
↑ ↑↑↑ =    1 1

1,0 0 ,
2!

b b+ +
↓ ↓↓↓ =     2 2

10, 0 .
2!

b b+ +
↓ ↓↓↓ =  

它们对应的能量本征方程分别为， 

( ) 0,0,0
12 ↑↓=↑↓ ↑↓UH      ( )0

12 0, 0,H U↑↓↑↓ = ↑↓  

( ) 0,0,0
12 ↑↑=↑↑ ↑↑UH     ( )0

12 0, 0,H U↑↑↑↑ = ↑↑  

( ) 0,0,0
12 ↓↓=↓↓ ↓↓UH     ( )0

12 0, 0,H U↓↓↓↓ = ↓↓  

在此基础上我们根据简并微扰所得到的玻色哈伯德模型的有效哈密顿量是 

( ) ( )
2 2

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1

2
eff

t t t t
H b b b b b b b b b b b b b b b b

U U
+ + + + + + + +↑ ↓ ↓ ↑
↓ ↑ ↑ ↓ ↑ ↓ ↓ ↑ ↑ ↓ ↑ ↓ ↓ ↑ ↓ ↑

↑↓ ↑↓

+
= − + − +     

2 2

1 2 2 1 1 2 2 1

4 4
.

t t
b b b b b b b b

U U
+ + + +↑ ↓
↑ ↑ ↑ ↑ ↓ ↓ ↓ ↓

↑↑ ↓↓

− −                        (3.20) 

其中超交换过程中 1 2 2 1 1 2 2 1b b b b b b b b+ + + +
↑ ↓ ↑ ↓ ↓ ↑ ↓ ↑+ 就对应图 3.1[11]。 

下一步我们要把这两个有效的哈密顿量转换成泡里矩阵的形式。这个矩阵也叫同

位旋(isospin)算符， 

' '
'

1
2i i ib bσ σσ σ

σσ

σ+= ∑S G
， 

其中 '
k
σσσG 是泡里矩阵， , ,k x y z=  

.
0

0
,

01
10

,
10

01
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
i

iyxz σσσ  

所以同位旋算符可写成： 



博士学位论文：光晶格中两分量冷原子量子相变的研究 

50 

 

图 3.1 超交换过程。 

 

( )1
2

z
i i i i iS b b b b+ +

↑ ↑ ↓ ↓= −                    (3.21) 

( )1
2

x
i i i i iS b b b b+ +

↑ ↓ ↓ ↑= +                    (3.22) 

  ( )2
y

i i i i i

iS b b b b+ +
↑ ↓ ↓ ↑= −                    (3.23) 

根据这三个式子以及占据数 

1i i i ib b b b+ +
↑ ↑ ↓ ↓+ =                             

我们可以反解出产生湮灭算符用自旋算符的表达形式： 

x y
i i ii ib b S iS S+ +

↑ ↓ = + =                           

x y
i i ii ib b S iS S+ −

↓ ↑ = − =                           

1
2

z
ii ib b S+

↑ ↑ = +                                

1
2

z
ii ib b S+

↓ ↓ = −                                

以上公式对玻色子和费米子都成立。这样我们就可以得到推广到整个格点空间的巨

正则系综下的哈伯德模型在绝缘区域的有效哈密顿量分别是 

'FF z z z
eff i j i j i

ij ij i
H J J S S B S= ⋅ + −∑ ∑ ∑S S             (3.24) 

其中系数是
2t t

J
U

↑ ↓

↑↓

= ，
( )2

'
t t

J
U
↑ ↓

↑↓

−
= 和 B μ μ↑ ↓= − ， σμ 是σ 分量的原子的化学势。
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当 ( )'2' JJJBB c +≈> [14-16]，系统的基态是自旋为
2
1
的易平面的反铁磁。由于每

个分量的原子是守恒的，奈尔矢(Néel vector )不能附着于易平面的任意方向。这就保

证了精确 U(1)对称性。这种易平面 U(1)对称性仅仅通过形成超对流而发生自发破缺。 

对于玻色哈伯德模型，单占据时的有效哈密顿量是 

'BB z z z
eff i j i j i

ij ij i
H J S S J B S= − − ⋅ −∑ ∑ ∑S S             (3.25) 

其中系数是
( )2 2 22 2

'
t t t t

J
U U U
↑ ↓ ↑ ↓

↑↓ ↑↑ ↓↓

+
= − + + ，

2t t
J

U
↑ ↓

↑↓

= ，
2 2

2
t t

B p
U U

μ μ ↑ ↓
↑ ↓

↑↑ ↓↓

⎛ ⎞
= − + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
(其

中 p 是最近邻的格点数)。如果格点占据数大于 1，相互作用还依赖原子的不同而不

同，会导致问题很复杂。但是在一个假设的条件下它会变得简单：令U U U↑↑ ↓↓= ≡ ，

' 'U U Uσσ σσδ= + ，且 'U Uσσδ << ，这样我们可以近似认为U U↑↓ = ，二阶修正的能量

的表达式变成了 

( )
12 1212 12

2
0 ,

0, 1 0, 0, 0,0, 1, 1, 0,
vv

V v v VV v vV
E

U Uμ τ

μ τμ τ
δ

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠= − = −

∑∑
 

由于 120, 0, 0v V τ = ，则有效哈密顿量算法与单占据有所不同， 

U
VVHeff

1212−=                          (3.26) 

利用同上的方法，我们可以得到占据数大于 1 的海森堡自旋交换的模型 

( )zzzz
eff SSBJSSJH 21122121
12 2'2 +−⋅−−= SS           (3.27) 

系数是
( )

U
tt

J
2

' ↓↑ −−= ，
U

tt
J ↓↑=

2 ( )
2 2

12 1
t t

B v
U

↑ ↓−
= + 。当占据数大于 1 时，零阶的哈密

顿量的本征能量不等于零，所以这里需要把零阶哈密顿量考虑进来 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( )( )

2 20
12 1 2

1 2

1
2

1 1
2

z z

z z

H U U U S S

U U v S S

↑↓ ↑↑ ↓↓

↑↑ ↓↓

⎛ ⎞= − + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ − − +
          (3.28) 

将(3.26)和(3.27)加在一起，并拓展到所有格点就可得到占据数大于 1 的有效哈密顿

量 
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( )

( )( )

2

1 2
, ,

12

2
'

2

1 1
2

BB z z z
eff i j i

i j i j i

z
i

i

U U U
H J S S J S

v U U pB Sμ μ

↑↓ ↑↑ ↓↓

↑ ↓ ↑↑ ↓↓

− + +⎛ ⎞
= − − ⋅ + ⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞− − − − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑

∑

S S
 

(3.29) 

比较(3.24)和(3.28)，我们发现自旋超交换作用的系数，对费米子是正的，而对玻色

子是负的，这说明对于费米哈伯德模型来说，当跃迁能量比较小的时候，格点间的

粒子自旋为反铁磁，而玻色子则对应铁磁相互作用。这些哈密顿量的形式为 XXZ 的

海森堡自旋模型。 

第二节 两带近似下两分量玻色哈伯德模型 

上一节我们介绍了单带近似下的两分量的费米哈伯德模型和玻色哈伯德模型

t U� 情况下可以得到的海森堡自旋模型。由本章引言我们知道在 Feshbach 共振附

近，相互作用可以变得很大，而 Ho 将单带的费米哈伯德模型推广到了两带[8]，发

现绝缘条件下，当相互作用超过某个临界值时系统会发生量子相变，即，能带绝缘

相到 Mott 绝缘相。由于费米子的哈伯德模型与玻色子的模型满足的量子统计不一样，

所以研究两带近似下的玻色哈伯德模型对我们理解玻色子在光晶格中的微观性质很

重要。首先我们来研究其哈密顿量。 

3.2.1 两带近似下的玻色哈伯德模型哈密顿量 

我们研究一维的光晶格中两分量的玻色子等量混合，即其化学势 μμμ == ↓↑ ，

并且其每个格点的占据数是 2。哈密顿量可写成[9] 

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

0

2
00

0
,

d
2

d sin

d
4

L

x x
a

L

x

L

H x x x
m

x V kx x x

g x x x x x

σ σ
σ

σ σ
σ

σ σ σ σ
σ σ

ψ ψ

μ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

+

+

+ +
′ ′

′

= ∂ ∂

+ −

+

∑∫

∑∫

∑ ∫

=

             (3.30) 

其中 am 是原子的质量， 0xV 是一维光晶格势的振幅。 0g > 为两个玻色子间的相互作

用常数，在这里我们假设同种及异种原子间的相互作用强度相同。因为我们感兴趣

的是最多两个布洛赫能带被占据，因此场算符 
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( ) ( )
,

i i
i

x w x bσ α σα
α

ψ =∑                       (3.31) 

其中能带指标 2,1=α 。湮灭算符 ibσα 表示在 i格点湮灭α 能带上一个自旋为σ 的粒子。

而 ( )iw xα 表示在α 能带上的 Wannier 函数。这里近似取为谐振子基态和第一激发态的

轨道波函数 

( )
( )

( )2

1 1/ 4 22
00

1 exp
2

i
i

x x
w x

aaπ

− −
=                     (3.32) 

( ) ( )
( )

( ) ( )2

2 1/ 4 22
0 00

1 2
exp

2

i
i i

i

x x x x
w x

a aaπ

− − − −
=            (3.33) 

为两带的 Wannier 函数。其中 0 / a Ta m ω= = 是局域谐振子基态的大小，这里振荡频

率 04 /T x RV Eω = =和反冲能量 2 2 / 2R aE k m= = 。这些 Wannier 函数是实函数，满足

( ) ( )*
i iw x w xα α= 。将(3.31)代入(3.30)，我们可得到 

( ) ( ) ( ) ( )

1

0

. .

d
4

i a i i a i
i i

L

i i i i i a i i i
i

H t b b H c b b

g xw x w x w x w x b b b b

αβ σ σβ α σ σα
σ αβ σα

α γ δ β σ σ γ σ δ σβ
σσ αβγδ

μ+ +
+

+ +
′ ′

′

= − + −

+

∑∑ ∑

∑∑∑ ∫
   (3.34) 

其中跃迁矩阵元 

( ) ( )
2

10
d

2
L

x i x it x w x w x
Mαβ α β+= − ∂ ∂∫
=

                (3.35) 

描述了α 到 β 能带的跃迁，而在α 能带上的化学势我们定义做 

( ) ( )2 2
00

d sin
L

x ix V kx w xα αμ μ= −∫                (3.36) 

所以两能带的化学势差 Δ=− 21 μμ 是两能带的带隙。哈密顿量的跃迁项是： 

1
, , ,

. .t i a i
i

H t b b H cαβ σ σα
σ α β

+
+= − +∑                  (3.37) 

描述了原子从 i格点到最近邻格点 1i + 跃迁。(3.34)最后一项是描述相互作用能，能

带指标 2,1,,, =δγβα 。它们取相同的值将对应同一能带上的相互作用(intraband 

interaction),而如果其中两个取 1，另外两个取 2 将对应不同能带之间的相互作用

(interband interaction),否之则反。但如果其中的三个取 1 而剩下的一个取 2，将不
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会贡献任何能量，因为 ( ) ( )3
i iw x w xα β 为奇函数 

( ) ( )3

0
d 0

L

i ixw x w xα β
α β≠

=∑ ∫                   (3.38) 

这样我们可以把包括化学势和相互作用项简单写成两部分，总的哈密顿量由这三部

分构成 

t intra interH H H H= + +                       (3.39) 

其中 

( )
, , ,

1 1
2intra i i i ii i

i i i

H b b U n n U n nα σα σα αα αα σα σαα α
σ α α σα

μ +
↓ ↑= − + + −∑ ∑ ∑            (3.40) 

( ) ( )
, ,

1
2inter i i i i i i i ii i

i i

H U n n S S U n nαβ α β α β αβ σα σβ σα σβα β
α β σ α β

+ − + +
↑ ↓

≠ ≠

′ ′= − + + Δ Δ + + Δ Δ∑ ∑  (3.41) 

相互作用参数有两类 

( )4

0
d

2
L

i
gU xw xαα α= ∫                         (3.42) 

( ) ( )2 2
12 1 2 210

d
2

L

i i
gU xw x w x U= =∫                (3.43) 

如果将轨道函数代入，我们很容易发现 11U U= ， 22 0.75U U= ， 12 0.5U U= ，

0/ 4 2U g aπ= 。由于我们考虑了两带问题，引入了新的算符：自旋升降算符 

i i iS b bα α α
+ +

↑ ↓=                            (3.44) 

表示在α 能带上湮灭一个自旋↓的粒子产生一个自旋↑的粒子，使得 i格点能带上的

自旋发生了转换，其共轭项是 ( )i iS Sα α

+− += 。注意不同能带间相互作用项(3.41)中 i iS Sα β
+ −

描述了上能带和下能带之间的轨道耦合，我们得到了与费米子双带模型相反的符号

(见附录 A)，在费米系统中这种 Hund-like 的轨道耦合倾向于不同能带自旋平行分布，

而玻色子模型自旋则倾向于在不同能带反平行分布。另外对算符 

βββ ↑↓=Δ iii bb' ， σβσβσβ iii bb=Δ'                   (3.45) 

表示在 β 能带上同时湮灭两个不同自旋的粒子和相同自旋的两个粒子。由于包

含了新的物理过程，所以会有一些新的现象出现。下面我们将具体分析绝缘相
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的性质。 

3.2.2 两带近似下在绝缘区的相变 

在得到哈密顿量以后，我们着重研究一下绝缘相的情况。首先考虑没有跃迁项，

0=αβt ，所以每个格点只占据两个粒子，有 10个基矢，如 ↓↑, ， ↑↓, ， 0,↓↑ ， ↓↑,0 ，

↑↑,  ， ↓↓, ， 0,↑↑ ， ↑↑,0 ， 0,↓↓ ，和 ↓↓,0 。表示基矢的符号中逗号的左边

是能带 1 占据粒子的情况，而右边是能带 2 的情况。例如 ( )( )2

1,0 1 2 0b+
↑↑↑ = 表

示能带 1 中有两个自旋向上的粒子占据，而能带 2 却没有粒子占据， 1 2, 0b b+ +
↑ ↓↑ ↓ =

表示能带 1 中有一个自旋向上的粒子占据，而能带 2 有一个自旋向下的粒子占据。

在这样的基矢空间我们可以求得哈密顿量精确的能量本征值和对应的本征态。经过

计算，发现有 5 个本征值 

2 2

1 1
72
8 8 2
U U Uε μ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + Δ + − Δ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
                   

2 12ε μ= − + Δ                                          

3 12
2
Uε μ= − + Δ +                                (3.46) 

4 12 Uε μ= − + Δ +                                       

2 2

5 1
72
8 8 2
U U Uε μ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + Δ + + Δ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
                   

对于能级 1ε 有三个简并的态对应 

,0 0,e f+ = − ↑↑ + ↑↑                           

0 ,0 0,e f= − ↑↓ + ↓↑                     (3.47) 

,0 0,e f− = − ↓↓ + ↓↓                           

而能级 2ε 对应一个不同粒子占据两个能带的形成的单态 

( )1 , ,
2

s = ↑ ↓ − ↓ ↑                       (3.48) 
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3ε 对应的态是： 

,t + = ↑ ↑                                    

,t − = ↓ ↓                             (3.49) 

4ε 对应的态是： 

( )10 , ,
2

t = ↑ ↓ + ↓ ↑                      (3.50) 

最后 5ε 对应的也是一个三重简并的态： 

,0 0,f e′+ = ↑↑ + ↑↑  

0 ,0 0,f e′ = ↑↓ + ↓↑                      (3.51) 

,0 0,f e′− = ↓↓ + ↓↓  

 

图 3.2 同一格点的能量随 Δ/U 的能级图。 
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我们用一个能级图来简单清楚的描述这个结果，很容易发现 1ε 和 2ε 是能量最低的两

个能级，其余三个能级的能量始终比它们高。这两个能级竞争，在 19.1/ =ΔU 的地

方能级 1ε 和 2ε 相交，也就是发生了相变[3]。在 cUU > 的情况下，格点上的基态是单

态 s --两个不同自旋的粒子占据不同能带形成的。当 cUU < ，基态是由 + ，0 和 −

三个简并的态。如图 3.2 所示. 

对于 1ε 和 5ε 对应的本征态中的参数是 

2
1 11
2 11

2 / 1 4

e

U

= +
⎛ ⎞

+ ⎜ ⎟Δ −⎝ ⎠

 

和 

2
1 11
2 11

2 / 1 4

f

U

= −
⎛ ⎞

+ ⎜ ⎟Δ −⎝ ⎠

               (3.52) 

它们满足归一的条件 122 =+ fe 。其中 2e 和 2f 分别描述两个粒子同时待在最低能带 1

和上能带 2 的几率。当 Δ<<U0 ， 0659.00 2 ≤< f ，然而在 0/ →ΔU 时， 02 →f 说

明在相互作用U 比较小的时候，这两个粒子占据上能级的几率几乎是 0，因此系统回

归到单带的模型。举两个简单的例子， 1.0/ =ΔU ， 0006.02 =f ，而当 5.0/ =ΔU 时，

0169.02 =f 。所以在较弱相互作用区域 cU U< ，两个粒子主要待在最低的能带。 

 
图 3.3 相变的示意图 

 

尽管我们选取两分量的粒子等量混合 N N↑ ↓= ，也就是 0total
zS = ，但是每个格

点粒子数可以不是等量混合。所以当 0=αβt 以及 cUU < 的情况下，整个系统的基态
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是高度简并的，而每个格点的粒子的自旋是三个简并的态中任意的一个。只要总的

格点的自旋之和等于零即可。事实上当格点间的跃迁存在时，情况并不是这样的。 

在 cUU < ，每个格点的两个粒子占据最低的能带，对应三个简并态，等价于自

旋为 1 的三重态。现在我们考虑格点间跃迁存在的情形，即 0≠αβt 。如果只考虑单

个粒子从一个格点跃迁到最近邻的格点上，将会改变格点上的粒子数的占据情况。

格点上如果放置 3 个粒子需要更多的能量，所以这样的过程会受到抑制。然而如果

跃迁到一个中间态，然后再跃迁回一个粒子，这等效于把一个弱的作用以微扰考虑

进来，也就是近似到二阶的微扰近似，修正后的能量比之前的能量还低。这样保证

了每个格点上有两个粒子，不损耗系统的能量。但是它能够交换近邻格点上不同的

原子。这样的虚的交换过程都能够用二阶微扰理论得到的有效哈密顿量描述 

, 1 , 1
, 1 , 1

, 0

i i t t i i
eff i i i i

i m m

H m m H
H

E E
μ υ

μ υ+ +
+ +=

−∑         (3.53) 

其中{ }, 1 , 1 1
,i i i i i i

g gμ υ+ + +
= ⊗ 是 i 格点和 1i + 格点的粒子数相等 21 == +ii nn ,它们

的基态能量都是 0E 。当 cUU < ，在孤立的格点上可能的三重简并态是
i i

g = + ，0
i

或者
i

− ，那么 , 1i iμ + 是一个九重简并的态，其对应的能量是 20 2ε=E 。中间的虚态

是两个近邻格点所有的跃迁一个粒子所对应的态。这些态分别是一个格点占据 3 个

粒子，另一个格点占据 1 个粒子，其对应的能量是 mE 。 

跃迁项的二阶微扰计算能够使我们辨认由于 Feshbach 共振引起的自旋关联的相

变。利用本章第一节介绍的方法我们研究如图 3.3 在相变点左端，即 cUU < ，可得到

关于自旋 1=S 的各向同性的有效海森堡模型 

,
eff i j

i j
H λ= − ⋅∑S S                            (3.54) 

其中 αS 是在α ( )zyx ,,=α 是方向上自旋 1=S 的算符，其系数 

( ) ( ) ( )2 2 2
11 12 124 2 22

2
3

4

t t t
e e f UU U

λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= + +⎜ ⎟Δ +⎜ ⎟Δ +
⎝ ⎠

           (3.55) 

在计算过程中，我们忽略了包含 4f 小量的项。从这个哈密顿量我们发现系统是一个
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自旋为 1 的铁磁的海森堡模型。当能隙 U>>Δ ，也就是上能带远远高于最低能带时，

我们可以发现系数 

( )
U
t 2
112=λ                          (3.56) 

在这个极限下，两个粒子占据最低能带的几率 2e 接近于单位 1. 所以我们的结果和单

带近似下的模型的结果是一致的[3,6]。而且这个各向同性的模型有 12 +totalS 重简并，

/ 2totalS N= ( )/ 2N N N↑ ↓= = 。基态对应 0total
zS = ，没有空间自发破缺发生。这就意

味着对于 SU(2)对称的模型的基态没有发生相分离。 

在相变点右端， cUU > ，单个格点的基态就是一个单态。在这种情况下，虚的

跃迁不会改变单个格点的自旋分布。整个格点空间的基态是单个格点单态的乘积。

我们可以通过微扰法对这个基态能量作修正 

2ε δ= +ε ε                               (3.57) 

其中二阶微扰近似的能量是： 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
11 22 12 123

7 72 2 2
4 4

t t t t
U UU U

δ

⎛ ⎞
⎜ ⎟

− + + +⎜ ⎟− Δ⎜ ⎟Δ +
⎝ ⎠

ε =           (3.58) 

很明显，这样的修正是负的，使得系统的基态能量降低了。 

一维的费米系统和玻色系统有很大的差别。根据 Haldane 的猜想，SU(2)对称的

自旋为 1 的反铁磁的哈密顿量的基态是有能隙的。所以哈密顿量中从 SU(2)对称约化

到 U(1)对称的小的偏置不会导致定量的不同的结果。另一方面铁磁的哈密顿量的基

态是有序的，因此为了了解基态性质具有易轴还是易平面，考虑一个一般非 SU(2)

对称的模型是非常重要的。首先跃迁矩阵元 σ
αβt 不仅依赖于能带指标 βα , 而且依赖于

原子的种类σ 。进一步同种粒子间的相互作用相等 ↓↓↑↑ == UUU ，但与不同的原子

间的相互作用不同，令 ↑↓=UU ' 。这样就破坏了之前系统的 SU(2)对称性。在强相互

作用区域因为基态由单态构成，SU(2)对称的偏置不会导致定性的基态性质的变化。

而在弱相互作用区间，SU(2)对称被破缺，有效哈密顿量能够被表示成对应于易轴或

易平面的基态形式。对于一般的情况 'UU ≠ ，有效哈密顿量不能够表示成简单的自
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旋交换模型[3]。然而如果 ',' UUUU <<− ，我们能够把不同的同格点的相互作用归结

到零阶的哈密顿量。可以表示成 

( )2

,
i j z iz jz iz iz

i j i i

H S S B S D Sλ δλ′ ′⎡ ⎤= − ⋅ + + +⎣ ⎦∑ ∑ ∑S S         (3.59) 

其中系数 

4 2 211 11
12 12

1 12 2
3

4

t te e f t t UU U
λ

↓ ↑
↑ ↓

⎛ ⎞
⎜ ⎟

′ = + +⎜ ⎟Δ +⎜ ⎟Δ +
⎝ ⎠

                           

( ) ( )
2

211 114 2 2
12 12

1 1

3
4

z

t t
e e f t t UU U

δλ
↑ ↓

↑ ↓

⎛ ⎞
− ⎜ ⎟

′ = + − +⎜ ⎟Δ +⎜ ⎟Δ +
⎝ ⎠

                    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2 2

11 11 12 12 11 11 22 2242 2 2

2 22 2
12 12

3
22

4

1 13
3

4

t t t t t t t t
B e e f UU

e f t t U U

↑ ↓ ↑ ↓ ↑ ↓ ↑ ↓

↑ ↓

⎛ ⎞⎛ ⎞− − − −⎜ ⎟⎜ ⎟= − + − +⎜ ⎟⎜ ⎟Δ Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎡ ⎤− − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ Δ +⎜ ⎟Δ +
⎝ ⎠

 

( )
2 2 2 27

8 8 2 8 2
U U U UD U U

′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′= − − Δ − + + Δ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                

在极限情况 U>>Δ ，很容易证明上面的哈密顿量能够和单带的对应

11 112 /t t Uλ ↓ ↑′ = ， ( )2

11 11 /z t t Uδλ ↑ ↓′ = − ， ( ) ( )2 2

11 113 /B t t U↑ ↓⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦
和D U U ′≈ − 。很明显在

↓↑ ≠ αβαβ tt 有一个很小的正的各向异性的参数 zλδ ′，这暗示着这个有效的 XXZ 模型描述

了一个易轴的铁磁模型。在 Dz >>′λδ 条件，自旋系统的基态是一个具有自旋筹的相。

它对应于两分量的相分离的情况。进一步说明依赖不同自旋的粒子而对应不同的跃

迁能量会导致相分离。当 ↓↑ = αβαβ tt ， 0=′zλδ 和 0=B ，这里考虑了零阶哈密顿量D外，

其他与前边的结论一致[8]。在各向同性的 SU(2)对称的条件下 0=D 。这里引入的这

一项正的 D比较大时，易平面的基态可以得到。易平面的铁磁模型意味着超对流。

简单的说正的D约化成每个格点的自旋在 zS 方向上的分量。当 0D > 足够大，所有的

自旋本质上被束缚在 0izS = 的态上，它说明足够大的同种粒子间的相互作用
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'UU >> 引起两个不同种类的原子占据每个格点。另一方面对于足够小的

0D < ( 'UU << )，基态将是具有 1izS = ± 特点的态，并且 D 会导致不同分量的相分

离。 

第三节 小结 

本章简单介绍了利用简并微扰法计算单带近似下两分量 Hubbard model 和

Bose-Hubbard model 在绝缘区的有效哈密顿量，主要研究了两带近似下在光晶格中两

分量玻色原子等量混合系统的哈密顿量，且每个格点占据数为 2 的基态特点。通过

研究绝缘相单个格点的能谱，发现存在相变，即由于基态竞争系统存在三重态到单

态的相变。当相互作用比较弱时( cUU < )，两个粒子都处在最低能带且格点间隧穿非

常小，系统可表示成自旋为 1 的铁磁自旋交换模型。在相互作用远小于能带带隙的

时候，这个自旋交换模型和单带情况下得到的完全相同。当相互作用变得足够大时，

即 cUU > ，将有粒子占据高的能带。由于哈密顿量中轨道耦合相 −+SS ，占据两轨道

的两原子在格点中将形成自旋为 0 的单态。最后我们还考虑了一般非 SU(2)的情况，

得到了一个 XXZ 铁磁自旋模型的有效哈密顿量，进一步发现了绝缘区域的相分离和

超对流特性[9]。 
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第四章 光晶格中冷原子自旋序的腔 QED 探测 

光晶格中冷原子气体的研究为人们探测凝聚物质中可控原子系统的基本的量子

多体问题提供了方法[1]，例如强关联相和量子信息的过程。研究玻色爱因斯坦凝聚

体特征的标准方法是观察从阱中释放出的原子间物质波的干涉[2,3,4,5,6]。 

量子测量理论指出，当对某一微观物体的可观测物理量进行精密测量时，将不

可避免地对其共轭量产生一个扰动(测量噪声)，这一扰动通常又反作用于原可观测

量，从而限制了测量精确度。而且这种方法会造成破坏性测量，测量过程最终会导

致被测系统状态的改变。 

70 年代，Braginsky 等人首先提出了量子非破坏性(QND)测量原理，克服了“测

量噪声”，达到了经典测量无法实现的超高精度，同时也满足了量子测不准原理。近

年来，人们已经实现了几种不同类型的量子非破坏性测量。1996 年，Walls 等人利用

两腔镜组成的非简并光学参量振荡腔(NOPO)，提出一种强度差量子非破坏性测量的

理论方案，在阈值以上可由探针光的信息来推知待测物理量。在上述基础上，一种

通过非简并光学参量放大腔(NOPA)实现真正意义上的强度差起伏量子非破坏性测量

的实验方案[7]。 

本章中，我们将利用将被测系统和腔中光的耦合，通过腔电动力学的一些性质

特点来观测光晶格中原子的量子态。目前人们理论上提出了非破坏性测量单分量的

相变方法，将在前两节作介绍，我们的目的是把这种方法推广到两分量的相变的测

量中。 

第一节  利用腔探测单分量原子在光晶格中的量子态 

用来刻画原子量子统计的所有光学方法会涉及到各向同性的玻色爱因斯坦凝聚

体[8-12]。玻色爱因斯坦凝聚体所导致一些光谱特性的修正是由于集体激发[9,10]，

反冲平移[13]或者局域场效应[11]。腔模的色散平移依赖于原子态，能反映原子量子

统计性质，换言之，原子数的变化影响了腔模的色散平移。如果在一些晶格区域原

子的涨落使得腔模的频谱平移涨落，在腔的透射光谱中，能直接反映原子数分布函

数的不同频率出现共振。这样探测能够使我们计算原子态的统计量，例如：光谱特

点——诸如中心频率和宽度等，反映原子系统物理量的期待值和方差[14]。 
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不同相位的简并气体具有相同的平均场密度，但是具有不同的量子振幅，这导

致不同的透射谱的叠加，例如超流态观测到的透射谱就是由许多峰值构成，这一现

象反映了物质场的离散性。类似原子和光相互作用形成的离散光谱，反映电磁场的

光子结构。这些可以用里德堡原子和固态的超导环的腔量子电动力学来解释[15]。超

流态向绝缘态转变的量子相变使得多个峰值向一个共振峰值趋势变化，因为原子数

涨落受到了抑制[16-17]。 

探测装置如图 4.1 所示， 

 

图 4.1 原子被束缚在周期的光晶格中，并被两个腔模分别以和晶格轴向 0θ 和 1θ 的

角度照亮[14]。 

研究对象是在一个很深的M 个格点的光晶格中 N 个两能级的原子，晶格势是由远离

共振的激光形成的驻波[1]。在 MK ≤ 的晶格区域原子与两个腔中的光场相互作用，

其中被照亮的格点数 K 可以通过调节腔的位置来改变。两个腔和一维的晶格构成了

势阱原子线。这一探测系统建立在原子间的相互作用基础上，与原子内部能级结构

无关，进而研究对象可换作分子。 

4.1.1 系统的哈密顿量 

类似于玻色哈伯德模型的哈密顿量的推导，图 4.1 的装置中多体系统的哈密顿量

是 
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3

0,1

( ) ( )dl l l al
l

H a a Hω + +

=

= + Ψ Ψ∑ ∫ r r r=               (4.1) 

其中： ( )2 2 *

, 0,1

/ 2 ( ) ( ) ( ) /al a cl l m ml l m
l m

H m V g u u a a+
=

= + + Δ∑p r r r= 是单个原子与两模光作用

的有效哈密顿量。 0,1a 是两个腔场中光子的湮灭算符，频率为 0,1ω ，波矢为 0,1k 。光场

模函数是 0,1( )u r ，原子系统的场算符是 ( )Ψ r 。在这个有效的单原子的哈密顿量 alH ，

p和r分别是束缚在经典的势阱 ( )clV r 质量为 am 的原子动量和位置算符， g 是原子和

光的耦合系数。我们考虑的散射是远离共振的，即光场频率和原子跃迁频率的失谐

la l aω ωΔ = − 远大于瞬时激发和 Rabi 频率，因此上能级在哈密顿量 alH 中可绝热消失。 

对于束缚在一维周期为 d 晶格中的原子，位置记为 jx jd= ( 1,2, , )j M= … ，光场

模函数：当腔中光场是行波时 

0,1 0,1( ) exp( )j xu ijk d iφ= +r ， 

而对于驻波 

0,1 0,1( ) cos( )j xu jk d φ= +r 。 

其中的波矢 0,1 0,1 0,1| | cosxk θ= k ， 0,1θ 是腔中光场中轴线与晶格轴的夹角，φ是空间相

位平移。 

假设光场 0,1a 相比束缚原子的光场非常弱，可用局域的Wannier函数来展开原子的

场算符 ( )Ψ r ，决定Wannier函数的势是 ( )clV r ，并且只考虑最低的振动能带：场算符

1
( ) ( )M

i ii
b w

=
Ψ = −∑r r r ，其中 ib 是原子在格点 i及位置 ir 上的湮灭算符。把这个展开式

代入哈密顿量(4.1)中，就可以得到二次量子化的哈密顿量形式。由于我们重点考虑

的是在几个特定的量子态下光和原子作用后光的散射情况，所以格点间的遂穿项我

们忽略掉，哈密顿量变为 

2
,

0,1 , 0,1 1

ˆ
K

lml m
l l l i i i

l l m ima

a aH a a g J nω
+

+

= = =

⎛ ⎞= + ⎜ ⎟Δ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑= =

            (4.2) 

其中粒子数算符 ˆi i in b b+= 。很深的晶格势使我们可忽略掉原子的扩散，则

2 *
, d ( ) ( ) ( )lm

i i i l mJ w u u= −∫ r r r r r 简化为 *
, ( ) ( )lm

i i l i m iJ u u= r r ，这点具有经典散射的特点。在
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得到系统的哈密顿量的形式后，一些其它的物理量就可以进行研究。 

4.1.2 半经典近似下的噪声特性 

海森堡方程 

[ ],i A A H=�=                         (4.3) 

是量子研究动力学行为的一个重要的方程。对于海森堡方程选择旋转参考系

0 1 1B a aω += 作旋转变换， 

2 2
2 *0 0 0

1 01 1 1 1 0 1
1 11 0

ˆ ˆ( ) ( ) ( )
K K

i i i i i
i ia a

g g aa i u n a i u u n aκ
= =

⎡ ⎤
= Δ − − −⎢ ⎥Δ Δ⎣ ⎦

∑ ∑r r r�    (4.4) 

最后一项是考虑到腔的损耗引入的，κ 是腔的弛豫率。把两模光场中的一个作为经

典场，换言之把 0a 看作一个常数。在这种意义下，选择它作为系统的探测光。其中

失谐量 01 0 1ω ωΔ = − 。腔模的色散平移对原子数的分布较敏感，假设它远远小于弛豫

率κ 和失谐量 01Δ ，则方程(4.4)的稳态解是 

1
ˆa CD= , 

2
1 1

ˆ ˆ
phn a a C D D+ += = , 

1

ˆ ˆ
K

i i
i

D A n
=

= ∑             (4.5) 

其中常数项 [ ]0 0 0 01/ ( )aC ig a i κ≡ Δ Δ − 和系数 *
0 1 0( , ) ( ) ( )i l i iA u uθ θ ≡ r r 。这个方程是接下来

研究的重点。 

对原子量子态,假设：(I)在格点 i平均原子数是 ˆ /in n N M= =  

( ˆ
K KN N nK= ≡ )，(II) ˆ ˆi jn n 在任意 i j≠ 的情况都是相同的。这对于很深的晶格势是

有效近似，记作 ˆ ˆa bn n ( a b≠ )。 

根据以上假设 1 1
ˆ ˆK

i ii
a D A n nA

=
= =∑∼ 表明场振幅仅依赖原子的平均密度

n，并且依赖具有衍射极大和极小性质的衍射角度分布函数 0 1 0 11
( , ) ( , )K

ii
A Aθ θ θ θ

=
≡∑ 。

根据方程(4.5)光子数不是简单的振幅平方，因  

( )2 22

1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
K

a b a b i
i

D D n n A n n n A+

=

= + − ∑               (4.6) 
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( ) ( )2 2 22
0 1

1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,
K

a b a b i
i

R D D D n n A n n n Aθ θ δ δ δ δ δ+

=

≡ − = + − ∑    (4.7) 

其中 ˆ ˆi in n nδ ≡ − ，则 2ˆ ˆ ˆ ˆa b a bn n n n nδ δ = − ， ( )22 2 2ˆ ˆ ˆi in n n nδ = Δ = − 。通过某些特殊

原子态密度-密度关联 ˆ ˆi jn n 的差异，光强对原子量子统计是很敏感的。除了经典角

度关系(classical angle dependence) 2A ，方程(4.6)第二项反映了粒子数的涨落，以及

完全不同的角度关系。如在晶格中，散射不仅对周期分布的密度敏感，而且周期分

布的涨落也很敏感，这会导致局域关联性态与非局域关联态之间观测量的差异。方

均差的分析可给出类似于噪声R 的结果 

当两个腔光场都是行波时，方程(4.6)是均匀BECs结构因子[11]。另外包括驻波

在内的更一般形式可提供除了结构因子外新的可测量。散射光强起伏依赖于原子数

算符的四阶矩和四格点上密度-密度关联，例如：光子数的差分是 

( )
24 2 22 4 22

ph ph ph
ˆ ˆ ˆn n n C D D C D

⎛ ⎞
Δ = − = − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
       (4.8) 

在表格4.1总结了三种原子态统计的物理量。 

 

表4.1 三种原子态下的物理量[18] 
 

 MI SF Coherent 

Ψ  
1

M
ii i

n
=∏  ( )1

1 0
!

NM
iiN

b
M N

+
=∑  

†( / )( / 2)
1

0i
M N M bN

ii
e e−

=∏  

2ˆin  2n  
2 (1 1/ )n N n− +  2n n+  

( )2
inΔ  0 (1 1/ )n M−  n  

2ˆ
KN  2

KN  2 (1 1/ )K KN N N− +  2
K KN N+  

( )2
KNΔ  0 (1 / )KN K M−  KN  

ˆ ˆa bn n  2n  
2 (1 1/ )n N−  2n  

ˆ ˆa bn nδ δ  0 2/N M−  0 
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绝缘态MI是对应点状原子的最经典态。每个格点原子数不涨落而且也没有原子对关

联，因此从(4.6)可发现经典衍射零点( ( )0 1, 0A θ θ = )是光强的零点。这不同于超流态

的情况，超流态中每个原子在整个晶格是非局域的，这导致在一特定格点上和K M<

格点区间上粒子数涨落，即在不同格点的原子是反关联的(anti-correlated)。在经典衍

射零点处仍然能够发现光子数是正比于原子数 N 。相干态近似于超流态，但没有对

关联。在 ,N M →∞的极限下，在 K M<< 的小区间内它能够很好的描述部分被照亮

的超流态的散射。然而在同样的极限下，相干态不能描述从 MK ~ 的大区间布洛赫

衍射极大的角度的散射[18]。  

当探测光垂直于晶格轴时，如图 4.1 0 0θ = ，这个模型就能够给出很重要的发现。

同时一个腔的散射光沿着晶格轴的方向 1 / 2θ π= ，原子将被束缚在晶格势波腹

/ 2d λ= [19-21]。算符 1
1

ˆ ˆ( 1)K k
kk

D n+
=

= −∑ ，不论原子处于何种态算符对平均场振幅贡

献为零。这反映了在衍射极小的角度，从相距 / 2λ 的原子被散射的光具有相反的相

位。然而腔中的光子数是正比于 ( )2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆa bD D n n n K+ = − ，这是由特定原子态决定的。

因此在绝缘态，原子不会散射光子，而在超流态散射的光子数与原子数成正比。 

1 1MI SF
0a a= =                                  

而 

1 1 MI
0a a+ = ，而

2
1 1 SF Ka a C N+ =                     

光子数的涨落 ( )2

phnΔ 对于不同的原子态也是不同的，在绝缘态 

( )
22 4 22

MI
ˆ ˆ 0

MI MI
D D DΔ = − =                     

而超流有很强的噪声 

( )22 2

SF
2 KD NΔ ≈ 。 

在腔中光和物质耦合能够形成self-organized phase[20-21]，如原子束缚在每两个格点

(every second site) 中第二格点的位置，即原子布局晶格周期 d λ= ，算符

1
ˆ ˆˆK

k Kk
D n N

=
= =∑ 。这样即使在绝缘态，光子数是

2 2
1 1 Self-org Ka a C N+ = ，正比于原子
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数的平方，具有超辐射的特点。 

下面我们讨论角度分布的情况。为了讨论对于两列行波的散射强度随角度的分

布情况，首先简化方程(4.7)为  

( )
2

2
2

sin ( / 2)ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
sin ( / 2)a b a b

KR n n n n n Kαδ δ δ δ δ
α

−

−

= + −          (4.9) 

其中，第一项
2A 再现了经典衍射，其中 0 0 1 1sin sinx xk d k dα θ θ− = − ，第二项是简单各

向同性的情况。因此绝缘态的噪声是零， MI 0R = ，对于各向同性的相干态噪声是非

零的， Coh KR N= ，而对于超流态噪声是与角度有关的分布函数。在超流态即使是很

小的密度对关联 2ˆ ˆ /a bn n N Mδ δ = − ，在靠近衍射极大处 2 lα π− = ， 0,1,l = …，会产

生很大的贡献。其中几何因子是 2K ，这对于相干态近似是无效的。 

 

图 4.2 对 于 两 个 腔 中 光 场 为 行 波 时 ， 光 场 强 度 随 角 度 变 化 分 布 图

( 030, 0N M θ= = = )。(a) 经典衍射的强度分布；(b)在 K M= 噪声随角度 1θ 变化

的分布图，其中 A 所标记的线描述相干态、而曲线 B 是超流态的情况，C 线是绝缘

相时噪声( 0R = )。(c)情况与(b)相同，但是仅部分被照亮 / 2K M= [18]。 
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图 4.2 中描述了散射光角度分布的情况。(a)中经典衍射
2

D 仅有零阶最大，出

现在 1 0,θ π= ( 0,1 / 2d λ= ， 0 0θ = )。相干态和超流态的噪声如图 4.2 中的((b、c)。对

于绝缘态 0R = ，而超流态在衍射极大处受到抑制。图中分别给出了整个晶格K M=

都被照亮和部分 / 2K M= 照亮两种情况。在衍射极大处 D̂ 约等于 ˆ
KN ，因此场的振

幅由 KN nK= 决定，强度依赖于 2ˆ ˆ ˆ
KD D N+ = ，然而噪声 ( )2

KR N= Δ 描述了K 个格

点上原子数的差分。在图 4.2 的(b)和(c)它反映了因为粒子数 ˆ
KN 在K M< 区涨落，

整体和部分的噪声被抑制。在衍射极小处，场为零，但强度正比于 2ˆ ˆ ˆa bn n n− 。空

间非相干光的散射作用下，光强是各向同性的，且正比于 2n̂ 。 

在光学实验中，通过改变几何结构，如 K 个格点的整体统计和局部单个格点的

统计以及对关联，即使没有单个格点的过程都能获得。因此光的散射为区分原子态

提供的一种方法。如方程(4.8)和图 4.2 所描述，在衍射极小处且非相干光的情况，绝

缘态和超流态是不同的。在衍射极大处它们是不可区分的，仅超流态和相干态是可

以区分的。而绝缘态和相干态在 1θ 取任意角都可区分出来。 

对于不同的原子态，噪声或光子统计对应于 KN 的不同阶数。但是在 KN 很大时，

在衍射极大处能够减去一个最大值，参考[22-23]中提到这会导致利用强度测量不能

分辨态的结果。与均匀的 BECs 比较，在周期晶格中，除了衍射极大处类似经典部分

的散射不作测量外，噪声能直接反映物理量的涨落。 

不同光散射的经典模拟是由不同的密度涨落构成的，量子的方法给出更深的理

解。超流态是 N 个原子在M 格点所有可能的多格点的 Fock 态叠加的态，不同的 Fock

态和不同相位、振幅散射光纠缠在一起。由于 Fock 态的正交性，与经典情况或绝缘

态比较，不同原子分布纠缠的光场彼此不干涉。它解释了超流态在衍射极小处观测

到振幅为零，但光子数不为零的现象。 

另外，如果两个腔中一个是驻波，光场强度的角度分布变得更加丰富。除了函

数 0 0 1 1sin sinx xk d k dα θ θ± = ± 决定的新经典极大，方程(4.6)和(4.7)的二阶噪声也不是

各向同性的。它包括几何系数平方的求和，等价于有效的两倍晶格周期或者两倍的

光频率，从而引起光强角度分布的新特点的产生，但经典衍射是零。图 4.3 给出了两
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个腔中光场都是驻波的情况。由 0,1 0,1 0,12 2 sinxk dα θ= 和2α± 可知有效周期变成两倍，

尽管经典意义上仅有零阶衍射极大可能存在，但新的特性仍然在有效的一阶衍射极

大处的角度出现。 

 

图 4.3 两腔模场都是驻波的情况下光强随角度分布的情况( 30N M K= = = ，

0 0.1θ π= )。(a)经典衍射的强度；(b)相干态的噪声量以及(c)曲线 A 是对应超流态的

噪声分布，而线 B 描述绝缘态的噪声，其为常数0 [18].  

光子数差分 ( )2

phnΔ 的角度分布依赖于 ( )22DΔ ，证明了由于两倍周期所引起的

各向异性，即使对于两个腔都是行波情况也是如此。对于相干态，衍射极大处光的

噪声很大。 

总的来说，原子的量子态能够通过散射光这种非破坏测量的办法来探测。与均

匀的BECs比较，从晶格中的散射展示了有利的特点：在布拉格衍射极小处经典散射

受到的抑制，可获得局域和非局域的关联以及比经典的衍射更加丰富的噪声随角度

分布函数。其它依赖原子数算符非线性的光学现象和物理量将反映量子的原子统计，

如媒介的色散将是研究量子态特点的光谱方法[14]。 

4.1.3 全量子理论下的透射光谱 
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在这里我们首先要研究全量子理论下透射光子的分布情况，需要计算的是两个

光场的算符 la 的含时方程。根据海森堡方程(4.3)我们可得到 

( )ˆ ˆ |l l l ll l m lm m m la i D a i D aω δ δ ≠= − + −� ，           (4.10) 

其中 ( ) ( )*

1

ˆ ˆ
K

lm l i m i i
i

D u u n
=

=∑ r r ， 2 /l lagδ = Δ ( g 腔中光场与原子的耦合常数)。考虑腔的

损耗，这里加上腔的弛豫项，另外沿腔 1加一束探测光，方程可变成 

( ) ( )ˆ ˆ
l l l ll l m lm m l la i D a i D a a tω δ δ κ η= − + − − +�           (4.11) 

κ 是腔的弛豫率，而 ( ) lpi t
l lt e ωη η −= 描述外加频率为 lpω 的探测光。 

当我们仅仅考虑只有一个腔 0 1( 0)a a ≡ 的时候，根据方程(4.11)，计算得到不随时

间变化的光子数： 

( )
2
0

0 0 2 2
0 00

ˆ
p

a a
D

η

δ κ
+ =

Δ − +
               (4.12) 

其中 0 0p pω ωΔ = − 是探测光和腔的失谐量。 

对于 1D 光晶格且两个腔中光场都是行波时， 0θ 取任意角都满足条件 

( ) ( )*
0 0 1i iu u =r r                            

而对于驻波，只有垂直( 0 / 2θ π= )或平行于晶格轴( 0 0θ = )时才能满足这一条件。在

绝缘相，根据附录 B 可得 KND =00
ˆ ，(4.6)的平均值是失谐量 pΔ 的函数形式 

( )
2
0

0 0 2 2
0p K

a a
N

η

δ κ
+ =

Δ − +
                 (4.13) 

它是单个洛伦兹线型，宽度为κ ，频率平移了 0 00
ˆ

MI
Dδ ，我们可分别得到透射谱(如

图 4.4 所示)。在绝缘相，由于色散光谱发生了一个简单的经典洛伦兹线型平移。 

超流相是所有原子分布 1, Kq q" 对应的不同色散平移的洛伦兹线型的求和。因

此，如果每个线型都可分辨，我们就能通过扫描失谐量 pΔ 测量到梳状结构。在图

4.4(a、c)洛伦兹线型的不同色散平移和 K 个格点上可能的不同的原子数对应，这是
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由于超流相中原子数涨落造成的。线型之间间隔为 0δ 。原子数的涨落导致腔模平移

的涨落，因而光谱中出现多个共振峰。 

 

图 4.4 单模光场的光子数分布。a, 单个的洛伦兹线型折射出绝缘相原子数不发生涨

落，而多个窄的共振峰的超流相恰恰说明了原子数的涨落 ( 00.1κ δ= ，

30N M= = ， 15K = )。b, 描述 0κ δ= 但其他条件与 a 相似的情况。这一调节对

于超流相展宽变得光滑。c, 描述了在 70N M= = ，且分别 10,35,68K =  对应的

光子数分布。从图中可以看出不同的 K 对应不同的原子数分布( 00.05κ δ= )[14]。 
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从图 4.4(a、b)可看出，当κ 取值较大时，光谱变得连续，且光谱在超流态较绝缘态

宽。弱光场的散射不会影响原子数的分布，超流态是K 个格点上不同原子数叠加态，

一次测量是将这个态投影到某个固定的 KN 对应的子空间中。 

如果将两个腔都考虑进来，且频率相同 0 1ω ω= ，探测光只加载至腔 1 中 0a ，并

调节光场使得 00 11
ˆ ˆ ˆ

KD D N= = 。从方程(4.11)可以得到从另一个腔透射出来光子数算符 

( )( ) ( )
2

1 10 10
1 1 2 22 ' 2 '

1 10 10

ˆ ˆ

ˆ ˆ 4p p

D Da a
D D

δ

κ δ κ

+
+

+
=

− Δ + + Δ
           (4.14) 

其中 1 10
ˆ ˆ

p p Dδ′Δ = Δ − 。在绝缘相，(4.14)式给出两个等高的曲线，如图4.5 (a)、(b)。它

们反映了原子与两模光作用后简正模式的分裂，是由一个腔模在另一个腔模的衍射

造成的。因此结果能够被看作从一个量子衍射栅的散射，即布洛赫散射。在衍射极

大处( ( ) ( )*
1 0 1i iu u =r r )， 10

ˆ ˆ
KD N= ，分裂也最大。在衍射极小处， 1

10 1
ˆ ˆ( 1)K i

ii
D n+

=
= −∑ 。

此时光子数几乎为零。 

据附录B公式(B4)，超流态散射的光子数 1 1 SF
a a+ 是所有可能简正模劈裂的求和。

如图4.5(a、b)在衍射极大处，右边的satllite被分成对应所有 KN 取值的多个峰。剩下

两个图(c、d)反映了衍射极小处，劈裂是由原子数在奇数格点和偶数格点原子数之差

决定的，即 1
1
( 1)K i

ii
q+

=
−∑ 。在最衍射极小处，绝缘态奇数格点和偶数格点原子数之差

为零，所以透射光谱为零。图4.5(c、d)仅有超流态光子数分布谱线。因此在衍射极小

处两个耦合的腔，在超流态和绝缘态之间光谱的差别是非常大的。人们在超流态可

以获得一个有结构的光谱，而绝缘态观测到信号为零。 

在图 4.4、4.5 中光子数仅依赖于一个统计的物理量q， ( ) ( )1, , Mf q q f q=" 。在

衍射极大处，对于单模或两模光场， q 是处于腔中 K 个格点上的原子数；而在衍射

极小处，两模光场共存情况下，q是在奇数格点或者偶数格点的原子数。因此在某个

态 Ψ 上期待值被约化成
0

( ) ( )N

q
f f q p qΨΨ =

=∑ ，其中 ( )p qΨ 是该态下q的分布函数。 
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图 4.5. (a)光谱在衍射极大处，对于绝缘态有两个洛伦兹线型，而超流态出现在右边

梳状结构分布的谱线。在零失谐处绝缘态和超流态的线型完全重合。而超流态结构

性线型体现了原子数的涨落，而绝缘态窄谱线说明了原子数涨落消失。这里弛豫率

00.1κ δ= ， 15K = 。(b), 情形与(a) 类似，而 0κ δ= ，这样在超流态会得到较

宽的峰。(c),在衍射极小处，绝缘相从腔 1 衍射出的光子数为零，而超流态仍存在梳

状结构谱线。对于超流态分布说明了即使在衍射极小处奇数格点和偶数格点原子数

分 布 也 存在 涨 落 。 K M= ， 00.1κ δ= 。 (d), 除了 0κ δ= 情 况 与 (c) 相 似

30N M= = [14]。 

 

在hight-Q腔， 0κ δ� ， ( )f q 是一个窄洛伦兹线型、峰宽为κ 的峰值出现在正比

于q ( 0,1,q N= " )的位置。但洛伦兹线型的高度与q值无关。因此，以 pΔ 为变量的

函数 f
Ψ
描述振幅正比于 ( )p qΨ 的梳子结构洛伦兹线型。 

 

第二节 两分量冷原子自旋序的探测 

在了解借助腔的原理研究单分量原子的相变问题的基础上，我们把它做了相应

的拓展，并和目前的研究热点——多分量的冷原子联系起来。多分量的冷原子在光

晶格中的相图如我们第一章中介绍是非常丰富的，所以实验上如果得以观测会提高
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我们对微观物理的更深的认识。 

4.2.1 三能级原子与两模光场相互作用 

我们首先从一个三能级Λ型的原子与两束光频率分别为 1ω 和 2ω 作用的系统入

手，该系统的哈密顿量可写成[24-25] 

( ) ( )
3

1 1 1 2 2 2 1 1 31 1 13 2 2 32 2 23
1

H E a a a a g a a g a aα αα
α

σ ω ω σ σ σ σ+ + + +

=

= + + + + + +∑ = = = =  

 

 
 

图 4.6 三能级原子的能级图(蓝失谐 1,2 0Δ > ) 

其中 αβσ α β= 是原子的算符， , 1, 2,3α β = 是原子的三个能级指标。 1a 和 2a 分别是

两束光 1，2 的湮灭算符。 11 aa+ 和 22 aa+ 是两束光的光子数算符。相互作用项 311σa ( 322σa )

描述吸收频率为 1ω ( 2ω )的一个光子使得原子从 1 态( 2 态)跃迁到 3 态，如图 4.6 所

示。它们之间耦合强度用参量 1g ( 2g )来描述。 

为了方便，把原子的能量重新写成 

( ) ( )( )

( )( )

3

1 2 3 2 1 3 22 11
1

2 1 3 33 11

1 1 2
3 3

1 2
3

E E E E E E E

E E E

α αα
α

σ σ σ

σ σ

=

= + + + − − −

− + − −

∑
       (4.15) 

这样哈密顿量就变成 

1

2

3

1ω

2ω

1Δ 2Δ
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( ) ( )( )

( )( )

( ) ( )

1 2 3 2 1 3 22 11

2 1 3 33 11 1 1 1 2 2 2

13 1 31 1 13 23 2 32 2 23

1 1 2
3 3

1 2
3

H E E E E E E

E E E a a a a

g a a g a a

σ σ

σ σ ω ω

σ σ σ σ

+ +

+ +

= + + + − − −

− + − − + +

+ + + +

= =

= =

          (4.16) 

然后对上面的哈密顿量作幺正变换，选择幺正变换算符 

( )expU S= −                             (4.17) 

其中的 ( ) ( )1 2
1 31 1 13 2 32 2 23

1 2

g gS a a a aσ σ σ σ+ += − + −
Δ Δ

， 1,2Δ 是两束光与原子的能级1 3↔ 和

2 3↔ 跃迁频率的失谐量，其定义是： 

( )1 1 3 1 ,E EωΔ = − −= = ( )2 2 3 2E EωΔ = − −= =  

将(4.17)这个算符作用在原子或光子的算符上将产生一个缀饰(dressed)算符。这对于

描述密度场更合理。这个变换需要用微扰的方法将变换后的哈密顿量的耦合常数近

似到二阶，用公式 

[ ] [ ]1' , , ,
2!

S SX e Xe X S X S S X− ⎡ ⎤= = − + +⎣ ⎦ "  

可得到一系列算符的变换 

( )
2

1 1 1 2
1 1 13 1 33 11 2 12

1 1 1 2

1 1
2 2

g g g ga a a aσ σ σ σ
⎛ ⎞

′ = − + − −⎜ ⎟Δ Δ Δ Δ⎝ ⎠
        (4.18) 

( )
2

2 1 2 2
2 2 23 1 21 2 33 22

2 1 2 2

1 1
2 2

g g g ga a a aσ σ σ σ
⎛ ⎞

′ = − − − −⎜ ⎟Δ Δ Δ Δ⎝ ⎠
       (4.19) 

( )1 2
13 13 1 33 11 2 12

1 2

g ga aσ σ σ σ σ′ = − − +
Δ Δ

                     (4.20) 

( )1 2
32 32 1 12 2 22 33

1 2

g ga aσ σ σ σ σ+ +′ = + + −
Δ Δ

                   (4.21)  

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

2 2
1 2 1 2

33 11 33 11 1 31 1 13 2 32 2 23 332 2
1 2 1 2

2 2
1 2

1 1 33 11 2 2 22 332 2
1 2

2 2

2

g g g ga a a a

g ga a a a

σ σ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ

+ +

+ +

⎛ ⎞
′ ′− = − + + + + − +⎜ ⎟

⎜ ⎟Δ Δ Δ Δ⎝ ⎠

− − + −
Δ Δ
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( )1 2
2 1 21 1 2 12

1 2

3
2

g g a a a aσ σ+ ++ +
Δ Δ

                             (4.22) 

  

( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

1
22 11 22 11 1 31 1 13

1

2 2
2 2 1

2 32 2 23 332 2
2 2 1

2 2
1 2

1 1 33 11 2 2 22 332 2
1 2

g a a

g g ga a

g ga a a a

σ σ σ σ σ σ

σ σ σ

σ σ σ σ

+

+

+ +

′ ′− = − + +
Δ

⎛ ⎞
− + + −⎜ ⎟

⎜ ⎟Δ Δ Δ⎝ ⎠

− − − −
Δ Δ

               (4.23) 

在以上推导的基础上我们还可以得到它们的共轭的变换结果。这儿 13σ ′ 和 23σ ′ 只近似

到耦合常数的一阶，经过这样的变换，我们发现哈密顿量关于 11 /Δg 和 22 /Δg 的一阶

的算符都消失了。在这样的幺正变换下，哈密顿量进一步可写成 

( )

( ) ( )

11 1 22 2 1 1 1 2 2 2

2 2 2
1 2 1

33 2 1 1 33 11
1 2 1

2
2 1 2

2 2 33 22 1 2 12 2 1 21
2 1 2

'

1 1
2

H E E a a a a

g g gE a a

g g ga a a a a a

σ σ ω ω

σ σ σ

σ σ σ σ

+ +

+

+ + +

= + + +

⎡ ⎤
+ + + + −⎢ ⎥Δ Δ Δ⎣ ⎦

⎛ ⎞
+ − − + +⎜ ⎟Δ Δ Δ⎝ ⎠

= =

= = =

= =

          (4.24) 

假设两束光和两个跃迁频率是远离共振的，即在大失谐条件下，我们只研究

1 2Δ = Δ = Δ这一简单情况，哈密顿量可以化简成 

( )

2 2
1 2

11 1 22 2 1 1 11 2 2 22

1 2
1 1 1 2 2 2 1 2 12 2 1 21

' g gH E E a a a a

g ga a a a a a a a

σ σ σ σ

ω ω σ σ

+ +

+ + + +

= + − −
Δ Δ

+ + − +
Δ

= =

= = =
              (4.25) 

在以上条件下原子不会占据三能级态 3 ，即 033 =σ ，这儿用到了三能级原子的受激

拉曼绝热通道的物理过程。其优点如第二章第三节所述将可引起原子自发衰变的激

发态 3 绝热消除。
2
1

1 1 11
g a aσ+

Δ
= 和

2
2

2 2 22
g a a σ+

Δ
= 是与强度有关的 Stark 效应项。 

通过以上的幺正变换和近似，我们操控三能级原子与两束光近似得到两种不同

能级的原子与两束光相互作用的哈密顿量。这里两种不同能级的原子可被当作两种

不同的原子。 
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4.2.2 光晶格中两分量冷原子在两模光场作用下的哈密顿量 

在上一小节的基础上将 N 个这样与两模的光作用的两种原子置于光晶格中。利

用第一章背景介绍中推到光晶格中冷原子哈密顿量的方法，以及在本章第一节单分

量的原子与光场作用的哈密顿量推导过程，这里我们把它们的方法应用到我们的模

型中。 

 

图 4.7 装置示意图(蓝失谐) 

对于光晶格中的两分量的原子系统是多体问题，而且我们研究光和原子作用后

的透射光的光子数以及其他的一些特性，所以光对原子内部的相互作用的影响被忽

略。这里我们首先研究在光晶格中单个原子和光场作用的哈密顿量，如下 
2

*

, 1,2
( ) ( ) ( )

2
l m

al cl l m l m
l ma

g gH V r u u a a
m

+

=

= + +
Δ∑p r r=         (4.26) 

其中腔场模函数是 ( )mu r ，光晶格的势函数是 ( )clV r 。将其拓展到 N 个原子系统 

3

1,2

d ( ) ( )l l l al
l

H a a Hω + +

=

′ = + Ψ Ψ∑ ∫ r r r=                    (4.27) 

其中假设腔场对于束缚原子晶格场来说比较弱，原子的场算符用局域的 Wannier 函数

作展开
1

( )M
i ii

r b wαα=
Ψ( ) = −∑ ∑ r r ，指标 1,2α = 是系统中的两分量的原子。将场算符

代入上面的哈密顿量表达式中， 
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( )

1,2

2

,

2 23 *
* *1 2
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2

* *1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 2 2 1 1

( )
2

d ( ) ( ) ( ( ( (

( ( ( (

l l l
l

i cl j
a

i j
i j i j

i j i j

H a a

b V r b
m

g gw w u u b a a b u u b a a b

g g u u b a a b u u b a a b

α βα β

ω +

=

+

+ + + +

+ + + +

′ =

⎡ ⎤⎛ ⎞
+⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢
⎢ ⎛ ⎞+ − − ⎢ +⎜ ⎟Δ Δ⎢ ⎜ ⎟+⎢ ⎜ ⎟+ +⎢ ⎜ ⎟

⎝ Δ ⎠⎣ ⎦

∑

∑

∫

p

r r r r r r) r) r) r)

r) r) r) r)

=

=
1

M

i=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

∑
 

(4.28) 

哈密顿量第一项是两模光量子化的场算符，第二项中除了原子的动能和晶格势外，

还有两模光与原子的相互作用：分量 1 的原子与频率为 1ω 的光作用，分量 2 的原子

与频率为 2ω 的光作用，剩下是两模光使得两种原子之间发生转换项。忽略格点间原

子的隧穿及同一格点原子间的相互作用，两分量原子和两模光作用的哈密顿量为 

( )

1,2

2 2
* *1 2
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2

* *1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 2 2 1 1

( ( ( (

( ( ( (

l l l
l

K i i i i i i i i

i
i i i i i i i i

H a a

g gu u b b a a u u b b a a

g g u u b a a b u u b a a b

ω +

=

+ + + +

+ + + +

′ =

⎛ ⎞
+⎜ ⎟Δ Δ⎜ ⎟+

⎜ ⎟+ +⎜ ⎟
⎝ Δ ⎠

∑

∑
r ) r ) r ) r )

r ) r ) r ) r )

=

=
   (4.29) 

这个哈密顿量是我们问题研究的出发点，也是很关键的部分。如前面介绍我们只研

究物质波的散射因为我们只研究原子系统基态的性质——相变问题。在(4.29)基础上

我们做了两个方面的工作来研究探测光晶格中两分量的原子的相变的问题[26-27]。 

4.2.3 半经典近似下的噪声特性 

我们调节频率为 2ω 的场强，使其能被看作经典的光。这样我们的哈密顿量只有

原子和频率为 1ω 的光是量子化的。根据(4.29)式的哈密顿量可以得到 1a 随时间的海森

堡演化方程，同时对这个系统的做旋转变换 

2
2 *1 1 2

1 12 1 1 2 1 2 1 2
1 1

ˆ( ) ( ) ( )
K K

i i i i i i
i i

g g ga i u n a i a u u b bκ +

= =

⎡ ⎤⎛ ⎞
= − Δ + + −⎢ ⎥⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑r r r�  

(4.30) 

其中 12 1 2ω ωΔ = − 。因为 2a 是经典光，可以被看做常数。尽管腔模色散平移对原子数
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的统计很敏感，但我们假设它远小于弛豫率κ 和失谐量 12Δ (即 
2

21
1

1

ˆ( )
K

i i
i

g u n κ
=Δ ∑ r �

或 12Δ )，这样这个微分方程可以得到如下近似的形式 

( )
*1 2 2

1 1 2 1 2
112

( ) ( )
K

i i i i
i

ig g aa u u b b
i κ

+

=

= −
Δ Δ + ∑ r r               (4.31) 

通过求解可以得到光子数的表达形式 

2
1 1

ˆ ˆa a C D D+ +=                             (4.32) 

系数
( )

1 2 2

12

ig g aC
i κ

= −
Δ Δ +

和跃迁算符 ( )1 2 1 2
1

ˆ ,
K

i i i
i

D A b bθ θ +

=

=∑ ，其中的系数是

( )1 2,iA θ θ *
1 2( ) ( )i iu u= r r 。方程(4.32)是我们这一小节研究的重点。 

对于占据数为 1 的两分量的绝缘态[31] 

,
A Bi j

i A j B

ψ ψ
∈ ∈

Ψ = ∏                           (4.33) 

其中 

( ), ,
, ,cos 1,0 exp sin 0,1

2 2
A B A B

A B A Bi i
i

θ θ
ψ φ= +            (4.34) 

在 Aθ 和 Bθ 取三种不同值对应绝缘态的三种相，而超流态的形式是 

( )
1 2

1 2
1 2 1 21/ ! ! 0

N N
N N

SF i i
i i

M N M N b b+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞Ψ = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑       (4.35) 

如第一章所介绍的我们定义赝自旋算符为 2 1i i iS b b+ += , ( )i iS S
+− += 。这样我们来计算

ˆ ˆD D+ 的期待值是 

2 *

1 1

ˆ ˆ
K K

i i i i j i j
i i j

D D A S S A A S S+ + − + −

= ≠ =

= +∑ ∑              (4.36) 

它由两部分组成，第一部分是同一个格点原子自旋的作用，第二部分是不同格点间

的自旋关联。在(4.61)的基础上我们可以得到透射光的光子数，同时定义一个噪声函

数 

( ) ( )
2

2
1 2

1 1

,
K K

a a a b i a b i
i i

R S S S S A S S Aθ θ δ δ δ δ δ δ+ − + − + −

= =

≈ − −∑ ∑     (4.37) 
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噪声函数不仅与格点上的自旋关联有关，而且与两个腔与晶格法线夹角决定的系数

( ) *
1 2 1 2, ( ) ( )i i iA u uθ θ = r r 有很大关系。这样我们可以得到在不同的角度观测到透射的光

子数的性质。 

我们来看一些有关的算符的期待值，如果晶格中的原子处于绝缘相， 

2 22 21 sin sin
2 2 2

A B
i i i i

i i
A S S Aθ θ+ − ⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑                          (4.38) 

* 2 2 * 2 2 *

*

,

sin cos sin cos
2 2 2 2

2sin cos sin cos
2 2 2 2

K
A A B B

i j i j i j i j
i j i j A i j B

A A B B
i j

i A j B

A A S S A A A A

A A

θ θ θ θ

θ θ θ θ

+ −

≠ ≠ ∈ ≠ ∈

∈ ∈

= +

+

∑ ∑ ∑

∑
      (4.39) 

( ) ( )* * *exp sin cos exp sin cos
2 2 2 2
A A B B

i i A i B ji i A j B
A S i A i Aθ θ θ θφ φ+

∈ ∈
= − + −∑ ∑ ∑  

    (4.40) 

( )**
i i i ii i

A S A S− +=∑ ∑                      (4.41) 

而当系统处于超流态 

( )2 2
2 1 1i i i i

i i
A S S n n A+ − = +∑ ∑                 (4.42) 

* *
2 1

K K

i j i j i j
i j i j

A A S S n n A A+ −

≠ ≠

=∑ ∑                    (4.43) 

0i i i ii i
A S A S+ −= =∑ ∑                      (4.44) 

另外我们关注一下腔场模函数的取值。首先我们固定一个腔的位置，如探测光

2a 沿着晶格的法线方向 02 =θ ，具体操作中我们改变 1a 的腔与晶格的法线的夹角 1θ 。

一维的光晶格的周期常数 / 2d λ=  原子束缚在 mx md= 的位置上， Mm ,,2,1 "= 。而

腔模的函数有两种，一个是行波的形式 ( ) ( )1,2 1,2expm xu imk d=r ，另一种是驻波的形

式 ( ) ( )1,2 1,2cosm xu mk d=r 。波矢是 1,2 1,2 1,2sinxk θ= k ，其中 1θ 和 2θ 分别是腔和晶格法

线的夹角。 

首先我们考虑两个特殊的情况：衍射极大 1 2 0θ θ= = ，和衍射极小 02 =θ 、

2/1 πθ = 。这里我们在这两个情况下计算湮灭算符和光子数的期待值，如表4.2所示： 
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表4.2 湮灭算符和光子数的期待值 

 

 1 MI
a  1 1 MI

a a+  

AF( 1 0, / 2θ π= ) 0 
2 / 2K C  

FM( 1 0, / 2θ π= ) 0 0 

XY ( 1 0θ = ) 3 / 4KC  ( ) 223 /16K K C+  

XY ( 1 / 2θ π= ) 0 
2 /16K C  

SF( 1 0θ = ) 0 ( ) 2
2 1 1n n K C+  

SF( 1 / 2θ π= ) 0 
2

2n K C  

 

从上面的表格可以看出绝缘相中的FM和AF在两种情况观测到的光子数相同，但

XY相在两处观测到的不同，而对于超流相观测到的光子数也不同。所以通过这两个

位置的探测我们可以把铁磁和反铁磁与XY和超流态分辨开。但是它们各自不太分得

开，所以需要进一步研究。之前我们定义了噪声函数，结合实验中腔中的模函数我

们讨论一下噪声函数随角度变化的特性。 

那么首先看∑
i

iA 2 和∑
≠ ji

ji AA 的一些性质特点： 

对于行波 

( ) ( )
( )

*
1 2

2 2 1 1exp sin sin
m m mA u u

im dθ θ

=

⎡ ⎤= −⎣ ⎦

r r

k k
               (4.45) 

( ) ( ) ( ) ( ) 12
*
11

*
2

2 == mmmmm uuuuA rrrr                  (4.46) 

定义 

∑=
m

mAA                                     (4.47) 

则 

∑∑ −=
≠ m

m
nm

nm AAAA 22
                          (4.48) 
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( )
( ) ( )

( )

2
2

2
2

2

sin sin
2 2cos 1 sin 1

2 2sin sin
2 2

m
m

A A

K K

K i K

α α
α α

α α

− −

− −

− −

=

⎛ ⎞= − + − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

 

      (4.49) 

其中 ( )1 1 2 2sin sindα θ θ− = −k k 。在两腔光场都是行波时，噪声函数化简成 

( ) ( )
( )2

1 2
2

sin
2,

sin
2

a a a b a b

K

R S S S S K S S

α

θ θ δ δ δ δ δ δ α

−

+ − + − + −

−

≈ − +   

     (4.50) 

它随 1θ 的变化如图4.8左边所示。 

对于绝缘态的三个不同相，它们的噪声不随 1θ 的变化而变化。而超流态在衍射

极大和极小的地方探测到的光子数明显不同。这种噪声不随角度变化的性质体现了

绝缘态粒子数的涨落很小，粒子被局域在格点上的物理行为。而超流态相反，由于

粒子数不能被束缚在某个格点上，在整个晶格空间可以无耗散的流动，所以噪声较

大，且和光的相互作用比较强。这一特性只在衍射极大的地方可以观测到。结合上

面表格中给出的光子数的特性我们可以分辨出光晶格中的两分量的一些量子态。 

如果腔中的光换作是驻波，如第一节所述会有很多的新的特性出来。而对于驻

波模函数参量 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

*
1 2

1 2

1 1 2 2

1 1 2 2

cos cos

cos sin sin1
2 cos sin sin

m m m

x x

A u u

mk d mk d

md

md

θ θ

θ θ

=

=

⎡ ⎤+
⎢ ⎥=
+ −⎢ ⎥⎣ ⎦

r r

k k

k k

               (4.51) 

1 1cos cos
2 2

K K K

m
m m m

A m mα α+ −= +∑ ∑ ∑                   (4.52) 

其中 ( )1 1 2 2sin sindα θ θ+ = +k k ，则 
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2 2
1 1cos cos
2 2

K K K

m
m m m

A m mα α+ −
⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑                    (4.53) 

2
2 1 cos cos

4

K K

m m

A m mα α+ −
⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑                      (4.54) 

根据驻波情况模函数随角度变化的关系，我们很容易得到在该情况下的噪声函数 

( ) ( ) ( )2
1 2

1
2

, cos cos

cos cos

K

a a a b
m

K K

a b
m m

R S S S S m m

S S m m

θ θ δ δ δ δ α α

δ δ α α

+ − + −
+ −

=

+ −
+ −

≈ − +

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑ ∑
    (4.55) 

而它对应的关系图如图4.8所示： 

 

图4.8 该图是两模光分别取行波(左边)和驻波(右边)并且选择 2 0θ = 时噪声随 1θ 的

分布。超流在 1 0, ,θ π= ± …处或附近有极大值。 / 2K M= ， 40M N= =  

1 2 1/ 2n n= = 。 

从图4.8可以看出对于驻波除了在衍射最大处 01 =θ 和行波的情况有相似之处，
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在衍射极小的地方 2/1 πθ = 处也有光子数的涨落出现。反铁磁的尤其明显。而超流在

衍射最大附近出现了两个较大的峰值。对于铁磁和XY两个相噪声还是很小，仅仅XY

稍有些涨落。 

根据以上的分析我们能够较清楚的分辨出光晶格中的两分量的玻色子的相图。

这样为我们制备比较理想的两分量在光晶格中的量子态提供了一定的理论依据。 

4.2.4 全量子理论下的透射光谱 

在哈密顿量(4.29)的基础上，为了能够探测到原子和光场的作用，我们向腔内注

入一个探测光，它只激发腔中频率为 1ω 一个模，这里用 p1ω 来做标记探测光的频率。

这束光能够相干的驱动腔内的原子，其振幅是η，哈密顿量可写成 

( ) ( )( )

( )

1 1 1 1
1,2

2 2
1 2

1 1 1 1 2 2 2 2
1 1

*1 2
1 2 1 2 2 1 2 1

1

' exp expl l l p p
l

K K

i i i i
i i

K

i i i i i i
i

H a a i a i t a i t

g gb b a a b b a a

g g Ab b a a A b b a a

ω η ω ω+ +

=

+ + + +

= =

+ + + +

=

= − − −

⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠

+ +
Δ

∑

∑ ∑

∑

= =

=

=

          (4.56) 

将(4.29)中取系数 * *
1 1 2 2( ( ( ( 1i i i iu u u ur ) r ) = r ) r ) = ， *

1 2( (i i iu u Ar ) r ) = 。在量子光学中，选取

旋转参考系是一个非常重要的方法，它可以将方程、公式和算符变成比较简单’的形

式。选择参考系 1 1 1 2 2( )pA a a a aω + += + ，则旋转后的哈密顿量是 

( )

( )

1 1 1 2 2

2 2
1 2

1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2
1,2

*1 2
1 1 2 2 2 1 2 1

exp( ) exp( )

( )

( )

p

K K

p l l i i i i
l i i

K

i i i i i i
i

H iAt H A iAt

H a a a a

g ga a i a a b b a a b b a a

g g A a b b a A a b b a

ω

η

+ +

+ + + + + +

=

+ + + +

′= − −

′= − +

⎛ ⎞
= Δ − − + +⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠

+ +
Δ

∑ ∑ ∑

∑

=

=

= = =

=

  (4.57) 

其中 1lp l pω ωΔ = − 是腔模与探测光的失谐量。 

两模光场光子湮灭算符的海森堡方程 

( ) 1
1 1 2

pi ta iX a iZa e ωκ η −= − + − +�                  (4.58) 
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( )2 2 1a iY a iZ aκ += − + −�                        (4.59) 

其中 

( ) ( )
2

*1
1 1 2 1 2

K

i i i i
i

g u u b bω +Χ = +
Δ ∑ r r  

( ) ( )
2

*2
2 2 1 2 1

K

i i i i
i

gY u u b bω += +
Δ ∑ r r  

( ) ( )*1 2
1 2 1 2

K

i i i i
i

g gZ u u b b+=
Δ ∑ r r   

令 1 pi t
l la a e ω−= � ，方程(4.58)和(4.59)变成 

( )1
1 1 1 2p

da i a iX a iZa
dt

ω κ η− = − + − +
� � � �                 (4.60) 

( )2
1 2 2 1p

da i a iY a iZ a
dt

ω κ +− = − + −
� � � �                   (4.61) 

对上面两方程求解，可得到 

( )
( ) ( )

2 2 2
2

1 1 22 2 2
1 2 1 2

a a
Z Z

η κ ζ

ζ ζ κ ζ ζ κ
+

+

+
=

+ + − +
         (4.62) 

( ) ( )

2

2 2 22 2 2
1 2 1 2

Z Z
a a

Z Z

η

ζ ζ κ ζ ζ κ

+
+

+
=

+ + − +
         (4.63) 

其中
2
1,2

1,2 1,2 1,2

K

p i
i

g
nζ = Δ +

Δ ∑ 。 

另外我们还用主方程的方法分析透射光子数。首先定义一个密度函数

1 2 1 2 1 2 1 2, , , , ,( ) (0)a a b b a a b btρ ρ ρ ρ= = ⊗ ，其中假设原子的态密度是不随时间变化的。则系统

的 Liouville 方程是 

[ ]d 1 ,
d

H L
t i
ρ ρ ρ= +

=
                          (4.64) 

其中 

( )1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 22 2L a a a a a a a a a a a aρ κ ρ ρ ρ ρ ρ ρ+ + + + + += − − + − −     (4.65) 

(4.65)这一项是描述腔的损耗，κ 是衰减率，忽略其它损耗。在(4.64-65)基础上我们
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可以得到了一些运动方程 

( )

1 1 1 2
1 1 1 2

*1 2
2 1 1 1

d
2

d

K

i i
i

K

i i
i

a a g gi i a a a a A S
t

g g a a A S i a a

κ

η

+
+ + −

+ + +

= − +
Δ

− + +
Δ

∑

∑
              (4.66) 

2 2 *1 2 1 2
1 2 2 1

2 2

d
d

2

K K

i i i i
i i

a a g g g gi a a A S a a A S
t

i a aκ

+
+ − + +

+

= − +
Δ Δ

−

∑ ∑         (4.67) 

1 2 * *1 2 1 2
1 1 2 2 2

2 2
1 2

1 2 1 2 1 2

d
d

2

K K

i i i i
i i

K K

p p i i
i i

a a g g g gi A S a a A S a a i a
t

g gn n i a a

η

κ

+
+ + + +

+

= − +
Δ Δ

⎡ ⎤
− Δ −Δ + − +⎢ ⎥Δ Δ⎣ ⎦

∑ ∑

∑ ∑
  (4.68) 

2 1 1 2 1 2
1 1 2 2 2

2 2
1 2

1 2 1 2 2 1

d
d

2

K K

i i i i
i i

K K

p p i i
i i

a a g g g gi A S a a A S a a i a
t

g gn n i a a

η

κ

+
− + − + +

+

= − + +
Δ Δ

⎡ ⎤
+ Δ −Δ + − −⎢ ⎥Δ Δ⎣ ⎦

∑ ∑

∑ ∑
 (4.69) 

我们发现在一些非齐次项里含有光子数的湮灭算符的期待值，所以需要用同样的办

法来计算它们的含时演化方程， 

2
1 1 1 2

1 1 1 2

d
d

K K

p i i i
i i

a g g gi n i a a A S i
t

κ η−⎡ ⎤
= Δ + − + +⎢ ⎥Δ Δ⎣ ⎦

∑ ∑      (4.70) 

2
2 *2 1 2

2 2 2 1

d
d

K K

p i i i
i i

a g g gi n i a a A S
t

κ +⎡ ⎤
= Δ + − +⎢ ⎥Δ Δ⎣ ⎦

∑ ∑        (4.71) 

接下来第一步我们先计算这两个方程的解，然后再带入四个的方程组(4.66-69)。为了

方便计算我们做了一些代换 

ij i ja aρ += ， 1 2γ ζ ζ= −  

*1 2
K

i i
i

g g A Sα +=
Δ ∑ ， * 1 2

K

i i
i

g g A Sα −=
Δ ∑  

2
1

1 1 1

K

p i
i

g nζ = Δ +
Δ ∑ ，

2
2

2 2 2

K

p i
i

g nζ = Δ +
Δ ∑  

所以(4.40-43)和(4.44-45)两组方程组可写成矩阵的形式 
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( )

1 1

1 1*
1 11 2

1 2 2
* *

2 1 2 1 2
*

2 2

2 2

d
d

2 0d
2 0d

0 2d
0 2d 0

d
d

a a
i

t
a a i a aia a

i a ai i at
ia a a a i a

i it a a
a a

i
t

ηκ α α
α γ κ α η
α γ κ α η

α α κ

+

+
++

+

+ + +

+

+

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ +⎛ ⎞− − ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ − −⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

(4.72) 

( )
( )

*
1 11

2 22 0
i a a ii
i a ai

ηζ κ α
α ζ κ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

�
�

                    (4.73) 

利用微分方程组的办法我们得到(4.73)的解 

( )[ ]

( )[ ]

* *
1 1 2

2 2

2 2

exp ( ) exp ( )
2 2

2 ( )
1 exp ( )

24 ( )

2 ( )
1 exp ( )

24 ( )

i ia C t p q C t p q

q i p q itt p q
q p q

q i p q itt p q
q p q

α κ α κ

η γ κ
κ

κ

η γ κ
κ

κ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + − − − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
− − − ⎧ ⎫⎡ ⎤− − − − −⎨ ⎬⎢ ⎥⎡ ⎤+ − ⎣ ⎦⎩ ⎭⎣ ⎦
+ − + ⎧ ⎫⎡ ⎤+ − − − +⎨ ⎬⎢ ⎥⎡ ⎤+ + ⎣ ⎦⎩ ⎭⎣ ⎦

              

( ) ( )

( )[ ]

( )[ ]

2 1 2

2 2

* 2 2

2 2

* 2 2

1 1exp ( ) exp ( )
2 2 2 2

2 ( )
1 exp ( )

22 4 ( )

2 ( )
1 exp ( )

22 4 ( )

i ia q C t p q q C t p q

q i p q itt p q
q p q

q i p q itt p q
q p q

γ κ γ κ

η γ κ
κ

α κ

η γ κ
κ

α κ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + − + − − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

− − − ⎧ ⎫⎡ ⎤+ − − − −⎨ ⎬⎢ ⎥⎡ ⎤+ − ⎣ ⎦⎩ ⎭⎣ ⎦

− − + ⎧ ⎫⎡ ⎤− − − − +⎨ ⎬⎢ ⎥⎡ ⎤+ + ⎣ ⎦⎩ ⎭⎣ ⎦

     

其中： 1 2p ζ ζ= + ， ( )2*
1 24q α α ζ ζ= + − 。将以上结果直接代入(4.72)中计算会很

麻烦，由于我们最后测量的光子数是稳定输出的结果，所以取极限 ∞→t 时，会发现

有很多项被衰减掉了，这样我们的结果将大大简化，如下： 

( ) ( )
2 2 2

2
1 1 24 2 2 2 * *

1 2 1 2

( )

2
a a η κ ζ

κ κ ζ ζ α α ζ ζ α α
+ +

=
+ + + + −

             (4.74) 

( ) ( )
2

2
1 2 24 2 2 2 * *

1 2 1 2

( )

2

i ia a αη κ ζ

κ κ ζ ζ α α ζ ζ α α
+ −

=
+ + + + −

             (4.75) 
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( ) ( )
* 2

2
2 1 24 2 2 2 * *

1 2 1 2

( )

2

i ia a α η κ ζ

κ κ ζ ζ α α ζ ζ α α
+ +

=
+ + + + −

            (4.76) 

( ) ( )
2 *

2 2 24 2 2 2 * *
1 2 1 22

a a η α α

κ κ ζ ζ α α ζ ζ α α
+ =

+ + + + −
           (4.77) 

我们会发现以上四个结果中 1 1a a+ 和 2 2a a+ 与解海森堡方程得到的(4.62-63)相似，即

1 1 1 1a a a a+ += ，说明主方程得到的光子数等价于振幅的平方。通过两种方法我们

证明得到的结果在平均场近似下是正确的。 

从(4.74-77)四个式子，我们发现当 0=α 时， 2 2a a+ ， 1 2a a+ 和 2 1a a+ 都等于零。

其中 2 2 0a a+ = 说明从腔 2 测不到频率为 2ω 的光子数。那么 0=α 的物理意义是什么

呢？先从α 说起 

*1 2
K

i i
i

g g A Sα +=
Δ ∑                       (4.78) 

它描述吸收频率为 1ω 的一个光子放出 2ω ，同时 i格点处于 1 态的原子被湮灭同时产

生了处于状态为 2 的原子，它的逆过程就是 *α 。α 和 *α 是两分量的原子在两模光作

用下从而引发的原子间的转换 21↔ 。所以在 0=α 我们探测不到频率为 2ω 的光子输

出的稳定的信号。根据第一章两分量的介绍，选择简单情况--占据数为 1 的情况，腔

里制备了两模光并且垂直于光晶格的轴线方向，所以只对应前边介绍的衍射极大的

测量。 

据绝缘态(4.33)和(4.34)，我们计算得到三种不同相α 和 *α  的期待值，如： 

(1)反铁磁(AF) ( ) ( )0A Bθ θ π= ， ( ) ( )0B Aθ θ π=  

* 0α α= =  

(2)铁磁(FM) 0A Bθ θ= =  

* 0α α= =  

(3)XY 相 0≠= BA θθ (我们取
3
πθθ == BA ) 
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( ) ( )1 2 1 2 3exp sin cos exp
6 6 4

g g g gi K i Kπ πα φ φ= =
Δ Δ

 

根据超流态(4.35)， 

* 0α α= = 。 

在两分量相图中几个特殊态中，频率为 2ω 的光子数只在绝缘态的 XY 相有输出。我们

可通过频率为 1ω 的光子数分布情况来区分这些原子态， 

(i) * 0α α= =  

( )

( )( )

1 1
2 2 2 2 2 2 2

1

22 2 2 2
1 1

1
/ / /

1

/ / /p

a a

n K

η κ δ κ κ ζ δ

δ κ κ δ δ

+

=
+

=
+ Δ +

             (4.79) 

(ii) 0α ≠  

( )

2
2 2

2 2
1 1
2 2 2 2

/ /
K

p i
i

n
a a

κ δ δ

η κ η δ

+

⎛ ⎞⎛ ⎞+ Δ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠=
Ξ

∑
 

(4.80) 

其中 

24 4 2
1 1 2 2

2 2
22 2 2

1 1 2 2

/ / / /

/ / / 2 /

K K

p i p i
i i

K K

p i p i
i i

n n

n n

κ δ δ δ α δ

κ δ δ δ α δ

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞Ξ = + Δ + Δ + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ Δ + + Δ + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑

∑ ∑
 

假设 2 2
1 2 1 2/ / /g g g g δΔ = Δ = Δ = ，参数 2 1p pΔ ≈ Δ ，分别讨论 / 0.1κ δ = 和 / 1κ δ = 两种

情况下的光子数分布， 

如图 4.9 所示，因 0δ > ，透射光谱出现在 1 0pΔ ≤ 的区域，换言之我们考虑了腔

模频率大于原子跃迁频率( 0Δ > ，蓝失谐情况)，否之则反。从图中可以看出参数

/ 1κ δ = 得到的曲线比 / 0.1κ δ = 得到的共振区域宽一些。超流态的峰值比绝缘的低一

些。更明显的特征是在 / 0.1κ δ = 的情况下有许多洛伦兹线型。根据(4.79)超流态的输
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出光谱依赖 1 态的原子数涨落，以及另一种原子的影响。因此它的透射谱 1 态原子

所有可能的取值分布。 

 
 

图 4.9  Cavity-1 的散射光子数的分布：蓝色的点线是描述铁磁的，红色的点虚线是

反铁磁的。而黑色的实线是 XY 相的(有两个峰)，而绿色的实线是对应超流态的谱

线。 / 2K M= ， 40M N= = , 1 2 1/ 2n n= = 。 

综上所述，利用探测光来扫描光晶格中与两模光场耦合的两分量冷原子得到透

射光谱，根据它们的差异来判断晶格中两分量原子的量子态，且目前实验技术的发

展也支持我们这个方案的可行性，受激拉曼绝热过程和相干布局陷俘可在不改变两

分量冷原子的布局的情况下做我们设计的探测工作。这为我们研究微观世界打开了

新的一扇门，为我们实验上制备和操控晶格中的原子态以新的启示。 
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第三节 小结 

本章主要介绍了目前利用腔探测光晶格中单分量玻色哈伯德模型的量子相变，

着重于我们自己的工作——将其拓展到两分量相图研究上，利用相干布局陷俘以及

受激拉曼绝热的性质巧妙将两分量玻色子与两模光结合，推导其哈密顿量以及通过

研究透射谱分析其原子相图。首先利用半经典近似我们分析噪声来区分不同的相，

然后介绍了全量子化的方法，进一步分析不同原子态对应不同的透射光谱。这为探

索光晶格中两分量冷原子的相图提供了很好的理论工具。 
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总结与展望 

基于目前光晶格中冷原子相变研究在理论和实验上两方面的重大进展，本论文

主要研究光晶格中两分量冷原子量子相变问题，其主要结果如下： 

 迄今为止，很多方法用来研究绝缘相两分量原子自旋相关的动力学，其结论成

立条件是单带近似，即原子占据最低能带。如果调节 Feshbach 共振，可改变原子间

相互作用强度，从而使原子有可能占据高能带。在第三章我们研究了两带近似下光

晶格冷原子的相变问题。首先推导出该系统哈密顿量，研究绝缘区域的相变特性以

及自旋的超交换性质，进一步研究了基态的相分离和超流特性。 

其次，目前利用腔量子点动力学探测光晶格中单分量相变被广泛研究，而实验

上通过三能级受激拉曼绝热通道可实现两分量冷原子，并且利用相干布局陷俘能确

保两种原子粒子数在探测过程中不变，二者促使我们利用两模腔场与两分量原子耦

合作用，从而实现探测光晶格中两分量冷原子相变模型的建立。在第四章我们详细

介绍了模型的建立，系统哈密顿量以及在半经典近似下，我们通过量子涨落所引起

噪声函数分布变化来探测晶格中两分量的原子态。接着在全量子理论下，由于两分

量原子在不同量子态下自旋关联不同，腔的透射光谱呈现不同线型，帮助我们间接

探测系统的原子态。这为我们研究光晶格两分量相变提供了很好的工具。 

以上工作研究对象是两分量玻色子，随着多分量研究深入发展我们可转换研究

对象，如费米子，高自旋玻色子；而且本论文研究了自旋对关联，我们接下来可以

研究高阶关联。这些会为研究光晶格中冷原子系统的相变问题提供很好的前景。 
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附录 A：两带近似的哈伯德模型 

实验上连续调节参数的可控性为我们研究俘获的超冷原子的强关联问题提供了

不可预见的前景。光晶格中跃迁矩阵元 t和同一格点的相互作用项U 都依赖于光晶格

的振幅 0V ，而振幅可通过调节形成光晶格的激光的强度可实现。最近实验上通过加

一个合适的磁场接近 Feshbah 共振，可获得 tU / 很大的比值。而最近 Köhl 等人已经

将 40K 的两个超精细态的原子以 50：50 的比例混合装载到了三维的光晶格中。初始

在远离 Feshbah 共振的时候，每个格点放置的两个费米子在最低的布洛赫能带，此

时格点间的隧穿很弱。因此系统的状态称作能带绝缘体。当打开磁场调节磁场增大

原子间的相互作用U 的值，当超过最低能带和第一激发的能带的带隙时，可测到有

原子跳到上能带。 

 

一维的光晶格中自旋为 2/1 的费米子，在每个格点的占据数是 2，并且两种原子

等比例混合，其哈密顿量是 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

2
00

0

1d
2

d sin

d
2

L

x x

L

x

L

H x x x
M

x V kx x x

g x x x x x

σ σ
σ

σ σ
σ

ψ ψ

μ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

+

+

+ +
↑ ↓ ↓ ↑

⎡ ⎤= ∂ ∂⎣ ⎦

+ −

+

∑∫

∑∫

∫

             (A.1) 

将场算符 ( )xσψ 按 Wannier 函数展开， ( ) ( )0,1 i ix w x cσ α σαα
ψ ′=

= ∑ 。其中的两个能带

的 Wannier 函数是不同的 

( )
( )

( )2

0 1/ 4 22
00

1 exp
2

i
i

x x
w x

aaπ

−
=                 (A.2) 
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( ) ( )
( )

( ) ( )2

1 1/ 4 22
0 00

21
exp

2

i
i i

i

x x x x
w x

a aaπ

−− −
=            (A.3) 

场算符的展开形式以及函数(A.2)和(A.3)代入(A.1)中，我们可获得二次量子化的

哈密顿量的形式 

1
, ,

,

H.c.i i i
i i

i i i ii i i i
i i

H t c c n

U n n U n n S S

αβ σα σβ α σα
α β σ α σ

αα αβ α β α βα α α β
α α β

μ+
+

+ − +
↑ ↓ ↑ ↓

≠

= − + −

⎡ ⎤+ + − + Δ Δ⎣ ⎦

∑∑ ∑

∑ ∑
 

其中 1,0, =βα 是能带指标，分别对应[000]和[001]能带， ↓=↑,σ 是自旋指标， i是格

点的指标；粒子数算符 σασασα iii ccn += ，自旋算符 ααα ↓
+
↑

+ = iii ccS 和 βββ ↓↓=Δ iii cc 。化学势

的差 010 ωμμ =− 是两带间的能量差。 

通过(A.2)和(A.3)一些参量的关系可以得到，如 00 00U c U= ， 01 01U c U= ， 11 11U c U= ，

( )3/ 4
4 / /sU a k V E π= ，在强的相互作用的极限下，可认为 αβαβ ω Ut ,0<< ，首先我们

只考虑 0=αβt 的情况，很容易解出系统的能量本征方程： 

( )
0 02tE μ ω+ = − + ，       ( )1 ; ;

2
t+ = ↑ ↓ + ↓ ↑                   

( )
0 0 012 2tE Uμ ω− = − + + ，   ( )1 ; ;

2
t− = ↑ ↓ − ↓ ↑                   

( )
1/ 22

200 11 11 00
0 0 0 012

2 2
s U U U UE Uμ ω ω±

⎡ ⎤+ −⎛ ⎞= − + + + +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∓              

1 2;0 0;s a a+ = ↑↓ + ↑↓ ， 2 1;0 0;s a a− = ↑↓ − ↑↓              

其间如 ↓↑; ，最左边是能带 0 的粒子数占据的情况，与右边的能带 1 用分号隔开，

这个态是 0 能带占据了 1 个自旋↑的粒子，而 1 能带占据了↓的粒子。其中的系数 

1/ 2

11 0
1

0 11

C

C

Ua
U U

ω
δ

⎛ ⎞+
= −⎜ ⎟+⎝ ⎠

，

1/ 2

00 0
2

0 11

C

C

Ua
U U

ω
δ

⎛ ⎞−
= −⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

满足归一化的条件 2 2
1 2 1a a+ = 。其中参数 4/3,2/1,1 110100 === ccc 。当 0>αβU ，且

cUU αβαβ < 时，最低的能量是 ( )sE+ ，但是当 cUU αβαβ > ，最小的能量是 ( )tE+ 。这两个能



博士学位论文：光晶格中两分量冷原子量子相变的研究 

100 

级在 cUU αβ= 时相交，即
( ) ( )ts EE ++ = ，说明发生了相变。 

另外我们看 +s 由 0,↑↓ 和 ↑↓,0 两个态叠加而成，几率分别是
2

1a 和
2

2a ， 

 

 

0P 和 1P 分别是本征态 +s 中两个粒子同时占据下能带和上能带的几率关系图。 

当 cU U< 时，s + 是系统的基态，以 ,0↑↓ 为主，它的几率接近于 1. 但是 02U ω≥

时，高能带开始被占据，基态变成 0 t≡ + 。另外 0 ， ,U = ↑ ↑ 和 ,D = ↓ ↓ 是

一个三重简并态。当原子间的相互作用逐渐调大时，如果没有格点间的跃迁， U 和

D 这样的态是不会出现的。当格点间的跃迁打开，并处于比较弱的情况下， U 和

D 出现。我们用微扰来证明，将跃迁作为微扰，可以得到有效的哈密顿量 

( )1 1
cU U i iH J> += −∑ S S  

其系数为 

2 2
200 11
01

00 01 11 01 00 01 0 11 01 0

1 1t tJ t
U U U U U U U Uω ω

⎛ ⎞
= + + +⎜ ⎟+ + + − + +⎝ ⎠

 

S 是自旋为 1 的算符。它对应的三个简并的态是 0 ， ,U = ↑ ↑ 和 ,D = ↓ ↓ 。 
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附录 B 在特殊原子态的光谱线型 

在本附录中对于单分量原子和光场作用的海森堡方程(4.5) 

( ) ( )ˆ ˆ
l l l ll l m lm m l la i D a i D a a tω δ δ κ η= − + − − +�  

和两分量原子和两模光场作用的方程(4.58) 

2
2 *1 1 2

1 12 1 1 2 1 2 1 2
1 1

ˆ( ) ( ) ( )
K K

i i i i i i
i i

g g ga i u n a i a u u b bκ +

= =

⎡ ⎤⎛ ⎞
= − Δ + + −⎢ ⎥⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑r r r�  

都允许我们将光学算符用原子占据数算符表示，如 ( )Mnnf ˆ,1̂ " ，并且在原子态ψ 可

求得期待值 ( )1̂ ˆ, Mf n n
ψ

" 。这里介绍单分量 MI 和 SF 态来借助与腔的耦合作用来探

测。并且这种方法和思想在两分量的量子态的研究中又一次体现和应用。 

从光学散射的角度出发，对于可忽略遂穿的绝缘体束缚在 i 格点的原子数记作

MI
ˆi in q= ，由于没有粒子数的涨落，它能够用 Fock 态的连乘来表示 

1MI 1
, ,M

i Mi i
q q qψ

=
= =∏ "                  (B.1) 

因 ( )1 1ˆ , , , ,i M i Mn q q q q q=" " ，光学算符期待值可表示成 

( ) ( )1 1MI
ˆ ˆ, , , ,M Mf n n f q q=" "                 (B.2) 

一 般 绝 缘 态 的 每 个 格 点 的 原 子 数 是 相 等 的 ， 并 满 足

MI
ˆ /in N M n= ≡ (

MI
ˆ

K KN nK N= ≡ )。 

而对于超流态来说每个原子在所有的格点是非局域的，这就导致在 K M< 的晶

格区间粒子数存在涨落。原子态是 N 个粒子在M 个格点对应所有可能分布的 Fock

态的叠加： 

1
1 1SF , ,

!/ / !, , ! , ,
M

N
M Mq q

N M q q q qψ =∑ "
" "        (B.3) 

尽管它的平均密度是
SF

ˆ /in N M= ，与 MI 态是一样的，但探测到的光学算符期待值

由不同的透射光谱叠加而成。光学算符的期待值可表示成 

( ) ( )
1

1 1SF
, , 1

1 !ˆ ˆ, , , ,
!, , !

M

M MN
q q M

Nf n n f q q
M q q

= ∑
"

" "
"

      (B.4) 

(B.4)表示所有可能的“经典”的求和。因此所有的这些分布对 SF 的散射都会有贡献。
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它与绝缘相的(B.1)相比明显不同。 

另外对于在超流态得到的光谱线形状做个简单的说明。如该附录前面所说光子

数仅依赖一个统计量 q ，即腔照亮的 K 个格点上的原子数。在此基础上(B.4)约化成

二项式的形式。通过推导得出 

( ) ( )SFSF 0

N

q
f f q p q

=
= ∑                   (B.5) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )SF !/ ! ! / 1 /q N qp q N q N q Q M Q M −= − −⎡ ⎤⎣ ⎦ ，仅是对 q 的求和。这里的Q 是

特殊格点的数：单模场以及两模光场的衍射极大处， KQ = ；而两模光场的衍射极

小处，Q取奇数或偶数，如当晶格总格点数M 是偶数， 2/MQ = 。 

接下来考虑在 1, >>MN ，且 MN / 是个有限的值的情况下，这样会导致一个高

斯分布 ( ) ( ) ( )2 2
SF 1/ 2 exp / 2q qp q q qπσ σ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦� ，其中 /q NQ M=� 和高斯分布的宽度

是 ( )/ (1 / )q N Q M Q Mσ = − 。 

在一个 High-Q 腔中 2
0 0/ agκ δ = Δ� ， ( )f q 是一个宽度为κ ，且在依赖于q值的

频率(称为 q
pΔ )处出现的窄的洛伦兹线型。它的高度是不依赖 q的大小，以 pΔ 为变量

的函数
SF

f 是振幅正比于 ( )qpSF 的梳子状的洛伦兹分布。 

利用高斯分布 ( )qpSF ，能够写出这个“梳子”状的函数。例如一个单模的场(图 4.4 

(a,c))，我们会发现 0
q
p qδΔ ≈ ，光子数： 

( ) ( )2 2/ 20
0 0 SF 2

q
p pq

p
aa a e ωσ

ω

δ
πσ

− Δ −Δ+ Δ =                 (B.6) 

其中心频率是 0p KNδΔ = ，谱的宽度是 ( )0 1 /KN K Mωσ δ= − 和参数
2 2

0 /α η κ= 。所

以在图 4.4 (a,c)中通过宽度依赖于格点数K 的高斯线型来描述光谱的形状。 

当 0→K 和 MK → ，二次项的分布 ( )qpSF 能够很好的通过泊松分布来近似。这

在图 4.4 (c)中的 10=K 和 68=K 可以被证明。对于 MK = 的情况，光谱缩减成一个

洛伦兹线型，观测不到总粒子在M 个格点发生的涨落。 

在考虑有两腔场时，尽管会有一些其它参数，但前面的表达形式也是有效的。
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在衍射极大处洛伦兹线型之间的中心频率及宽度都是以前的两倍：如 02p KNδΔ = ，

02q
p qδΔ = 和 ( )02 1 /KN K Mωσ δ= − ， ( )2 2

0 / 2α η κ= 。在 0pΔ = 处出现的伴峰有一

个经典的振幅 ( )2 2
0 / 4η κ 。 

对于bad腔，如 0κ δ� ，参数 pΔ 和 ωσ 可如前面一样，求和能够用积分代替。对于

单模，如图4.4 (b)所示，代表了一个福格特曲线(Voigt contour) 

( )
( )

( )

2 22 / 2
0

0 0 20SF 2

d
2

p

p

p

ea a
ωω σ

ω

η ω
πσ ω κ

− Δ −
∞+ Δ =
Δ − +

∫              (B.7) 

在考虑有两个腔，且在衍射极小处探测到透射光子数 

( )

2 22 / 22
0

1 1 2SF 2 2 2 2 2

d
2 4p p

ea a
ωω σ

ω

η ω ω
πσ ω κ κ

−∞+

−∞
=

′ ′Δ − − + Δ
∫           (B.8) 

其中 p p p′Δ = Δ −Δ� 。然而在衍射极大，光子数等于 

( )

( )

2 22 / 22
0

1 1 2SF 0 2 2 2

d
4 2

p

p p

ea a
ωω σ

ω

η ω ω
πσ ω κ κ ω

− −Δ
∞+ =
⎡ ⎤Δ Δ − + +⎣ ⎦

∫
�

          (B.9) 
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果今后以其他单位名义发表与在读期间学位论文相关的

内容，将承担法律责任。除文中已经注明引用的文献资

料外，本学位论文不包括任何其他个人或集体已经发表

或撰写过的成果。 

 

 

 

 

学位论文作者(签章)： 

 

2009 年 5 月 28 日  

 

 
 

 


