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中文摘要 

中 文 摘 要 

最近冷原子气体与光学微腔的耦合系统引起了较多的关注，Ritsch 和 Larson

等小组研究了光学腔模与二能级原子气体的耦合系统，他们发现该耦合系统呈现

出更加丰富的量子相图。本文首先介绍了光和原子的相互作用的理论模型和受激

拉曼绝热通道，接着介绍了研究腔模与原子相互作用这个开放系统时主要采用的

热库理论的基本知识和朗之万方程。在此基础上我们从光学腔模与二能级原子气

体的耦合系统出发，主要研究囚禁于远离共振的光势阱中的Λ型三能级冷原子气

体与腔模相互作用的耦合系统。通过分析系统中腔场算符和原子场算符的朗之万

方程，在大失谐的条件下，绝热消除原子最高能级上的粒子布居数，得到该系统

的有效哈密顿量。从该耦合系统的有效哈密顿量可以看出，该系统可以用来模拟

两分量玻色子与腔模耦合的系统。系统有效哈密顿量的导出为研究其相变问题、

动力学问题等理论基础问题奠定了基础。 

 
关键词：光场和原子相互作用；受激拉曼绝热通道；朗之万方程；绝热消除；有

效哈密顿量 
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ABSTRACT 

ABSTRACT 

The coupling system of two-level cold atomic gas with optical cavity 

has drawn lots of attentions both theoretically and experimentally. It is 

found that there exhibit much more interesting features in the quantum 

phase diagram. In this thesis, we briefly introduce the theoretical model of 

atom-field interaction and the stimulated Raman adiabatic passage. Then 

we describe heat bath theory and Langevin equation which can be used to 

study the open system of atoms coupling to the cavity modes. Starting 

from the system of coupling system of two-level cold atomic gases with 

single cavity mode, we study the system of Λ -type three-level cold 

atomic gases interacting with two cavity modes. Under the condition of 

large detuning, detailed analysis of the Langevin equation of cavity field 

operator and atomic field operator enables us to adiabatically eliminate the 

atomic particles on the upper level, and obtain the effective Hamiltonian 

of the system, which may be used to simulate the phase transition and the 

dynamics of two-component Bose-Hubbard model in two cavity modes.  

   

Key words: Atom-field interaction; Stimulated Raman adiabatic passage; 

Langevin equation; Adiabatic elimination.
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第一章  绪论 

第一章  绪论 

1.1 引言 

20 世纪 80 年代激光冷却和中性原子捕获技术取得了重大进展，成为原子分

子与光物理领域一个重要的突破口。作为这个大领域的最热门方向之一，激光冷

却技术冷原子物理领域曾在 8 年内诞生了三次诺贝尔物理学奖。1997 年朱棣文

(S.Chu), 科恩-塔诺季(C.Cohen-Tannoudji)和菲利普斯(W.D.Phillips)由于发明用激

光冷却和捕获原子的方法获得了诺贝尔物理奖。2001 年维曼(C.E.Wieman)，康乃

尔(E.Cornell)和凯特利(W. Ketterle)利用激光冷却技术获得玻色－爱因斯坦凝聚

（BEC）获得诺贝尔物理奖。2005 年因量子光学基本理论和发明光梳而实现了光

谱精密测量和光频标而获奖的 R. Glauber、J. Hall 和 T. Hansch，也与激光冷却原

子有密切关系。 

激光冷却和陷俘原子技术还打开了通向研究低温下气体的量子物理行为的

大门，开辟了冷原子物理研究的新篇章。从热力学和分子运动论我们知道，符合

玻尔兹曼速度分布的气体，温度与粒子运动速度的平方平均值成正比。激光冷却

和陷俘原子技术可以将原子囚禁到几乎静止不动的状态，也就是可以将原子冷却

到极低温的状态。随着实验条件的不断改善和技术的不断成熟，现在的实验手段

已经可以将原子冷却到 nK 甚至达到 pK 数量级。 

冷原子具有许多特性[1]：(1)动能小，可用弱场(如磁场梯度、光场)在微观尺

度上来操控单个原子或分子。我们可以用激光俘获多个单原子再将它们组合成新

的分子或凝聚态物质。(2)原子的德布罗意波长较大，相干长度很长，原子物质波

波动性明显，能够在宏观尺度上观测到相干现象。例如当大量碱金属原子被冷却

到最低能态上可以产生玻色-爱因斯坦凝聚，处于最低能态上的原子会发生物质波

干涉。(3)热运动较小，原子间的碰撞几率远远少于热原子的情况，光谱一级和二

级多普勒加宽很小。冷原子具有更精确的原子能级结构和更窄的跃迁光谱，这对

原子能级以及各种常数的精确测量具有重要意义。(4)囚禁的冷原子速度低，和光

相互作用时间较长，可以作为量子信息存储器，将量子信息存储在原子能态上。

冷却在基态的原子是干净可靠的纯量子体系，用冷原子进行量子信息处理的前景

越来越广阔。冷原子物理研究还提供了形成高新技术的潜在可能性，如用原子光

1 



Λ型冷原子气体与光学腔模的耦合系统 

学实现纳米加工、原子刻蚀、原子干涉仪、原子钟、原子激光器、量子计算机等。 

20世纪90年代，利用光晶格来束缚冷原子的技术已相当成熟。根据交流斯塔

克效应，利用激光驻波场中原子感应的偶极力能将中性冷原子囚禁在波长尺度的

范围内[2]。将冷原子装载于多束激光相互干涉形成的周期性网状势阱即光晶格中，

可实现冷原子的一维、二维或三维微光学囚禁，从而形成冷原子的空间周期性排

列。当激光频率相对原子共振频率是红失谐时，原子将被俘获在光学晶格的最大

光势处即驻波场的波腹处；反之，当激光频率为蓝失谐时，原子将被囚禁在驻波

场的波节处[3]。 

利用光晶格来束缚冷原子技术的发展掀起了光学晶格中冷原子研究的高潮。

因为光晶格空间的周期性排列，原子在光晶格中的运动类似于电子在固体晶格场

中的运动。通过研究光晶格中的原子[4,5]可以来研究固体中都很难观察到的一些效

应。通过改变激光场的强度可以调节光晶格的晶格常数，进而调节势阱深度以及

原子之间的相互作用。M. P. A. Fisher[6]和D. Jaksch[7]等人采用玻色-哈伯德模型在

理论上论证了光晶格中单分量冷原子从绝缘态到超流态的相变[5]。2002年德国研

究小组Greiner等人首次在实验上观察到玻色爱因斯坦凝聚体在光晶格中从超流

态到Mott绝缘态的量子相变现象[8]。 

束缚在光晶格中冷原子的原子存在不可控的自发辐射。光学微腔可以使原子

的自发辐射得到抑制或增强[9,10]，同时可以调节光学腔模和原子的耦合强度。在

一个有少量光子数的高品质光学腔[11,12]中，Kimble小组[13]和Rempe[14]小组在实验

上实现了光学腔中单个中性冷原子的囚禁与操控。2007年多个实验小组成功将

BEC置于光学腔中[15-18]，F. Brennecke小组实现了BEC与超高精细光学腔场之间的

强耦合[17]，在强耦合区域可以将BEC与腔模的耦合视为力学谐振子与腔模的耦合

[25]。耦合系统中存在自组织行为，即光学腔模的分布决定了冷原子气体的分布，

原子的分布反过来又影响腔模的分布[19-24]；系统中腔场和凝聚体的分布还随时间

演化[26,27]。Ritsch和Larson等人研究了光学腔中二能级冷原子气体与腔模耦合系统

的相变行为以及动力学[28-31]，他们发现该耦合系统的量子相图更加丰富。 

本文第一章主要介绍了光和原子相互作用的四个理论模型和受激拉曼绝热

通道。在第二章中，我们介绍讨论开放系统问题时经常采用的热库理论和朗之万

方程。在第三章分别导出了光学腔模与单个和多个二能级原子的耦合系统有效哈
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密顿量。基于前两章的基础上，第四章我们研究了单个和多个 型三能级冷原子

与腔模的耦合系统，并推导出了该系统的有效哈密顿量，发现它与两分量玻色气

体与腔耦合的多体系统相对应。 

Λ

1.2 光和原子相互作用 

下面考虑光和原子的相互作用的理论模型，主要以二能级原子为例来介绍。

我们知道，单模光场和单个二能级原子相互作用的理论模型有Rabi模型[32]和

Jaynes-Cummings(JC)模型[33]，研究光场和多个二能级原子相互作用的理论模型还

有Dicke模型[34]和Tavis-Cummings(TC)模型[35,36]。Rabi模型和Dicke模型是半经典

模型，其中光场是经典近似场；JC模型和TC模型是全量子模型，光场是量子化的。 

Rabi 模型中，系统的哈密顿量包含原子的能量和光与原子相互作用部分的能

量，原子采用量子化描述，光场是经典近似场，光和原子的相互作用项的描述采

用了偶极近似。系统哈密顿量的本征态由原子基态和激发态的叠加表示。通过求

解系统的薛定谔方程，我们会发现在光的频率和原子的偶极跃迁频率相同时，原

子的粒子数反转率为 ( )( ) cos RW t t= Ω ，如图 1.1 所示，其中 RΩ 为 Rabi 频率。原子

在基态和激发态之间以频率 振荡。 RΩ

 

 

 

 

 
( )W t

 

 

 

 

 
tΩR

 

图 1.1 原子反转率随着 RtΩ 变化曲线
[32]

JC 模型中，系统的哈密顿量中包含原子的能量、光场的能量和光与原子相互

作用部分的能量三部分，原子和光场都采用量子化描述，光和原子的相互作用项

采用了偶极近似和旋波近似。在相互作用绘景下求解系统本征态算符的运动方

3 



Λ型冷原子气体与光学腔模的耦合系统 

程，我们会发现在光的频率和原子的偶极跃迁频率相同时，原子的粒子数反转率

为 ，其中( ) ( )
0

( ) 0 cosnn n
n

W t tρ
=

=∑ Ω nΩ 为量子 Rabi 频率， ( )0nnρ 为 时刻系统

中的光子数。如图 1.2 所示，原子的粒子数反转率出现了“崩塌”和“复原”现

象，而且随着时间的推移交替出现。随着时间的演化，Rabi 振荡的幅度逐渐减小。

我们可以看到即使是真空场也会出现 Rabi 振荡，与半经典理论得到的结果是不同

的。在半经典理论中，处于激发态的原子在没有外驱动场的情况下是不能跃迁到

低能级的。而在这种全量子理论中，自发辐射使得真空中原子从上能级到下能级

的跃迁成为了可能。 

0t =

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 1.2 原子反转率随着 变化曲线：初始光场为相干态。参数gt 0Δ = ， 25n = [33]
。 

1954 年，Dicke 在理论上预言了在分子或原子中 Dicke 超辐射的发光机制。

他认为在分子气体与光场的耦合系统中，应将分子气体视为一个量子系统来研

究。可以假设分子之间为弱相互作用，分子气体相对集中，且气体的尺度远小于

光场的波长。在上述假设的前提下，系统的哈密顿量中分子可以采用赝自旋算符

来描述，分子和光的相互作用项采用半经典描述即光场为经典近似场。采用一阶

微扰理论，我们会发现当分子气体的“合作数”为分子个数的一半，在高能级和

低能级上的分子气体粒子数相等时，自发辐射率达到最大，从而实现 Dicke 超辐

射。 

关于原子气体和光场的耦合问题，1968 年 Tavis-Cummings 给出了精确解。

全同的二能级原子组成的原子气体与光场的耦合系统中，原子气体采用赝自旋算

符来描述，光场为量子化的单模光。精确解的给出同时也为在其他近似下求出的

 4



第一章  绪论 

解提供了一个对照的标准。 

1.3 受激拉曼绝热通道 

Kimble小组[13]和Rempe[14]小组通过受激拉曼绝热通道技术在实验上实现了

光学腔中单个中性冷原子的囚禁与操控。最近，J. G. Danzl小组采用四光子的受激

拉曼过程将Cs原子形成的BEC转移到振转基态上，为实现基态分子的BEC奠定了基

础，图 1.3 为分子量子气体的制备过程。他们从零温下双占据的原子气体的Mott

绝缘态出发，通过Feshbach共振将这些原子有效缔合为弱束缚的二聚体分子，然

后采用四光子的受激拉曼过程将其转移到振转基态上。 

 
图 1.3 分子量子气体的制备过程。一团Cs原子形成的BEC制备在光晶格中，通过增加晶格势

的深度，使原子气体处于Mott绝缘态，并且每个光晶格中有两个原子。随后采用Feshbach共

振将原子有效缔合为弱束缚的二聚体分子，使其处于态 1 上。采用Rabi频率分别为

的四束激光，将处于态, 1, 2, 3, 4i iΩ = 1 上的二聚体分子采用受激拉曼过程经过中间态 2 , 3

和 4 转移到振转基态 5 上
[37]

。 

 

在这里我们以单个 型冷原子与两模光场相互作用的系统为例详细介绍受

激拉曼绝热通道的过程。其中

Λ

Λ型原子具有非简并能级 ,  1, 2,3i iE iω= =h ,对应本

征态 1 、2 和 3 。1 3↔ 的跃迁过程通过频率为 Eω 的经典场E
r
耦合，2 3↔

通过腔模ω耦合。单个 型冷原子和两模光场耦合系统的哈密顿量Λ [38]为 

5 



Λ型冷原子气体与光学腔模的耦合系统 

( ) ( )1 11 2 22 3 33 13 31 32 23
E Ei t i t

pH E E E e e g a aω ωσ σ σ σ σ σ σ− +
Λ = + + − Ω + + +h h   (1.1) 

(1.16)式中仅包含原子能量的哈密顿量和原子与经典光场E
r
和腔模ω相互作用的

哈密顿量，暂不考虑光场和腔模的哈密顿量。原子算符为 ij i jσ = 。原子与经

典光场E
r
相互作用的偶极跃迁频率为 pΩ ，原子与腔模的耦合常数为 g 。 

旋转到经典场 Eω 和腔模ω的框架下，哈密顿量(1.16)式变为 

( ) ( ) ( )1 33 1 2 22 13 31 32 23pH g a aσ σ σ σ σ +
Λ = − Δ − Δ − Δ − Ω + + +h h h h σ

)1

  (1.2) 

其中 (1 3Eω ω ωΔ = − − 为经典光场与原子 1 ↔ 3 2的失谐量， ( )2 3ω ω ωΔ = − − 为

腔模与原子 2 ↔ 3 的失谐量。 

下面考虑该哈密顿量(1.17)的本征态。假设原子最初制备在 1,0 上，系统的

本征态可以表示为 

( ) ( ) ( ) ( )1,0 2,0 3,01,0 2,1 3,0t c t c t c tψ = + +                (1.3) 

,0 0i i= 表示原子处在第 i个能级上，光子数为0。在拉曼共振 1 2Δ = Δ = Δ的条

件下，系统的哈密顿量可以写为矩阵的形式 

0 0

0 0

p

pH
g

Λ

Ω
g

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − Ω Δ −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

h                        (1.4) 

可以求得本征值为 0 0λ = 时对应的本征态为暗态 D ，  

0

1 1,0 2,1pD g
N

⎡ ⎤= +Ω⎣ ⎦                     (1.5) 

其中 。本征值为2
0 pN g= +Ω2

2
λ±

Δ
= − ±Ω时对应的本征态为明态 B±  

1 1,0 3,0 2,1pB g
N

λ± ±
±

⎡ ⎤= Ω − −⎣ ⎦             (1.6) 

其中
2

2 2

2p g Δ⎛ ⎞Ω = Ω + + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 2
0N N λ± ±= + 。 

当 ，暗态0pΩ = D 中只包含初始态 1,0 ；当 gp >>Ω 时，暗态更接近于 2,1 ，

腔中只有一个单光子。我们知道暗态中不包含 3,0 ，没有原子从 3 上的自发辐
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射。因此通过绝热改变经典场的Rabi频率 pΩ ，从初始时刻 gp <<Ω 到 时，

便出现了从

p gΩ >

1,0 到 2,1 的受激拉曼绝热通道。至此，我们清楚的解释了受激拉曼

绝热通道的过程。 
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第二章  热库理论和朗之万方程 

在绪论中，我们分别介绍了光和原子相互作用的四个理论模型和受激拉曼绝

热通道。置于光学腔中的冷原子与腔模的耦合系统是一个开放系统。本章我们主

要介绍处理开放系统时采用的热库理论和朗之万方程。 

2.1 热库理论 

在量子光学中，经常出现一个小系统和一个大系统的耦合。这个小系统有少

数个自由度或者有少数几个本征态，而大系统原则上有很多个自由度或者有无限

多个本征态。这个小系统常作为一个系统来研究，这个大系统常视为热库，小系

统和大系统的耦合视为系统和热库的耦合。理论上，光场、原子或光场与原子的

耦合系统都可以看作系统，而将与这个系统产生非相干作用的其余部分视为热

库。 

系统和热库之间存在相互作用，可以交换能量。考虑一个原子置于辐射场中

的情况，将原子视为系统，辐射场视为热库。原子自发辐射的荧光会对辐射场有

影响，同时辐射场会使原子从激发态跃迁到更低的能态上，使原子系统出现耗散

和涨落，即使在零温也会有真空涨落存在。 

处理热库和系统的耦合，通常可采用两种方法[39]：一是在相互作用绘景或薛

定谔绘景中，通过对系统和热库整个体系的密度算符求迹将热库的变量消去，得

出系统约化密度算符的主方程，最后求解主方程；二是在海森堡绘景中采用噪声

算符来描述热库的作用，然后将热库的作用转变为随机力引入系统的朗之万方

程，最后求解朗之万方程。 

2.2 朗之万方程 

这里我们研究的就是采用朗之万方程来处理原子气体和腔模的耦合系统。下

面先简单介绍一下朗之万方程。朗之万方程有经典朗之万方程和量子朗之万方程

两种。 

2.2.1 经典朗之万方程 

液体中悬浮微粒不停做无规则运动的现象叫做布朗运动。布朗运动是典型的

随机过程，它可以作为经典小系统和热库耦合的例子，可以用经典的朗之万方程

 8
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来描述。为简单起见，只考虑微粒的一维运动。设微粒的质量为 ，在 时刻的

速度为 ，根据牛顿第二定律，微粒的运动方程

m t

( )v t [39]为 

                          ( )dvm K
dt

= t                          (2.1) 

其中 由两部分构成：一部分为粘滞阻力( )K t 0vα− ，当微粒以速度v运动时，微粒

在前进方向上与液体分子相碰撞，将受到与其速度方向相反的粘滞阻力；另一部

分是随机的冲击力 ，即液体分子对静止的微粒的碰撞净作用力。由于在正

方向和负方向碰撞的平均频率相同，故

( )0F t

( )0 0F t = 。假定不同时刻随机力之间的

关联函数具有如下特性 ( ) ( ) ( )0 0F t F t c t tδ′ ′= − ， 为冲击强度的量度。令c

0 mα α= ， ( ) ( )0F t F t m= ，微粒的运动方程可以表示为 

                           ( )dv v F t
dt

α= − +                      (2.2) 

此式为经典朗之万方程。 

( )F t 为朗之万随机力，满足如下性质： 

( ) 0F t =                                (2.3) 

( ) ( ) ( )F t F t Q t tδ′ ′= −                         (2.4) 

式(2.4)称为马尔科夫近似，Q是起伏强度的量度。 

2.2.2 量子朗之万方程 

在量子光学中，不同的系统有不同的热库，不同的热库之间是彼此独立的。

对量子光场而言，周围吸收或散射的介质、光学腔或黑体辐射等构成了光场的热

库。对于原子系统而言，原子间碰撞、原子的自发辐射，非相干的泵浦过程等可

视为原子的热库。 

通常可将电磁场假设为热库，或者直接假设一系列的谐振子为热库。这一系

列的谐振子必须具有以下特性[40]： 

1. 谐振子的频率谱必须平稳、密集。 

2. 在系统和热库的耦合中，谐振子算符必须是线性的。 

3. 系统和热库的耦合常数必须是谐振子频率的函数。 

考虑某个体系中，作为热库的电磁场与某个系统耦合的情况。例如在整个体

9 
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系中，原子是系统，电磁场是热库，并且电磁场满足以上特性。对于原子来说，

有两种场模，输入模和输出模。电磁场输入模携带能量，与原子发生耦合，通过

影响原子的运动使原子发生耗散来交换能量，再由输出模带走能量。输入模包括

以下三个部分。首先，有信号输入系统，信号即由激光或某个光源产生的光。其

次，输入信号的同时伴随有噪声输入。噪声可以是激光的波动引起的涨落，也可

以是其他光源的随机效应。最后，还包括真空噪声的输入。量子场的真空态是指

在这个态下光场的涨落是非零的，即使在没有光源的情况下也存在真空噪声。在

真空的情况下，会有真空噪声进入原子系统，耦合之后再有相应的噪声输出。从

数学上看，真空噪声的效应就是确保在朗之万方程中出现驱动项和阻尼项，从而

保证量子力学中基本算符之间对易关系的成立。 

上述讨论电磁场作为热库的情况，包括谐振子必须具备的特性，以及谐振子

在与系统的耦合的具体过程。下面介绍以谐振子为热库的朗之万方程的具体导

出。主要从热库的形式上出发讨论两种情况，先讨论热库由一系列频率相近的离

散谐振子组成，然后讨论热库由连续频率的谐振子组成的情况。 

首先，热库由质量为 、坐标为 、动量为nm nq np 和弹性系数为 的 个谐振

子组成,谐振子热库的哈密顿量可以表示为

nk n

2 2

2 2
n n n

B
n n

p k qH
m

⎧ ⎫
= +⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ 。系统的哈密顿

量为 ( )sysH Z ,其中 Z 算符是系统的任意变量算符之一。系统和热库耦合之后，整

个体系的哈密顿量可以表示为 

( ) ( )
2

2

2 2
n n

sys n
n n

p kH H Z q X
m

⎧ ⎫
= + + −⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑               (2.5) 

其中算符 X 是系统任意变量算符 Z 中的一个特殊算符。系统和热库的相互作用使

热库中的势能项不仅依赖于热库 ，还依赖于系统算符nq X 。热库的势能项中多出

两项， 21
2 n n

k X∑ 仅包含系统算符，可以被吸收到系统算符中；可以把

视为系统和热库的相互作用。系统和热库的耦合项中，热库算符是线性的。朗之

万方程中通常是线性耦合，非线性耦合问题可以用主方程的方法来解决。对式(2.5)

进行一系列正则变换， 

nn n
k q X−∑
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2

n n

n n

n n n

n n

q p kn

np q k

k m

k

ω

κ

→

→ −

→

→

                            (2.6) 

整个体系的哈密顿量可以变为 

( ) ( ){ }2 2 21
2sys n n n n

n
H H Z p X qκ ω= + − +∑               (2.7) 

而且系统和热库的算符存在如下对易关系 

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ]

, ,

, ,

,

n n

m n m n

n m nm

Z p Z q

p p q q

q p i δ

0

0

= =

= =

= h

                           (2.8) 

下面考虑热库中谐振子算符的运动方程为 

[ ]

[ ] 2

,

,

n n n

n n n

iq H q p

ip H p q

κ

ω

= = −

= = −

&
h

&
h

n

n

X
                        (2.9) 

要求解上述运动方程，可以将坐标和动量算符用产生算符和湮灭算符来表示 

†

2

2

n n n
n

n

n n n
n

n

q ipa

q ipa

ω
ω

ω
ω

+
=

−
=

h

h

                              (2.10) 

将坐标和动量算符的运动方程代入湮灭算符的表达式，可以得出湮灭算符的运动

方程为 

2
n

n n n na i a ωω κ= − −&
h

X                          (2.11) 

求解该运动方程，其解为 

( ) ( )0

0

( ) ( )
0 2

n n
ti t t i t tn

n n n t
a e a t e X t dtω ωωκ ′− − − − ′ ′= − ∫h           (2.12) 

将式(2.12) 代入式(2.10)，然后反解求出热库中坐标和动量算符的表达式，

11 
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( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0

0 0

0

( ) ( )†
0 0

( ) ( )†
0 0

2

sin ( )
2

2

cos ( )
2

n n

n n

n
n n n

ti t t i t tn
n n n n nt

n n n
n

ti t t i t t
n n n nt

n

p i a a

i e a t e a t t t X t

q a a

e a t e a t t t X t dt

ω ω

ω ω

ω

ω ω κ ω

ω

κ ω
ω

+

− − −

+

− − −

= −

⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦

= +

⎡ ⎤= + − −⎣ ⎦

∫

∫

h

h

h

h

dt′ ′ ′

′ ′ ′

  (2.13) 

任意一个系统算符Y 的运动方程为 

[ ]

[ ]

[ ]

,

, ,
2

, , ,
2

sys n n n
n

sys n n n
n

iY H Y

i iH Y Y p X X

i iH Y Y X p X

κ κ

κ κ

+
,

+

=

⎡ ⎤⎡ ⎤= + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + −⎣ ⎦⎣ ⎦

∑

∑

&
h

h h

h h

              (2.14) 

将热库谐振子的坐标和动量算符的表达式代入上式中，可以得出系统算符Y 的朗

之万方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

0

0 0

0 0

, , ,
2

, , ,
2

t

sys n t

t

sys n t

i iY H Y X Y t f t t X t dt f t t X t

i iY H Y X Y t f t t X t dt f t t X t

ξ

ξ

+

+

⎡ ⎤⎡ ⎤′ ′ ′⎡ ⎤= − − − − −⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤′ ′ ′⎡ ⎤= − − − − −⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∫

∑ ∫

& &
h h

& &
h h

 (2.15) 

我们可以看到有系统算符Y 的运动方程有两个表达式，这两个表达式是等价的，

只是形式上的差别。其中 

( ) ( ) ( )0 0( ) ( )
02

n ni t t i t tn
n n n

n
t i e a t e a tω ωωξ κ − − −+

0⎡ ⎤= −⎣ ⎦∑ h          (2.16) 

( ) ( )2 cosn
n

nf t tκ ω=∑                        (2.17) 

如果谐振子热库中每个频率的谐振子不只一个，用 表示频率为ng nω 的谐振子的

个数。则有 

( ) ( ) ( )0 0( ) ( )†
, , 0 ,

02

n
n n

g
i t t i t tn

n m n m n m
n m

t i e a t e a tω ωωξ κ − − −

=
0⎡ ⎤= −⎣ ⎦∑ ∑h       (2.18) 

( ) ( ) 2
,

0
cos

ng

n n
n m

f t t mω κ
=

=∑ ∑                        (2.19) 

若热库中谐振子频率比较接近，或者热库由一个比较大的光学腔的模式组成，我
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们可直接假设频谱是连续的 

( )2
,

0

ng

n m n
m

Gκ
=

=∑ ω                                (2.20) 

在连续频谱的极限下， ( ) ( )
n

dn
G

d
ω

ω
ω

才有意义 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

cos cosn n n
n

dn
f t t G t G

d
ω

dω ω ω ω
ω

∞

= →∑ ∫ ω         (2.21) 

采用马尔科夫近似，即将 ( ) ( )dn
G

d
ω

ω
ω

视为常数 

( ) ( ) 2dn
G

d
ω γω
ω π

=                              (2.22) 

则 

( ) ( ) (
0

2 cos 2n )f t t dγ tω ω γδ
π

∞

= =∫                     (2.23) 

在马尔科夫近似下，朗之万方程可以表示为 

[ ] ( ) ( ), , ,
2sys

n

i iY H Y X Y t X tξ γ
+

⎡ ⎤⎡ ⎤= − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑& &
h h

           (2.24) 

    下面考虑热库由连续频率的谐振子组成的情况。系统和热库耦合之后，整个

体系的哈密顿量可以表示为 

 intsys BH H H H= + +                           (2.25) 

这里没有确定具体的系统，系统的哈密顿量用 sysH 描述。热库的哈密顿量为 

( ) ( )BH b b dω ω ω
∞

+

−∞

= ∫h ω                        (2.26) 

( )b ω 是热库中谐振子湮灭算符，满足对易关系 

( ) ( ) ( ),b bω ω δ ω ω+ ′⎡ ⎤ = −⎣ ⎦                        (2.27) 

系统和热库的相互作用中采用了旋波近似，哈密顿量可以表示为 

( ) ( ) ( )intH i b c c b dκ ω ω ω
∞

+ +

−∞

ω⎡ ⎤= −⎣ ⎦∫h                 (2.28) 

其中 是任意一个系统算符。 c

系统和热库相互作用部分采用的旋波近似是一种理想化的近似。为采用旋波

13 
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近似，热库中谐振子频率的积分范围从 ( )0,∞ 调整到 ( ),−∞ ∞ ，即 

 ( ) (2i t te d t tω ω πδ
∞

′− −

−∞

)′= −∫                       (2.29) 

( ) ( ) ( )
0

1
2

t

t

c t t t dt c tδ′ ′ ′− =∫                      (2.30) 

热库中算符 ( )b ω 和系统中任意一个算符 ( )a t 的运动方程                 

( ) ( ) ( )b i b cω ω ω κ ω= − +&                       (2.31) 

( ) ( )[ ] ( ){ }, , ,sys
ia a H b a c a c b dκ ω ω ω+ +⎡ ⎤⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫&
h

ω

dt

      (2.32) 

求解(2.31)式，我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

0

0

t
i t t i t t

t

b e b e c tω ωω ω κ ω ′− − − − ′ ′= + ∫            (2.33) 

其中 ( )0b ω 是在 时刻0t t= ( )b ω 的取值，将 ( )b ω 代入(2.32)可以得到算符 的运

动方程为 

( )a t

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ){ }

0 0

0

0 0

2

,

     , ,

     , ,

sys

i t t i t t

t
i t t i t t

t

ia a H

e b a c a c e b d

e c t a c a c e c t dt d

ω ω

ω ω

κ ω ω ω ω

κ ω ω

− − −+ +

′ ′− − −+ +

⎡ ⎤= − ⎣ ⎦

⎡ ⎤+ − ⎣ ⎦

′ ′ ′⎡ ⎤+ −⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫

∫ ∫

&
h

    (2.34) 

采用马尔科夫近似 

( ) 2κ ω γ π=                          (2.35) 

同时引入噪声输入算符 

 ( ) ( ) ( )0
0

1
2

i t t
inb t e b dω ω ω

π
− −= ∫                 (2.36) 

( )inb t 满足对易关系 ( ) ( ) ( ),in inb t b t t tδ+ ′⎡ ⎤ ′= −⎣ ⎦ 。我们可以得到系统算符 的运动

方程，即朗之万方程 

( )a t

( ) ( ) [, ,
2 2sys in in

ia a H a c c b t c b t aγ γγ γ+ +⎡ ⎤ ⎡⎡ ⎤⎡ ⎤= − − + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣
&

h
],c+ ⎤

⎥⎦
    (2.37) 
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第三章  二能级原子和光学腔模的耦合系统 

二能级原子气体与光学微腔的耦合系统最近引起了较大的关注，Ritsch和

Larson等人发现该耦合系统呈现出更为丰富的量子相图[28-31]。基于此，我们首先

从单个二能级原子和腔模的耦合系统出发，进而研究多个二能级原子和腔模的耦

合系统。 

3.1 单个二能级原子和腔模耦合 

首先考虑囚禁于一维光势阱中质量为 的单个二能级原子，与单个光学腔模

的耦合系统。二能级原子具有非简并能级 、 ，在相应的基态

m

1E 2E 1 和激发态 2

之间的偶极跃迁频率为 aω 。这里采用频率为 pω 、振幅为η的激光来驱动这个光学

腔场，其中频率为 cω ，波矢为 的腔模与原子发生耦合。 k

在旋波近似下，单个二能级原子与腔模耦合系统的哈密顿量[27]为 

( ) ( ) ( )
2

† † † † †ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
2

pi t i t
JC c a

pH a a i g x a a i ae a
m

ωω ω σ σ σ σ η −= + + − − − −h h h h pe ω    (3.1) 

其中 x̂， 分别标记原子质心的位置和动量。p̂ ˆ 1 2σ = ， †ˆ 2 1σ = 为原子偶极

跃 迁 下 降 算 符 和 上 升 算 符 。 ( )g x 为 原 子 和 腔 模 之 间 的 耦 合 系 数 ，

， 为真空 Rabi 频率。腔模的产生湮灭算符为 ， ，且满足

对易关系

( ) ( )0 cosg x g kx= 0g â †â

†ˆ ˆ, 1a a⎡ ⎤ =⎣ ⎦ 。 

经过幺正变换 ( ) ( )† †ˆ ˆ ˆ ˆexp pU t i t a aω σ σ⎡ ⎤= +⎣ ⎦，单个二能级原子和腔模耦合的哈

密顿量可以表示为 
2

† † †ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )( ) ( )
2JC c a
pH a a i g x a a i a
m

σ σ σ σ η+= − Δ − Δ − − − −h h h h †a

a

     (3.2) 

其中 a pω ωΔ = − 是泵浦光频率和原子跃迁频率之间的失谐量， c p cω ωΔ = − 是泵

浦光频率和腔模频率之间的失谐量。 

下面考虑系统的动力学，在海森堡绘景中讨论系统的朗之万方程。根据热库

理论，二能级原子和腔模耦合的系统视为小系统。光学腔场由外界泵浦光驱动，

光学腔中 cω 以外的其它腔模作为一个热库和腔模 cω 耦合；原子的自发辐射可以

15 



Λ型冷原子气体与光学腔模的耦合系统 

另一个作为热库和原子耦合，这两个热库相互独立。无论是腔模 cω 和热库的耦合，

还是原子和热库的耦合，在旋波近似下都可以用(2.28)式来描述相互作用。 

通过本文第二章(2.37)式，我们取c ，可以求得腔场算符的朗之万方程 a→

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2c ia t i a t g x a t a tσ η κ κ= Δ + + − −& n              (3.3) 

由于光学腔镜的吸收和透射造成腔场损耗，损耗率为κ 。 ( )ina t 是输入噪声算符，

满足δ 关联，即 ( ) ( ) ( )†,in ina t a t t tδ′ ′⎡ ⎤ = −⎣ ⎦ 。 

我们取 c σ→ ，原子偶极算符的朗之万方程为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2a z zt i t g x t a t f tin
γσ σ σ σ γσ= Δ + − +&            (3.4) 

( ) ( ) († † † †( ) 2 ( )( ) 1 2 ( )z z it g x a a f t f tσ σ σ γ σ γ σ σ= − + − + − +& )n in

†

      (3.5) 

其中， †
zσ σ σ σσ= − 。原子自发辐射率为γ ，输入的噪声算符为 ( )inf t ，满足δ 关

联，即 ( ) ( ) ( )†,in inf t f t t tδ′ ′⎡ ⎤ = −⎣ ⎦ 。 

通常都研究接近绝对零度的冷原子的情况，为此必须避免加热并确保弱原子

激发。我们采取大失谐，即 0a g nΔ >> 、 cΔ 、γ ，这里忽略了原子的动能。在

大失谐的情况下，可以绝热消除掉激发态上的原子布居数。我们取 并

将其代入(3.4)式可以得出 

( ) 1z tσ −�

( ) ( ) ( )at i t g x aσ σ= Δ −&                      (3.6) 

绝热消除时， ( ) 0tσ& � ，可以求得 

( )

a

ig x aσ −
Δ

�                            (3.7) 

将其代入原哈密顿量(3.2)式中，可以得出单个二能级原子与腔模耦合系统的有效

哈密顿量 

( ) (
2

2
0 cos

2 c
pH U kx a a i a
m

η )a+ +⎡ ⎤= + −Δ − −⎣ ⎦h h        (3.8) 

其中
2
0

0
a

gU =
Δ

是单光子偶极势的深度。 

3.2 多个二能级原子与腔模耦合 

下面我们考虑由多个二能级原子组成的冷原子气体与腔模的耦合系统。考虑

 16



第三章  二能级原子与光学腔模的耦合系统 

多体问题时，我们采用二次量子化的方法。 

将单个二能级原子和腔模耦合的哈密顿量(3.2)式二次量子化，可以得到[30]

tot A A A R A RH H H H H− −= + + +                            (3.9) 

其中原子部分的哈密顿量可以表示为 

( )
2 2

† †
2

1,2
( ) ( ) ( ) ( )

2A i i i a
i

H dx x V x dx x
m=

⎛ ⎞∇
= Ψ − + Ψ + Ψ − Δ Ψ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∫ ∫

h
h 2 x     (3.10) 

其中， 为原子气体感受到光晶格的外囚禁势，( )iV x 1, 2i = 。我们引入原子场算符

( )j xΨ 、 ( )†
j xΨ ， 标记不同的能级，且场算符满足对易关系 1 2j = 、

( ) ( ) ( )†,i jx x x x ijδ δ′ ′⎡ ⎤Ψ Ψ = −⎣ ⎦                   (3.11) 

( ) ( ) ( ) ( )† †, ,i j i jx x x x′ ⎡⎡ ⎤Ψ Ψ = Ψ Ψ =⎣ ⎦ ⎣ 0′ ⎤⎦               (3.12) 

这里假设处于激发态上的原子个数基本为零，不考虑处于不同能级上的原子之间

的碰撞相互作用，只考虑处于基态上原子之间的相互作用。基态上原子之间相互

作用为短程赝势，用
2

1
4 sau

m
π

=
h

来描述相互作用强度， sa 为 波散射长度。原子

碰撞相互作用的哈密顿量为 

s

† †
1 1 1 1 1

1 ( ) ( ) ( ) ( )
2A AH u x x x x d− = Ψ Ψ Ψ Ψ∫ x

† )

                  (3.13)  

腔模和泵浦光部分的哈密顿量为 
† (R cH a a i a aη= − Δ − −h h                       (3.14) 

原子和腔模的相互作用部分为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )† † †
2 1 1 2A RH i g x x x a a x x dx− ⎡ ⎤= − Ψ Ψ − Ψ Ψ⎣ ⎦∫h        (3.15) 

下面考虑二能级原子气体和腔模耦合系统的朗之万方程。我们取c ，腔

场算符的朗之万方程为 

a→

( ) ( )1 2( ) ( ) 2c ia i a g x x x dx a a tη κ κ+= Δ + Ψ Ψ + − −∫& n       (3.16) 

取 原子场算符的朗之万方程为 1 2c +→ Ψ Ψ

17 
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[ ]

( ) ( ) [ ]

1 1

1 1

2 1 1
1 1 1 1 1

2 2 2 1 2

2 1 1
1 1 1

( ) ( ),

  ( ), ( ),
2 2

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2
( )( ) ( )

2

tot

in in

in

ix x H

x c c f t c f t x

V x iui x i x x x x
m

g x a x x x x f t x

V x iui x i x
m

γ γγ γ

γ γ

+ + +

+

+ + +

Ψ = − Ψ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤− Ψ + + + Ψ⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= ∇ Ψ − Ψ − Ψ Ψ Ψ

+ Ψ + Ψ Ψ Ψ + Ψ

∇ Ψ − Ψ − Ψ

&
h

h

h h

h
�

h h

c

1 1

2 2

( ) ( ) ( )

  ( ) ( ) ( ) ( )in

x x x

g x a x f t xγ

+

+ +

Ψ Ψ

+ Ψ + Ψ

   (3.17) 

[ ]

( ) ( ) [ ]

( )

( )

2 2

2 2

2 2
2 2 2 1

1 1 2 1

2 2
2 2 2 1

( ) ( ),

  ( ), ( ),
2 2

( )( ) ( ) ( ) ( )
2

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

( )( ) ( ) ( ) ( )
2

  
2

tot

in in

a

in

a

ix x H

x c c f t c f t x

V xi x i x i x g x x a
m

x x x x f t

V xx i x i x g x x a
m

γ γγ γ

γ γ

γ

+ + +

+

Ψ = − Ψ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤− Ψ + + + Ψ⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= ∇ Ψ − Ψ + Δ Ψ − Ψ

− Ψ Ψ Ψ − Ψ

= ∇ Ψ − Ψ + Δ Ψ − Ψ

− Ψ

&
h

h

h

h

h

c

2 1( ) ( ) ( )inx x f tγ− Ψ

   (3.18) 

其中 、( )ina t ( )inf t 是输入的噪声算符，满足δ 关联。 2 2( ) ( )x x+Ψ Ψ 对应激发态上原

子数σ σ+ ，故 ；2 2( ) ( ) 0x x+Ψ Ψ � 1 1( ) ( )x x+Ψ Ψ 对应 1 1 ，故 1 1( ) ( ) 1x x+Ψ Ψ = 。我们

采取大失谐，即 0a g nΔ >> 、 cΔ 、γ ，忽略了原子的动能项和外囚禁势 ，

绝热消除原子激发态上的布居数，

( )iV x

2 ( ) 0xΨ& � ，则可以得出 

2
( )( ) ( )

a

g x
1x iΨ − Ψ

Δ
� x a                       (3.19) 

将(3.19)式代入(3.16)式和(3.17)式，我们可以得到 

( )2
0 1 1cos ( ) ( ) ( ) 2c ina i a iU a dx kx x x a a tη κ κ+= Δ − Ψ Ψ + − −∫&         (3.20) 

2 21 1
1 1 1 0

2
0 1 1 1

( )( ) ( ) ( ) cos ( ) ( )
2

( )             cos ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 in

a

V x u
1x i x x U kx

m
g xU kx a a x x i f t x aγ γ

+ +

+ + +

⎡ ⎤Ψ = ∇ − − Ψ Ψ − Ψ⎢ ⎥⎣ ⎦

+ Ψ Ψ − Ψ
Δ

h&
h h

a a x
      (3.21) 
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在满足 , effai a H
t

∂ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦∂
h ， ( )1

1 , effi x
t

∂Ψ H⎡ ⎤= Ψ⎣ ⎦∂
h 的前提下，我们可以得出该系统

的有效哈密顿量 

   eff eff eff eff eff
A A A R AH H H H H R− −= + + +                    (3.22) 

其中光场的哈密顿量以及原子之间相互作用的哈密顿量与式(3.13)和(3.14)相同 

1 1 1 1 1
1 ( ) ( ) ( ) ( )
2

eff
A A A AH H u x x x x d+ +
− −= = Ψ Ψ Ψ Ψ∫ x

)

         (3.23) 

(eff
R R cH H a a i aη a+ += = − Δ − −h h                 (3.24) 

原子的哈密顿量为 

 
2 2

1 1( ) ( )
2

eff
AH dx x V

m
+ ⎛ ⎞∇

= Ψ − + Ψ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
h

1 x                (3.25) 

腔模和原子耦合的哈密顿量为 

 ( )2
1 0 1( ) cos ( )eff

A RH dx x U kx a a x+ +
− = Ψ Ψ∫              

(3.26) 

在 单 带 近 似 下 ， 原 子 场 算 符 ( )1 xΨ 展 开 到 瓦 尼 尔 函 数 可 得

( ) ( )1 k k
k

x b w x xΨ = −∑ ， 满足玻色子对易关系kb ,k k kkb b δ+
′ ′⎡ ⎤ =⎣ ⎦ 。 表示格

点数。将

1, 2, ,k K= L

( )1 xΨ 的瓦尼尔展开形式代入 中，我们得到有效哈密顿量的展开形

式为 

effH

( )

( ) ( )

0 1 0 0 1

1  1
2c k

f

k
k

ef U a a J N J B
ua a i a a n

H E N E

n

B

η

+

+ +

+ +

− Δ

=

− − + −

+

∑

h

%
h h

            (3.27) 

其中引入数算符 ，跳跃算符k k
k

N b+=∑ b ( )1 . .k k
k

B b b h c+
+= +∑ 。单光子提供的单个原

子偶极势的深度是 2
0 0 aU g= Δ 。我们只考虑同一格点上，和近邻格点上原子之间

的相互作用，次近邻及其以上相互作用均忽略。动能项和跳跃项的矩阵元分别为

( ) ( )
2

2
12l k k ldxw x x V w x x

m
∗

+

⎛ ⎞
= − − ∇ + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫

h ， ( ) ( ) ( )2cosl k k lJ dxw x x kx w x x∗
+= − −E ∫ ，

分别代表同一个格点和近邻格点。原子之间的碰撞相互作用仅考虑同一格

点上的情况，

0,1l =

( ) 4
1 1 ku u dx w x x= −∫% 。至此我们得出了二能级原子气体与腔模耦合的

有效哈密顿量。 
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第四章  型三能级原子与光学腔模的耦合系统 Λ

在上一章我们主要研究了二能级原子与腔模的耦合系统。这里我们主要研究

了 型冷原子与腔模的耦合系统。同样我们先从单个原子与腔模的耦合出发，再

考虑 型冷原子气体与腔模的耦合。 

Λ

Λ

4.1 单个 型三能级原子和腔模的耦合 Λ

将 型冷原子囚禁在远离共振的光势阱(FORT)中，与频率分别为Λ 1ω 、 2ω 的

两个光学腔进行耦合，且光学腔在空间中的夹角非常小，装置示意图如图 1 所示。

同时利用频率为 pω 、振幅分别为 1η 和 2η 的激光来驱动这两个光场。其中 型原

子具有非简并能级 、 和 如图 2 所示。原子在

Λ

1E 2E 3E 1 ↔ 3 之间的跃迁过程通过

腔模 1ω 耦合， 2 ↔ 3 通过腔模 2ω 耦合，其它频率的腔模作为热库来处理。 

 

腔模 1ω

腔模 2ω

 

2

3

1 12ω

2a
1a

 

 

 

 

 

 图 4.2 Λ型原子能级结构 图 4.1 腔模和原子的耦合系统 

 

在旋波近似下，单个 原子与腔模耦合系统的哈密顿量为 Λ

( ) (
( ) (

2 3
0

1 1 1 2 2 2
1

13 1 31 1 13 23 2 32 2 23

1 1 1 2 2 2

2
      

      p p p p

i ii
i

i t i t i t i t

pH E a a a a
m

i g a a i g a a

i a e a e i a e a eω ω ω ω

σ ω ω

σ σ σ σ

η η

+ +

=

+

− −+ +

= + + +

− − − −

− − − −

∑ h h

h h

h h

)
)

+

)t i t a a a aω σ σ σ σ+ +⎡ ⎤= + − −⎣ ⎦

0

         (4.1) 

经过幺正变换U ，其哈密顿量可以表示为： ( ) ( 1 1 2 2 13 31 23 32exp p

0 0 0
A R IntH H H H= + +                          (4.2) 

2
0

12 22 1 332A a
pH
m pω σ σ= + − Δ +h h hω                    (4.3) 
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( ) ( )0
1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2R c cH a a a a i a a i a aη η+ + += − Δ − Δ − − − −h h h h +        (4.4) 

( )( ) ( )( )0
13 1 31 1 13 23 2 32 2 23IntH i g x a a i g x a aσ σ σ+ += − − − −h h σ         (4.5) 

其中， 0
AH 是原子的哈密顿量，用 x， 分别标记原子质心的位置和动量。原子偶

极算符为

p

ij i jσ = ， 。选取原子的能级 为零能级，则, 1, 2,i j = 3 21E 2 1E ω= h ，

3E 13ω= h 。泵浦光频率和原子跃迁频率之间的失谐量为 1 1a p 3ω ωΔ = − ，

2 23a pω ωΔ = − 0
R。H 描述光学腔场和泵浦光的哈密顿量，其中腔模 1ω ( 2ω )的产生

湮灭算符分别为 、 ( 、1a 1a+
2a 2a+ )，且满足对易关系 1 1 2 2, ,a a a a+ + 1⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ 。

1 1c pω ωΔ = − ， 2c p 2ω ωΔ = − 是泵浦光频率和腔模频率之间的失谐量。 0
IntH 是光学

腔模和原子的耦合作用，波矢为 的腔模 与原子1k 1a 1 ↔ 3 耦合参数为

，波矢为 的腔模 与原子( ) ( )0
13 13 1cosg x g k x= 2k 2a 2 ↔ 3 的耦合参数为

( ) ( )0
23 23 2cosg x g k x= 。 

光学腔场由外界泵浦光驱动，单个Λ型冷原子和腔模的耦合系统是开放系

统。原子的自发辐射以及其它频率的腔模都可作为热库影响原子和腔模的运动，

使其存在耗散过程，出现阻尼项和涨落项。下面采用朗之万方程来处理这个开放

系统。 

通过本文第二章(2.37)式，我们取 ， 可以求得腔场算符的朗之

万方程为 

1 1c a→ 2c a→ 2

( ) ( ) [ ]
( )

0
1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 13 13 1 1 1 1 1

,

  , 2 2

2

in in

c in

ia a H

a c c a t c a t a c

i a g a a t

κ κ κ κ

σ η κ κ

+ +

⎡ ⎤= − ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡⎡ ⎤− + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣

= Δ + + − −

&
h

,+ ⎤
⎦       (4.6) 

( ) ( ) [ ]
( )

0
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 23 23 2 2 2 2 2

,

  , 2 2

2

in in

c in

ia a H

a c c a t c a t a c

i a g a a t

κ κ κ κ

σ η κ κ

+ +

⎡ ⎤= − ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡⎡ ⎤− + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣

= Δ + + − −

&
h

,+ ⎤
⎦     (4.7) 

由于光学腔镜的透射和吸收造成腔场损耗，损耗率分别为 1κ 、 2κ 。 、( )1ina t ( )2ina t

是 输 入 噪 声 算 符 ， 满 足 δ 关 联 ， 即 ( ) ( ) ( )1 1,in ina t a t t tδ+ ′ ′⎡ ⎤ = −⎣ ⎦ ，
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( ) ( ) (2 2,in ina t a t t tδ+ ′ ′⎡ ⎤ = −⎣ ⎦ )

3

。  

同理我们取 1 1c σ→ ， 2c 23σ→ 求得原子偶极算符的朗之万方程为 

( ) ( ) [ ]

( )

( ) ( )

0
13 13

1 1
13 1 1 1 1 1 1 1 13 1

1 13 13 1 11 33 23 2 12

1
13 11 33 1 1

,

  , ,
2 2

  
2

in in

a

in

i H

c c f t c f t

i g a g a

f t

σ σ

γ γσ γ γ

σ σ σ σ
γ σ σ σ γ

+ +

⎡ ⎤= − ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤− + + +⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= Δ − − −

− − −

&
h

cσ+

     (4.8) 

( ) ( ) [ ]

( )

( ) ( )

0
23 23

2 2
23 2 2 2 2 2 2 2 23 2

1 23 12 23 23 2 22 33 13 1 21

2
23 22 33 2 2

,

  , ,
2 2

   
2

in in

a

in

i H

c c f t c f t c

i i g a g a

f t

σ σ

γ γσ γ γ

σ ω σ σ σ σ
γ σ σ σ γ

+ + +

⎡ ⎤= − ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤− + + +⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= Δ + − − −

− − −

&
h

σ
   (4.9) 

其中 1γ ， 2γ 为能级 的原子在3E 3 1→ 和 3 2→ 过程的自发衰变率。 1inf ， 2inf 是

输 入 的 噪 声 算 符 ， 满 足 δ 关 联 ， 即 ( ) ( ) ( )1 1,in inf t f t t tδ+ ′ ′⎡ ⎤ = −⎣ ⎦ ，

( ) ( ) ( )2 2,in inf t f t t tδ+ ′ ′⎡ ⎤ = −⎣ ⎦ 。 

在大失谐 1 2a a 12ωΔ ≈ Δ = Δ >> ， 1cΔ ， 2cΔ ， 1γ ， 2γ 的情况下，忽略原子的动

能以及原子的自发辐射，我们可以绝热消除掉最高能级 态上的粒子布居数，我

们取

3E

33 0σ � ，得出 

13 1 11 23 2 12
13

1

g a g ai σ σσ +
−

Δ
�                      (4.10) 

 13 1 21 23 2 22
23

1

g a g ai σ σσ +
−

Δ
�                      (4.11) 

将式(4.10)和式(4.11)代入单个Λ原子与腔模耦合系统的哈密顿量式(4.2)中可

以得到有效的哈密顿量为 

( ) ( )

( )

2

1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2

2 2
13 23 13 23

1 2 21 1 2 12 1 1 11 2 2 22

2 c c
p a a a a i a a i a a
m
g g g ga a a a a a a

H

a

η η

σ σ σ

+ + +

+ + + +

− Δ − Δ − − − −

+ + + + σ

+

Δ

=

Δ Δ

h h h h

h h h

      (4.12) 
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其中忽略了 pωh 项。 

4.2 两分量玻色-哈伯德模型与腔模耦合系统 

下面我们考虑由多个 型原子组成的冷原子气体与腔模的耦合系统。考虑多

体问题时，我们采用二次量子化的方法。 

Λ

将单个冷原子和腔模的哈密顿量(4.2)式二次量子化，可以得到： 

                                     (4.13) tot A R A A IntH H H H H−= + + +

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

23
2

2 12 2
1

3 1 3

2A i i i
i

a p

H x V x dx x x dx
m

x x dx

ω

ω

+ +

=

+

⎛ ⎞
= Ψ − ∇ + Ψ + Ψ Ψ⎜ ⎟

⎝ ⎠

+ Ψ − Δ Ψ +

∑∫ ∫

∫

h
h

h h

        (4.14) 

( ) ( )1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2R c cH a a a a i a a i a aη η+ + += − Δ − Δ − − − −h h h h +                     (4.15) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2
1 1 1 1 2 2 2 2

12 1 2 2 1

2 2A A
u uH dx x x x x dx x x x x

u dx x x x x

+ + + +
−

+ +

= Ψ Ψ Ψ Ψ + Ψ Ψ Ψ Ψ

+ Ψ Ψ Ψ Ψ

∫ ∫
∫

  (4.16) 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
3 1 13 1 1 1 13 3

3 2 23 2 2 2 23 3

IntH i dx x a g x i dx x a g

i dx x a g x i dx x a g x

+ +

+ +

= − Ψ Ψ + Ψ Ψ

− Ψ Ψ + Ψ Ψ

∫ ∫
∫ ∫

h h

h h

x+

+
                 (4.17) 

其中 为原子气体感受到光晶格的外囚禁势，( )iV x 1, 2,3i = 。 ( )i xΨ 是原子场算符，

并且满足玻色子对易关系 ( ) ( ) ( ),i j ijx x xδ δ+ x′ ′⎡ ⎤Ψ Ψ = −⎣ ⎦ ， ( ) ( ), 0i jx x′⎡ ⎤Ψ Ψ =⎣ ⎦ ，

( ) ( ), 0⎤⎦i jx x+ + ′⎡Ψ Ψ =⎣ (。 )1 2u u 描述同一能级 ( )1 2E E 上的原子之间的相互作用强度，

描述处于不同能级 和 上的原子之间的相互作用强度。 12u 1E 2E

下面考虑冷原子气体与腔模耦合系统的朗之万方程。通过本文第二章(2.37)

式，取 ， 腔场算符的朗之万方程为 1 1c a→ 2c a→ 2

( ) [ ] ( )1 1 1 1 1 1, 2tot in
ia t a H a a tκ κ= − − −&
h

                  (4.18) 

( ) [ ] ( )2 2 2 2 2 2, 2tot in
ia t a H a a tκ κ= − − −&
h

                (4.19) 

腔场由于光学腔镜的透射和吸收造成损耗，损耗率分别为 1κ 、 2κ ， 、 是输

入的噪声算符，满足

1ina 2ina

δ 关联。 

取相应的 、 c ，原子场算符的朗之万方程为 1 1 3c +→ Ψ Ψ 2 2 3
+→ Ψ Ψ
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( ) [ ]

( ) ( ) [ ]

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

[ ] ( ) ( )

1 1

1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1
1 3 3 1 1 1 3

1 1 1 3

( ),

  ( ), ( ),
2 2

,
2

,

tot

in in

tot in

tot in

ix x H

x c c f t c f t x

i H x x x f t x

i H f t x

γ γγ γ

γ γ

γ

+ + +

+ +

+

Ψ = − Ψ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤− Ψ + + + Ψ⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= − Ψ + Ψ Ψ Ψ + Ψ

= − Ψ + Ψ

&
h

h

h

c
   (4.20) 

( ) [ ]

( ) ( ) [ ]

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

[ ] ( ) ( )

2 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
2 3 3 2 2 2 3

2 2 2 3

( ),

  ( ), ( ),
2 2

,
2

,

tot

in in

tot in

tot in

ix x H

x c c f t c f t x c

i H x x x f t x

i H f t x

γ γγ γ

γ γ

γ

+ + +

+ +

+

Ψ = − Ψ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤− Ψ + + + Ψ⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= − Ψ + Ψ Ψ Ψ + Ψ

= − Ψ + Ψ

&
h

h

h

  (4.21) 

( ) [ ]

( ) ( ) [ ]

( ) ( ) [ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 3

1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

32
3 3 1 3 13 1 1 23 2

1

( ),

  ( ), ( ),
2 2

  ( ), ( ),
2 2

2

  
2

tot

in in

in in

a

ix x H

x c c f t c f t x c

2

x c c f t c f t x c

iV xi x x i x g a x g a x
m

γ γγ γ

γ γγ γ

γ

+ + +

+ + +

Ψ = − Ψ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤− Ψ + + + Ψ⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤− Ψ + + + Ψ⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= ∇ Ψ − Ψ + Δ Ψ − Ψ − Ψ

− Ψ

&
h

h

h

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 3 1 1 1

2
2 2 3 2 2 2

32
3 3 1 3 13 1 1 23 2

3 1 1 1 2 2 2

  
2

2

  
2

in

in

a

in in

x x x x f t

x x x x f t

iV xi
2x x i x g a x g a x

m

x x f t x f t

γ

γ γ

γ γ γ

+

+

Ψ Ψ − Ψ

− Ψ Ψ Ψ − Ψ

= ∇ Ψ − Ψ + Δ Ψ − Ψ − Ψ

− Ψ − Ψ − Ψ

h

h

  (4.22) 

其中 1γ ， 2γ 为能级 的原子在跃迁过程3E 3 1→ 和 3 2→ 的自发衰变率，

1 2γ γ γ= + 为总衰变率。 1inf ， 2inf 是输入的噪声算符，满足δ 关联。 3 3( ) ( )x x+Ψ Ψ 最

高能级态上的原子数，故 3 3( ) ( ) 0x x+Ψ Ψ � ； 1 1( ) ( )x x+Ψ Ψ 对应 1 1 ， 2 2( ) ( )x x+Ψ Ψ 对

应 2 2 ，故 ， 。 1 1( ) ( ) 1x x+Ψ Ψ = 2 2( ) ( ) 1x x+Ψ Ψ =

在大失谐 1 2a a 12ωΔ ≈ Δ = Δ >> ， 1cΔ ， 2cΔ ， 1γ ， 2γ 的情况下，忽略原子的动能

以及原子气体感受到的外囚禁势，我们可以绝热消除掉最高能级 态上的粒子布3E
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居数，由 ( )3 0xΨ ≈& 可以得出 ( ) ( ) ( )( )3 13 1 1 23 2 2 /x i g a x g a xΨ = − Ψ + Ψ Δ，将其代入上述

朗之万方程(4.18-21)中得到相对应的腔场算符和原子场算符的运动方程。在满足

1
1,

effai a H
t

∂ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦∂
h ， 2

2 , effai a H
t

∂ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦∂
h ， ( )1

1 , effi x
t

H∂Ψ ⎡ ⎤= Ψ⎣ ⎦∂
h ，

( )2
2 , effi x

t
∂Ψ ⎡= Ψ⎣∂

h H ⎤⎦ 的前提下，得出该系统的有效哈密顿量的多体形式

eff eff eff
A R A A IntH H H H H−= + + + 。其中，光学腔场和泵浦光的哈密顿量，以及原子

两体之间相互作用的哈密顿量分别与式(4.15)和(4.16)相同，原子气体的哈密顿量

为 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
2 12 2

1,2 2
eff
A i i i

i
H dx x V x dx x

m
ω

=

+ ⎛ ⎞
= Ψ − ∇ + Ψ + Ψ Ψ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∫ ∫

h
h x+          (4.23) 

而原子和腔模耦合系统的哈密顿量为 

   
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2
13 23

1 1 1 1 2 2 2 2

13 23 23 13
1 1 2 2 2 2 1

eff
Int

g gH dx x a a x dx x a a x

g g g gdx x a a x dx x a a x

+ + + +

+ + + +

= Ψ Ψ + Ψ Ψ
Δ Δ

+ Ψ Ψ + Ψ Ψ
Δ Δ

∫ ∫

∫ ∫

h h

h h 1

      (4.24) 

在 单 带 近 似 下 ， 原 子 场 算 符 ( )p xΨ 展 开 到 瓦 尼 尔 函 数 可 得

( ) ( )p pk p kx
k

b w x xΨ = −∑ pkb， 满足玻色子对易关系 ,pk qk pq kkb b δ δ+
′ ′⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ， 标

记不同的原子态。 表示格点数。将

, 1,p q = 2

K1, 2, ,k = L ( )p xΨ 的瓦尼尔展开形式代入

中，我们得到有效哈密顿量的展开形式 

effH

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

0
12

, 1,2

1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2

1 2
1 1 2 2 12 1 2

0 0
1 11 1 11 2 22 2 22

1 1
2 2

pq p q pq pq pq pq
p q

c c

k k k k k k
k k k

eff U a a J B J N

i a a i a a a a a a

u un n

H E N E B E N

n n

E

n

B

u n

ω

η η

+

=

+ + + +

+ + +

− −

= + + +

− − − Δ − Δ

+ − + − +

∑

∑ ∑ ∑

h h

h h h h

% %
%

(4.25) 

其中引入数算符 ，跳跃算符pq pk qk
k

N b+=∑ b ( )1 . .pq pk qk
k

B b b h c+
+= +∑ 。单光子提供的

单个原子偶极势的深度是
0 0

3 3p q
pq

g g
U =

Δ
。我们只考虑同一格点上，和近邻格点上

原子之间的相互作用，次近邻及其以上相互作用均忽略。同一个格点动能和跳跃

项的矩阵元分别为 
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( ) ( )
2

0 2

2p p k p p kE dxw x x V w x x
m

∗ ⎛ ⎞
= − − ∇ + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫

h ，

( ) ( ) ( ) ( )0 cos cospq p k p q qJ dxw x x k x k x w x x∗= − −∫ k 。 

近邻格点上原子之间的相互作用为 

( ) ( )
2 2

12p p k p p kE dxw x x V w x x
m

∗
+

⎛ ⎞∇
= − − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫

h
，

( ) ( ) ( ) ( )1cos cospq p k p q p kJ dxw x x k x k x w x x∗
+= − −∫ 。 

原子之间的碰撞相互作用仅考虑同一格点上的情况 

( ) 4

p p p ku u dx w x x= −∫% ， ( ) ( )2 2
12 12 1 2k ku u dx w x x w x x= − −∫%  。 

至此我们得到了 型三能级冷原子与两模腔场强耦合的多体哈密顿量(4.25)。

该有效哈密顿量可用来描述两分量玻色气体与腔模耦合系统。含有量子噪音的原

子与光腔相互作用系统的动力学正在成为冷原子物理研究的热点。 

Λ
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第五章  总结与展望 

本文从光学腔模与二能级原子气体的耦合系统出发，主要研究囚禁于远离共

振的光势阱中的Λ型冷原子气体与两个腔模相互作用的耦合系统。通过分析系统

中腔场算符和原子场算符的朗之万方程，在大失谐的条件下，绝热消除原子最高

能级上的粒子布居数，得到该系统的有效哈密顿量。从该耦合系统的有效哈密顿

量可以看出，该系统可以用来模拟两分量玻色子与腔模耦合的系统。 

在目前工作的基础上，我们可以研究Λ型冷原子气体与光学腔模耦合系统的

相变问题，动力学问题等基础理论问题。 
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