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中文摘要 

中  文  摘  要 

 
近年来在凝聚态物理的冷原子领域中，理论和实验都对准一维强相互作用的

超冷原子体系进行了深入广泛的研究。在多体量子系统中，粒子间的强相互作用

和研究系统的低维几何对称，放大了体系的量子涨落和关联。实验上通过两束相

互垂直的激光束来实现一维系统和利用 Feshbach 共振技术来调节原子间的有效

相互作用。 

由全同粒子组成的玻色系统，当体系满足一维且粒子之间呈短程的强排斥作

用时，即为 Tonks-Girardeau(TG)气体。此时，体系为了降低能量就得避免空间上

的重叠，呈现出费米子的特性。体系的波函数，由于在空间坐标上玻色子之间的

交换满足对称性，而费米子之间的交换满足反对称性，通过单位反对易算符联系

起来，构成所谓的玻色-费米映射理论。 

本文主要采用解析方法，分别对中间都含有可调节δ 势垒的一维无限深方势

阱和谐振子势阱中，玻色-费米混合物的密度分布，动量分布和自然轨道进行了

讨论。利用玻色-费米映射理论，通过计算我们发现，体系的约化单粒子密度矩阵,

自然轨道和动量分布与δ 势垒的强度和粒子总数有关。在动量分布中次峰的出现

显示了势垒两边有着显著的关联。 

 
关键词： TG 气体；玻色-费米映射；约化单粒子密度矩阵；自然轨道；动量分布 
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ABSTRACT 

ABSTRACT 

 
In recent years in the field of condensed matter physics of cold atoms, 

one-dimensional strongly interacting ultra-cold atom systems have attracted extensive 

research interests both in theories and experiments. In the many-body quantum system, 

the strong interaction between particles and low-dimensional system with geometric 

symmetry amplify the quantum fluctuation and correlation of the system. 

Experimentally, one-dimensional system can be achieved by using two perpendicular 

laser beams and the Feshbach resonance technique is adopted to adjust the effective 

interaction between atoms. 

In physics, a Tonks-Girardeau gas is a Bose-Einstein Condensate in which the 

repulsive interactions between bosonic particles confined to one dimension dominate 

the physics of the system. In order to lower the energy the system would have to avoid 

overlap in space, showing features characteristics of fermions. The system wave 

function, due to the exchange in coordinate space between bosons satisfying the 

symmetry while the exchange between fermions satisfying anti-symmetry, is linked 

through the unit anti-commutation operator. This is the so-called Bose-Fermi mapping. 

In this paper, the density profiles and momentum distributions of the Bose-Fermi 

mixture, confined in one-dimensional infinite square potential well and the harmonic 

oscillator potential well both with a tunable intermediate δ  potential barrier, are 

discussed. Through the Bose-Fermi mapping and numerical calculation, we find that 

the reduced single-particle density, momentum distribution and natural orbital of the 

system are related to the δ  barrier strength and the total particle number. The 

emergence of second peaks in momentum distribution shows a remarkable correlation 

between particles on both side of the split. 

 

Key words:  TG gas; Bose-Fermi mapping; Reduced single-particle density; 

Momentum distribution; Natural orbital 
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第一章  绪论 

第一章  绪论

 

自然界中存在的各种不同种类的粒子都有其各自的内禀属性，如电荷，质量，

磁矩，自旋，寿命等。人们按照这些内禀属性把属于同一类的粒子称为全同粒子。

实验表明，对于每一类全同粒子，它们多体波函数对于坐标交换（包括空间坐标

与自旋坐标）的对称性是完全确定的，且与粒子的自旋有确定的联系。凡自旋为

整数倍（ ）粒子的波函数对于两个粒子的交换总是对称的，例如光

子（ ），

= 0,1,2,s = "

1s = π 介子（ ），它们遵守 Bose 统计，称之为玻色子；凡自旋为 半

奇数倍（ ）粒子的波函数对于两粒子的交换总是反对称的，例如质

子，中子，电子等，它们遵守 Fermi 统计，称之为费米子。 

0s = =

1/ 2,3 / 2,s = "

 

§1.1 玻色-爱因斯坦凝聚简介 

 

对于玻色子来说，温度降低到一定程度，粒子的德布罗意波长大于粒子的平

均间距时会发生相变，有宏观可测的原子数被束缚于单一的量子态，称为玻色-

爱因斯坦凝聚（Bose-Einstein condensation，简写为BEC）。对于费米子来说，由

于其遵守泡利不相容原理，随温度降低形成费米压而不出现凝聚。Hulet[ ]1 等人测

量了不同温度下Li7和Li6的尺寸： 

 

 

图 1.1 玻色子与费米子的实验观测。 
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一维势阱中的硬核玻色-费米混合物 

如图 1.1 所示，左图和右图分别是Li7（玻色子）气体和Li6（费米子）气体的

空间分布随温度降低的变化。从图中可以看到，在温度较高时（810nk，）玻色和

费米密度分布几乎没有差别；当温度有所降低时（510nk），玻色子明显比费米子

的分布尺寸小，凝聚体遵守量子统计分布，中间颜色较亮部分是BEC，边缘部分

是热原子分布；当系统温度降低到 240nk时，体系接近纯的BEC，边缘部分几乎

没有热原子分布。从图中可以看出费米气体空间分布随温度降低尺寸变化不大，

没有发生玻色-爱因斯坦凝聚现象。 

关于BEC的理论预言可以追溯到上世纪二十年代。在印度物理学家玻色关于

光子的统计力学研究的基础上[ ]2 ，爱因斯坦研究了大量无相互作用的玻色子，得

出在一定临界温度以下，有宏观尺寸的玻色子将会占据能量最低的单一量子态[ ]3 。 
 

§1.2 稀化气体中的 BEC 

 

稀化气体不同于我们日常的气体，液体，固体。例如，稀化气体发生BEC时

中心原子云密度通常是 1013-1015 3cm− ，而在室温下一个大气压的分子的密度约是

1019 3cm− ，液体和固体的原子密度大约是 1022 3cm− 。实验上要想观测到稀化气体

的量子现象，温度需要降到 10-5 K或更低；液氦与此相比，由于有较高的密度，

能观测到量子现象的温度约为 1K左右。通常我们把发生宏观量子现象的稀化气体

的组成原子称为冷原子。 

早在1938年，Fritz London 就指出了液氦4He 的超流性可能就是BEC的表现。

由于氦原子之间具有很强的相互作用，使得即使是在绝对零度时处于零动量态的

粒子数也很有限。人们开始寻求弱相互作用的玻色气体以提高凝聚的临界温度。

困难的是，大多数物质在温度降低到低温时不再是气态，而是凝结成液态或是固

态，具有很大的粒子间相互作用。 

1959 年，Hecht[4]认为自旋极化的氢原子能组成实现弱相互作用的玻色气体。

自旋极化排列的两个氢原子之间的吸引相互作用很弱，不会以分子的形式塌缩成

束缚态。因此，由氢原子组成的气体处在外磁场中会很稳定，在任意低的温度下

仍保持气态。Hecht的这个观点在 1976 年由Stwalley和Nosanow[5]两人得到了证实，

2 

 



第一章  绪论 

由此激发起人们利用氢原子来实现BEC的兴趣。 

随着激光冷却技术的发展，JILA和MIT的研究小组于 1995 年相继报道了在磁

阱中通过蒸发冷却碱金属87Rb和23Na原子蒸气实现了BEC[6,7]。 

1998 年，麻省理工学院Greytak和Kleppner领导的小组采用蒸发冷却磁阱中气

体的办法，在实验上实现了氢原子的玻色-爱因斯坦凝聚[8]。从而实现了稀化气体

的BEC。到目前为止，能获得BEC的元素有1H，7Li，23Na， 39K，41K， 52Cr，85Rb，
87Rb，133Cs，170Yb，174Yb和4He（激发态氦原子）。 

 

§1.3 量子气体的一维情形 

 

一维多体系统在理论上处理起来较三维系统简单，其量子性质也不同于三维

系统。一维均匀玻色系统不会发生玻色-爱因斯坦凝聚[9]。在多体量子理论中，一

维几何对称系统放大了粒子间相互作用的量子涨落和关联。例如Tonks-Girardeau

气体中通过Feshbach共振的调节，玻色子之间具有很强的短程排斥相互作用，在

基态时要使系统能量降到最低就得保持粒子在空间上分离，从而表现出费米子的

性质。 

实验上实现的一般是准一维的系统：量子气体被束缚在一个柱对称的势阱

中，在径向方向加很强的束缚势，在温度足够低时，其径向振动就被冻结在基态

而不会跃迁到激发态，而轴向相对于径向束缚则弱得多，类似于雪茄形状。 

2001 年，Ketterle小组实验上第一次实现了雪茄型玻色-爱因斯坦凝聚[10]。他

们将量子气体束缚在径向频率为 / 2 360Hzω π⊥ = ，横向频率为 // / 2 3.5Hzω π = 的磁

阱中，使量子气体的消退长度(healing length) 大于其径向半径而小

于其轴向半径，实现了雪茄型BEC，其中a

( ) 1/ 24 sa nξ π −=

s为三维s波散射长度， 为平均量子气

密度。但量子气体的能量仍大于其径向束缚能

n

Bk T ω⊥> = ，该量子系统还不是真正

的准一维系统。 

实验上常用光学方法来实现准一维系统。2004 年，Bloch小组和Weiss小组在

实验上观测到了TG气体[11,12]。2009 年，Nägerl小组利用光晶格束缚冷原子，通过

束缚诱导共振(confinment-induced resonance) 调节粒子间的相互作用，实现了低

3 



一维势阱中的硬核玻色-费米混合物 

激发强关联的一维量子气体[13]。 

 

图 1.2 两束正交的驻波形成的准一维量子系统 
 

如图 1.2 所示，用两束互相正交的激光驻波对射可以产生二维的周期光晶格，

构成一系列的紧束缚管状势阱。把凝聚体装载到这些管状势阱中，可以形成一系

列的一维量子气体。通过控制激光的光强可以调节相邻格点上的一维量子气体之

间的耦合，强激光时，不发生耦合，各自保持独立。 

 

§1.4 本文内容 

 

本文第二、三章介绍一维量子气体的一些基本理论，第四章具体介绍我们做

的一些工作。在第二章中，我们介绍理想气体的玻色-爱因斯坦凝聚理论，讨论量

子气体的低维情形，以及低维量子系统的涨落与关联；第三章介绍 Tonks-Girardeau

气体及求解一维多体问题的 Bethe ansatz 方法。在基于前两章方法的基础上，第

四章研究了一维双势阱中少体玻色-费米混合物的基态性质。第五章对我们的工作

做了总结和展望。 
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第二章  量子气体及其低维情形 

第二章  量子气体及其低维情形 

 

在本章中，我们首先简单介绍理想气体的玻色-爱因斯坦凝聚，和存在相互作

用的玻色气体发生 BEC 时的判据，最后讨论一维均匀量子玻色气体的相位关联和

约化单粒子密度矩阵的关系。 

 

§2.1 理想气体的 Bose-Einstein 凝聚 

2.1.1 态密度及玻色统计 

对于三维的理想玻色气体，单粒子量子态占据相空间的体积为 ( 。在动

量空间上，以动量大小 p 为半径的球体体积为 ，我们知道一个动量为 粒

子的能量为

)

3

32π=

34 /pπ p

2 / 2p mε =p ，能量小于ε 的相空间上的状态总数 ( )G ε 为： 

 ( ) ( )
( )

( )3/ 2 3/ 21/ 2

3 2 3

24 2 .
3 32

m m
G V V

ε επε
ππ

= =
==

 (2.1) 

其中，V 是系统的体积。那么那些能量在ε 到 dε ε+ 量子态数为 ( )g dε ε ，而 ( )g ε

就是态密度： 

 ( ) ( ) 3/ 2
1/ 2

1/ 2 2 3 .
2

dG Vmg
d

ε
ε ε

ε π
= =

=
 (2.2) 

由量子统计理论可知，玻色子遵守玻色-爱因斯坦统计分布[14]，能量为 νε 的

量子态ν 上的平均粒子数为： 

 ( ) ( ) /

1 .
1Bk Tf

e νν ε με
−

=
−

 (2.3) 

其中 是玻尔兹曼常数，T 是温度，Bk μ 是化学势，表示系统在保持体积和熵不变

的情况下，增加单个粒子所需要的能量。显然，任一量子态上的粒子数都不能取

负值。从式(1.3)可知，这就要求对所有能级都有 ( ) / 1Bk Te νε μ− > 。以 0ε 表示粒子的最

低能级，如果选取系统基态能级为能量的零点，即 0 0ε = ，则 0μ < 。系统的粒子

数由温度T 和化学势μ 共同决定： 

 ( ) ( ) /

1 .
1Bk TN f

e νν ε μ
ν ν

ε
−

= =
−

∑ ∑  (2.4) 
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一维势阱中的硬核玻色-费米混合物 

2.1.2 临界温度及 BEC 

我们知道，一般理想气体服从玻尔兹曼统计分布，粒子的平均距离远大于德

布罗意波的平均热波长λ ，即满足经典极限条件[14]： 

  (2.5) 

其中，

3 1nλ �

Nn
V

= 为气体的粒子数密度，

1/ 21
2 mkT

λ
π

⎛ ⎞= ⎜
⎝ ⎠

⎟ 为德布罗意波平均热波长。 

 

 

图 2. 1 实现 BEC 的判据，引自《量子力学新进展》第三辑 74 页 
 

如图 2.1 所示，随着温度的降低，粒子的平均德布罗意波（物质波）波长增

大；当温度降低到某一临界温度 时，粒子的物质波波长大于粒子间距，物质波

互相交叠，近似可用一个统一的波函数来描述；当温度降到绝对零度时，所有粒

子处于同一状态，体系就可精确地用一个波函数来描述。 

CT

临界温度 是指量子气体在宏观上开始占据基态能级时对应的最高温度。在

温度 ，且系统粒子数 足够大的情况下，所有的粒子都处于激发态，不考

虑基态，可将式(2.4)中的求和用对能量的积分代替

CT

CT T> N

[14]，则系统中处于激发态的粒

子数为： 

6 

 



第二章  量子气体及其低维情形 

 ( ) ( )/0

1 .
1Bex k TN

e ε μ g dε ε
∞

−
=

−∫  (2.6) 

由临界温度的定义知，系统开始宏观上出现基态能级时，所有的粒子都占据激发

态能级，即： 

 ( ) ( ) ( )/0

1 .
1B Cex C k TN N T g d

e ε μ ε ε
∞

−
= =

−∫  (2.7) 

将(2.2)式代入，并且引入无量纲的变量 / B cx k Tε= ，化简可得： 

 
( )

( ) ( )( )

3/ 2
3/ 2

3/ 2 10

3/ 2
3/ 2 3/ 2

1
3 / 2 .

B C x

B C

xN C k T dx
z e

C g z k T

∞

−=
−

= Γ

∫  (2.8) 

其中 ( )αΓ 是伽玛函数，
3/ 2

3/ 2 1/ 2 2 32
VmC

π
=

=
， ( )3/ 2 3/ 2

1

n

n

zg z
n

∞

=

= ∑ ， 为系统的逸

度，当粒子基态能取为零点能时，系统温度降到临界温度 时，激发态粒子数目

要取最大使得等于粒子总数 时，化学势取值为

/ kTz eμ=

CT

exN N 0μ = ，此时系统的逸度 1z = 。

当 时，1z = ( ) ( )1gα ζ α= 是黎曼 zeta 函数（详细过程参看附录 A）。 

当系统温度T 降到临界温度 以下，即CT CT T< 时，由于宏观上有一部分粒子

处于基态，处于激发态上的粒子数目小于系统总的粒子数目，同理，由式(2.8)可

得： 

  (2.9) 

值得指出的是，处于激发态上的粒子数与总粒子数无关，而由式(2.8)和式(2.9)联

立可知： 

( ) ( )( )3/ 2
3/ 2 3/ 23 / 2ex BN C g z k T= Γ

 
3/ 2

ex
C

TN N
T

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (2.10) 

那么，凝聚在基态上的粒子数目为： 

 ( ) ( )0 exN T N N T= −  (2.11) 

即为： 

 
3/ 2

0 1
C

TN N
T

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥= − ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (2.12) 

在 以下，凝聚于基态的粒子数 与系统总粒子数 有相同的数量级， 随温CT 0N N 0N
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度的变化如图 2.2 所示. 

 
 

图 2.2 理想气体 BEC 随温度变化 

由图可知，对于玻色子来说，单个量子态所能容纳的粒子数目没有限制，在

时有宏观量级的粒子凝聚在基态能级，在绝对零度时粒子全部占据基态能级，这

一现象称为玻色-爱因斯坦凝聚，简称 BEC. 

CT T<

 

§2.2 非理想玻色气体 BEC 判据 

 
如 2.1 节所述，理想玻色气体实现BEC的依据是宏观上有大量粒子占据单个

能级。对于有相互作用的玻色气体实现BEC的判据起初由Pernose[15]和Landau[16]分

别提出，后来杨振宁在此基础上进行了详细的论述，提出了约化单粒子密度矩阵

判据的概念[17]。 

我们知道，对于一个量子系统，其单个粒子的性质全部包含于这个体系的约

化单粒子密度 (reduced single-particle density，简写为 RSPD) 矩阵中，以后简称

密度矩阵，其定义如下： 

 ( ) ( ) ( )†ˆ ˆ,ρ ψ ψ≡ 'r r'r r .  (2.13) 

表示一个粒子从 处迁移到 处的几率幅，其中r 'r †ψ̂ 和ψ̂ 为粒子的产生和湮灭算

符， " 根据不同的物理体系有着不同的含义，对于一个处于纯态的量子系统

( )2 3 N, , , ,Ψ "1r r r r ，其指代力学量的期待值，密度矩阵可写为： 

 ( ) ( ) ( )*
2 3 N 2 3 N 2 3 N, , , , , , , , , .N d d dρ = Ψ Ψ∫ " "' 'r r r r r r r r r r r r r"  (2.14) 
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当 时，密度矩阵等于系统的粒子数密度= 'r r ( ) ( ),n ρ=r r r ，且归一化为系统的

粒子总数  ( ), .d Nρ =∫ r r r

对于均匀分布的理想玻色气体，那些占据量子态 p ，布居数为 粒子的本

征态是平面波 ，其密度矩阵为： 

N p

1/ 2/ie V⋅ =p r/

 ( ) ( )1, i -e
V

ρ ⋅
= ∑ ='p r r /'

p
p

r r N .  (2.15) 

若粒子的迁移间距 - 'r r 很大，且系统的粒子大多处于基态时，那些动量不为零

( 0 )的粒子由于不同组分之间的干涉，对求和的贡献可以忽略，上式只保留零

动量量子态： 

≠p

 ( ) 0lim , .
-

N
V

ρ
→∞

=
'

'

r r
r r  (2.16) 

因此玻色-爱因斯坦凝聚的判据是：在 - → ∞'r r 时，密度矩阵 趋于非零

值。对于存在相互作用的玻色系统，没有零动量态粒子数算符的本征态，但式(2.16)

仍可以写为： 

( ,ρ 'r r )

 ( ) 0lim , .
-

N
V

ρ
→∞

=
'

'

r r
r r  (2.17) 

其中 0N 指代零动量态粒子布居数的期待值，仍可用上述判据。 

对于束缚在有限尺寸势阱中的玻色气体，用间距很大时的单粒子密度矩阵来

判断是否发生 BEC 的判据不再成立。习惯上采用密度矩阵对应本征函数 的

本征值来判断： 

( )jχ r

 ( ) ( ) ( ), j j jd ρ χ λ χ=∫ ' ' 'r r r r r .  (2.18) 

因为密度矩阵是厄米矩阵且为正的有限值，它的本征值 jλ 应该是一个正的实数

值。假定本征函数满足归一化条件 ( )
2

1jd χ =∫ r r ，则有： 

 ( ) ( ) ( )*, j j j
j

ρ λ χ χ= .∑' 'r r r r  (2.19) 

对于束缚在势阱中的无相互作用的玻色气体来说， jχ 是单粒子态波函数，其本征

值是相应的布居数。在绝对零度时，最低能级单粒子态的本征值是 ，其余的都

为零。对于粒子间有相互作用的系统来说，可做如下推广：实现BEC时，在

N

N → ∞
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的情况下，某个单粒子态的本征值 jλ 的数量级是 ，其余量子态本征值均为有限

的正值

N

[18]。 

 

§2.3 一维量子气的相位关联 

 

对于在某一低温T ，且热平衡状态下的量子玻色气体，处在波矢为 模式下

的平均粒子数为普朗克函数 ( )
q

1/ 1kTeε −
−q . 当 kT ε� q时，该模式下的总能量为 ，

平均动能

kT

[9]为 ，而平均动能又可写为/ 2kT * / 2q qmn v v V⋅ ；为了将量子气体的速

度与波函数的相位φ 联系起来，把 ( )φ r 对φq 展开有 ( ) ieφ φ ⋅= ∑ q r
qq

r 。不妨设均匀

体系波函数写为 ( ) ( )ie φfψ → rr ，其中 f 是振幅。依据波函数几率流守恒 [19]，

( ) ( )* * / 2n m 2ψ ψ ψ ψ ψ= = ∇ − ∇=v j / i ， 有 ( )/ m rφ= ∇=v ， 可 得 模 式 下q

( )/i m φ= =qv q q ，因此有： 

 

2 22 *
2 2 2 2

2 2

1 .

m m
q q

mkT
N q

φ = ⋅ =

=

= =

=

q q qv v kT
mN

 (2.20) 

现在我们来看单体密度矩阵和波函数相位的关系，将粒子的产生和湮灭算符

用 c 数来代替 ( ) ( ) ( )ˆ ie φψ ψ→r r r ，所以有： 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

2

2

2

,

exp

exp .

i

i

i i

i i

e

e

i e e

i e e

φ φ

φ φ

ρ ψ ψ

ψ

ψ φ

ψ φ

⎡ ⎤−⎣ ⎦

⎡ ⎤−⎣ ⎦

⋅ ⋅

⋅ ⋅

=

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎡ ⎤= −
⎣ ⎦

∑

∏

'

'

r'

r

r

�

"

"

' "

' "

r' " "

r

q r q r
q

q

q r q r
q

q

r r r

 (2.21) 

我们考虑的是均匀系统，在第二步忽略了粒子密度的涨落，在第四步化简中考虑

到不同模式下的波函数是不相关联的， " 项可作如下化简： 
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( )
( )
( )

( )

2

2

2

exp

11
2

1 1 cos

exp 1 cos

i i

i i

i e e

e e

φ

φ

φ

φ

⋅ ⋅

⋅ ⋅

⎡ ⎤−
⎣ ⎦

= − −

= − − ⋅

⎡ ⎤− − ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
�

' "

' "

q r q r
q

q r q r
q

q

q

q r

q r

 (2.22) 

其中 ，因此有： -'r = r r"

 ( ) ( )( )22, expρ ψ φ− Δ⎡ ⎤⎣ ⎦�' "r r r / 2  (2.23) 

 
( ) ( ) ( )

( )

22

2
2 1 cos

φ φ φ

φ

⎡ ⎤Δ = −⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

.= − ⋅∑

'r "

qq

r r

q r
 (2.24) 

在一维情况下有： 

 
( ) 2

2 2

2

1 cosmkTL qxdq
N q

mkT x
n

φ
π

∞

−∞

−
Δ =⎡ ⎤⎣ ⎦

=

∫=

=

x
 (2.25) 

其中 为单位长度的粒子数目，由上式可见，系统温度较高时相位涨落较

为显著，此时的密度矩阵可写成： 

/n N L=

 ( ) / 2 .x Lx ne φρ −�  (2.26) 

Lφ 是一维粒子在温度T 时的特征波长，
2 2

1
1,D

D
TN L nL T

mkTL N T mkφ = = =
= =2

. 

-10 -5 0 5 10
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

 ρ(
x)

/n

|x| / L
φ

 
 

图 2.3 密度矩阵与相涨落的关系 
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由此可以看出，对于有限尺寸的一维系统来说，若系统长度 L远小于其特征

波长 Lφ ，量子气体的相位总是相关联的，在此条件下有温度T 满足 1DTT
N

� . 
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第三章  TG 气体及 Bethe ansatz 方法 

 

低维量子系统由于其解的精确可解性在物理学中占有重要地位。若给定一个

一维均匀玻色系统，其粒子间相互作用为 S 波散射的排斥相互作用，即接触碰撞

相互作用，该体系的哈密顿量为： 

 (
( )

2 2

12
1 ,

.
2

N N

)D i j
i i j i ji

H U
m x

δ
= <

∂
= − + −

∂∑ ∑= x x  (3.1) 

其中，第一项为 个单粒子动能项的简单求和，第二项为相邻粒子间相互作用能

的求和，

N

1DU 为两粒子间相互作用的一维耦合强度[20]： 

 
2

1DU c
m

=
=  (3.2) 

上式中 是一个参数，量纲为长度的倒数，引进c γ 使得满足： 

 
1

.
D

c
n

γ =  (3.3) 

γ 为无量纲化的两体相互作用耦合强度， 1Dn 为一维系统的粒子数密度。不同于三

维的是，一维的耦合强度随粒子数密度的增大而递减。 

 

 

图 3. 1 一维玻色子密度分布随γ 变化示意图 
 

如图 3.1 所示，随着γ 的改变，玻色子波函数之间的相干性发生变化，对应密度

分布也随之变化；当 1γ � 时，玻色子空间波函数趋于相同，一维系统粒子数密
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度最大；当 1γ � 时，玻色子波函数在空间上呈离散分布，趋于费米化，粒子数

密度最小。 

在本章中，我们首先介绍用玻色-费米映射理论，得出一维耦合强度γ → ∞ 时

的玻色气体基态波函数及一些基态性质，接着介绍利用 Bethe ansatz 方法求解出

两粒子系统的任意耦合强度的波函数，并推广到多粒子系统。 

 

§3.1Tonks-Girardeau 气体 

 

Tonks Girardeau(TG)气体，是指一维无穷大短程排斥耦合强度的玻色气体[21]。

一维粒子间耦合强度可通过Feshbach共振技术调节到S波散射强度[20]，即接触碰撞

相互作用，此时的玻色子称为硬核玻色子(hard-core bosons). 

在式(3.3)中，当γ → ∞ 时，两粒子的交叠波函数必须为零，否则能量将趋于

无穷大，即： 

 |
j kx x 0.ψ = =  (3.4) 

在此条件下， 个自由费米子的定态薛定谔方程解的形式可写为斯莱特行列式

(Slater determinant)： 

N

 ( )

11 1 1 2

22 1 2 2

1 2

1 2, , , det .

N

N
j l

N N N N

ik xi k x ik x

i k xi k x i k x
i k x

N

ik x i k x i k x

e e e
e e e

x x x e

e e e

ψ ⎡ ⎤∝ ≡⎣ ⎦

"
""

" " " "
"

 (3.5) 

这个波函数关于两个粒子坐标之间的交换满足反对称性，描述的是费米子的波函

数，而对于玻色子来说两粒子波函数满足坐标交换对称性，因此有： 

 ( ) (1 2
1

, , , det sgn .j li k x
TG N t s

s t N
)x x x e x xψ

≤ < ≤

⎡ ⎤∝ ⎣ ⎦ −∏"  (3.6) 

连乘号一项是单位反对易函数，其中 ( )sgn x 是符号函数。当 时，0x > ( )sgn 1x = ；

当 时，0x < ( )sgn 1x = − . 此即 TG 气体的玻色-费米映射理论。式(3.6)的波函数是

式(3.1)哈密顿量的本征函数，本征值为： 

 
2

2

1

.
2

N

j
j

E
m =

= k∑=  (3.7) 
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下面我们来求波矢 的值，在不考虑边界效应的情况下，采用周期

性边界条件： 

( 1,2,jk j N= " )

 ( ) ( )1 1, , 0, , , , , ,j N j Nx x x x x L xψ ψ= = =" " " "  (3.8) 

L是一维系统的长度。对于全同玻色子来说，波函数对任意两个粒子坐标交换满

足对称性，意味着对所有粒子 1,2 ,j N= " 都满足这个约束条件，这里为了描述的

方便，用 j 来标记一维原子链上第 j 个粒子的坐标 jx . 任选其中的一个粒子 j ，将

其从坐标 jx 移到坐标 jx L+ 处，其波函数的变化包括两部分：反对易函数部分和

指数部分，由式(3.8)可得： 

  (3.9) 

即波矢有如下形式： 

( ) ( )1 11j Ni k L i Ne e π− − += − = .

 2 .
2j j

Nk n
L
π +⎛= −⎜

⎝ ⎠
1⎞

⎟  (3.10) 

其中 jn 为任意的整数，选择上面的形式是为了使波矢描述系统基态更简洁。 

考虑两个粒子的情形，波矢 k 的取值为 1 2 / .k k Lπ= − =  这时归一化的基态波

函数是： 

 ( ) 1 2
1 2

2, sin
x x

x x
L L

π
.ψ

⎛ −
= ⎜

⎝ ⎠

⎞
⎟  (3.11) 

 

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

ψ
(x

1 , 
x 2 )L

(x1 - x2 )/L

 γ=∞
 γ=1
 γ=5

 

图 3. 2 不同γ 下两玻色子波函数随相对坐标的变化 
 

对于粒子数为 的一维的硬核玻色系统，系统基态波矢的取值应使得能量表

达式(3.7)最小， 的取值应为： 

N

k
15 



一维势阱中的硬核玻色-费米混合物 

 2 1 , 1,2, ,
2j

Nk j j
L
π +⎛ ⎞= − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
" .N  (3.12) 

这时归一化的基态波函数是（详细过程参看附录 B）： 

 
( )

( )
1 / 22 sin / .

!

N N

TG i jN
i j

x x L
N L

ψ π
−

<

⎡ ⎤= −⎣ ⎦∏  (3.13) 

在热力学极限情况下，即： 而 的比值为一个常数，系统基态

单粒子平均能量为： 

,N L→ ∞ → ∞ /N L

 
2 22

1 .
6

DnE
N m

π
=

=  (3.14) 

 

§3.2 一维任意耦合强度的玻色气体 

 

在本节中我们将上节计算 TG 气体波函数的方法，推广到任意耦合玻色子的

计算。为了描述简单，首先考虑两个任意耦合强度的玻色子，然后再用 Bethe ansatz

方法推广到 个玻色子。 N

 

3.2.1 两体问题 

考虑两个全同的玻色子，质量都是 ，粒子间为m δ 势相互作用。因为粒子间

的相互作用只与粒子的相对坐标有关，我们采用相对坐标系。当中心质量对应的

动量为零时，中心质量的基态能量也为零。粒子间的相互作用只依赖于粒子间的

相对坐标 1 2x x x= − ，且玻色子的波函数是关于 x 的偶函数，因此波函数有如下的

形式： 

 ( ) cos sin .x A kx B k xψ = +  (3.15) 

根据周期性边界条件式(3.8)有 ( ) ( )0 Lψ ψ= ，代入得： 

 cos sinA A kL B kL= +  (3.16) 

即： 

 (tan / 2B kL )
A

=  (3.17) 

现在我们用质心坐标 和相对坐标( )1 2 / 2X x x= + 1 2x x x= − 来表示动能算符： 
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 2 2 2
1 2

1 2
2 2 .

x x X x
∂ ∂ ∂ ∂

+ = +
∂ ∂ ∂ ∂

 (3.18) 

则对于波函数 ( )xψ 的薛定谔方程为： 

 ( )
2 2

12 .D
d U x E

m dx
ψ δ ψ ψ− + =

=  (3.19) 

因上式中有δ 势垒类型的粒子间相互作用项，导致波函数导数的不连续性，由跃

变条件有[19]： 

 ( )
0 0

0 .
x x

d d c
dx dx
ψ ψ ψ

+ −= =

− =  (3.20) 

其中 ，因为波函数关于坐标是对称的，其导数则是反对称的，等式

左边两项相等，则： 

2
1 /Dc mU= =

 ( )
0

2
x

d c
dx
ψ ψ

+=

= 0 .  (3.21) 

即： 

 ( )
1 2 0

0 .c
x x

ψ ψ
+

⎛ ⎞∂ ∂
− =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 (3.22) 

代入波函数可得： 

 .
2

B c
A k

=  (3.23) 

由式(3.17)和式(3.23)可得出波矢 所满足的方程： k

 ( )2 tan / 2 .c k kL=  (3.24) 

将上式用无量纲化的数γ 来表示，对于两体问题，粒子数密度  ，根据

式(3.3)有

1 /Dn N= L

/ 2cLγ = ，则： 

 ( )tan / 2 .γ α α=  (3.25) 

上式是一个超越方程，其中 .kLα =  因为两个质量均为 的全同玻色子的约化质

量为 ，此系统的能量可写为： 

m

/ 2m

 
2 2 2

2
2 .kE

m mL
α= =

= =  (3.26) 

由式(3.15)和式(3.23)可知，两粒子波函数可写为： 
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( )
( ) ( )

( )
( )

1 2 2 22 2

2, cos
2 2

cos cos sin sin

cos .

k c sinx x kx
k c k c

kx k x

k x

k xψ

β β

β

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ℜ +
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

= ℜ +

= ℜ −

 (3.27) 

其中 cos cos / 2,β α= 且由波函数的归一化条件 ( )
2

1 20
,

L
1x x dxψ =∫ ，可得归一化常

数

1/ 2

1/ 2

1 2
sinL
α

α α
⎛ ⎞ℜ = ⎜ +⎝ ⎠

⎟ ，综上可知，归一化的两个粒子的波函数可写为如下形式： 

 ( )
1/ 2

1 2
1 2 1/ 2

1 2 1, cos
sin 2

x x
x x

L L
α .ψ α

α α
⎡ ⎤⎛ − ⎞⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜⎜ ⎟+⎝ ⎠

⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (3.28) 

此波函数的形状如图(3.2)所示，随着γ 的增大，波包愈加分离，当γ → ∞ 的极限

情况时，如式(3.11)所示的那样，就成了 TG 气体的波函数。 

为了将两个粒子的情况和热力学情况作对比，不妨把能量写为如下形式： 

 ( )
2

2
1 .

2 DE Nn e
m

γ=
=  (3.29) 

由上式和式(3.26)对比得： ( ) ( )2 / 4e γ α γ= . 当 1γ � 时， ( )2 2 , / 2eα γ γ γ≈ ≈ . 当

.γ → ∞ 时， ( ) ( ) 2 21 2 / , / 4 / .eα π γ γ π π γ≈ − ≈ −  如下图所示： 

 

0 10 20 30 40 50 60 70 80
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

0 5 10
0.00

0.25

0.50

 

 

e, (γ
)

γ

 e(
γ)

γ  

图 3. 3 函数 ( )e γ 及其导数随γ 的变化. 

18 

 



第三章  TG 气体及 Bethe ansatz 方法 

 

3.2.2 两体问题 Bethe ansatz 解 

 

利用 Bethe ansatz 方法可求解一维任意耦合的多体问题，为了便于推广到多

粒子 ( 波函数的求解，我们先用该方法求解上一小节的两体问题 。 )

)

2N ≥ ( )2N =

同上节，我们考虑全同的两个玻色子，不妨设波函数为 ( 1 2,x xψ ，两粒子的

坐标标记为如下区域： 

 1 20 .x x L≤ ≤ ≤  (3.30) 

那么在区域 1 2x x> 上的波函数为 ( )2 1,x xψ ，由全同玻色子的坐标交换对称性知

( ) (1 2 2 1, ),x x x xψ ψ= ，又两体相互作用项有接触碰撞势的形式，那么除了两粒子

碰撞外，体系的波函数有满足自由粒子薛定谔方程的形式： 

 ( )1 1 2 2 2 1 1 2
1 2,i k x ik x ik x ik x .Ae e Be e x xψ = + ≤  (3.31) 

其中 和 分别是两粒子的波矢，该系统总的动量为1k 2k ( )1 2k k+= ，能量为

，利用式(3.22)的关系可推得： ( )2 2 2
1 2 / 2k k m+=

 ( )( ) ( )2 1 .i k k A B c A B− − = +   (3.32) 

即： 

 2 1

2 1

.k k icB
A k k ic

− +
=

− −
 (3.33) 

当 为实数时，2k k− 1 A B= . 当 时，c → ∞ B A→ − ，有 ( )1 1,x x 0ψ = ，与前面讨

论的 TG 气体一致。此时在区间式(3.30)上的波函数可写为： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 2 1 1 2
1 2 2 1 2 1, .i k x k x i k x k xx x k k ic e k k ic eψ +∝ − − + − + +  (3.34) 

考虑到波函数对于坐标交换的对称性，在区间 10 x L≤ ≤ 和 20 x L≤ ≤ 上的波函数可

写为： 

 
( ) ( ) ( )

( ) (

1 1 2 2

2 1 1 2

1 2 2 1 2 1

1 2 2 1

, sgn

sgn .

i k x k x

i k x k x

x x k k ic x x e

k k ic x x e )

ψ +

+

∝ − − −⎡ ⎤⎣ ⎦

− − − −⎡ ⎤⎣ ⎦
 (3.35) 

利用该波函数的周期性边界条件 ( ) ( )1,0 ,1x x Lψ ψ= ，有： 
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 1 2 1 2

1 2

.i k L ik L k k ice e
k k ic

− − +
= =

− −
 (3.36) 

由此易得系统总的动量为： 

 ( )1 2
2 .P k k

L
πμ= + =
==  (3.37) 

其中 μ 是一个整数。对于系统基态来说，总动量为零，对应的波矢为 ，

据式(3.36)可求出 的值。 

1 2k k= − = k

) .j l

k

 

3.2.3 多体问题 Bethe ansatz 解 

 

著名的 个玻色子的Bethe ansatz解由Lieb和Linger两人在 1963 年给出N [22]，考

虑到波函数坐标交换对称性，将式(3.34)推广为： 

 ( ) ( )[ ] (1
1

, 1 exp sgn
n j l

N
p

N p n p p
p n j l

x x R i k x k k ic x xψ
= >

⎛ ⎞ ⎡ ⎤= − − − −⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠
∑ ∑ ∏"  (3.38) 

其 R 是归一化因子，求和式中[ ]p 指代波矢 的置换，奇数次相邻置换[1 2, , Nk k k" ]p

为奇数，偶数次相邻置换[ ]p 为偶数。该波函数满足 体薛定谔方程，系统总能

量为： 

N

 
2 2

1
.

2

N
j

j

k
E

m=

= ∑
=

 (3.39) 

总动量为： 

 
1

.
N

j
j

p
=

= k∑=  (3.40) 

类似于两个粒子的情况，由周期性边界条件，式(3.36)可推广得如下关系式[23]： 

 ( )
( )

exp , 1,2 .j l
j

l l j j l

k k ic
ik L j N

k k ic≠

− +
= =

− −∏ "  (3.41) 

当 ， 时的极限情况，上式就变成(3.9)式. 对其求对数可得： c → ∞ 2N =

 ( )
1

12
2

N

j j l j
l

Nk L k k nθ π
=

+⎛+ − = −⎜
⎝ ⎠

∑ .⎞
⎟  (3.42) 

其中： 
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 ( ) ( )ln 2arctan / .ic kk i k c
ic k

θ
⎛ ⎞+

= =⎜ ⎟−⎝ ⎠
 (3.43) 

( )kθ 是关于 的一个连续函数，当 时，k k → ±∞ ( )kθ π= ± . 当 c 时，上式退

化为(3.12)式. 上面关于波矢

→ ∞

( )1,2jk j N= " 的 个耦合方程即是 Bethe ansatz 方

程。 

N

下面我们给出该系统的基态解，基态的波矢对应于动量占据最低能态，呈费

米海分布，类似于(3.12)式可写为： 

 ( )
1

12 , 1,2,
2

N

j j l
l

Nk L k k j j Nθ π
=

+⎛ ⎞+ − = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ", .  (3.44) 

考虑到热力学极限情况下，波矢 jk 和 1jk + 在量级上的差别约为1/ ，将L θ 函数作一

阶泰勒展开得： 

 ( ) ( ) ( )'
1 1

1
2 .

N

j j j j j m
m

k k L k k k kθ π+ +
=

− + − − =∑  (3.45) 

其中， 

 ( )'
2 2

2 .d ck
dk c k
θθ = =

+
 (3.46) 

为了方便计算，引进一个关于 的函数k ( )f k 来表示 空间上的态密度，

表示在 处无穷小间隔 内的量子态数目。即有

k ( )Lf k dk

k dk ( )1 1/ .j jk k L f k+ − = j  由此上式可

写为： 

 
( )
( )

( )
' '

22 '
1 2 2 .

K

K

f k dk
c

c k k
π

−
+ =

+ −
∫ f k  (3.47) 

在此K 指代波矢的上限，其值可由总粒子数限制条件求出： 

  (3.48) 

系统总能量为对所有单粒子态 关于 的积分： 

( ) .
K

K
N L f k dk

−
= ∫

2 2 / 2k m= k

 ( )
2

2 .
2

K

K
E L k f k dk

m −
= ∫
=  (3.49) 

做变量代换 ，并定义k K y= ( ) ( ), /g y f K y c Kλ≡ ≡ ，通过式(3.47)－(3.49)的联

立和式(3.29)可得： 
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 ( ) ( )
( )

1

221

1 .
2

g t dt
g y

y t
λ

π π λ−
= +

+ −∫  (3.50) 

  (3.51) ( )
1

1
.g t dyλ γ

−
= ∫

 ( ) ( )
3 1 2
3 1

.e t gγγ
λ −

= ∫ t dt  (3.52) 

给定γ 和 的初始值，解该耦合方程组可得g ( )e γ 的值， 从而得出基态下能量的表

达式(3.29).  

在热力学极限情况下 ，( )N → ∞ ( )e γ 等于基态下单粒子平均能量 除以

的值，通过数值计算可得出

/E N

2 2
1 / 2Dn= m ( )e γ 随γ 值变化的曲线，类似于图 3.3 两个

粒子的特殊情况， ( )e γ 及其导数 ( )' /e de dγ γ γ 的变化如图 3.4 所示： = 随

0 10 20 30 40 50 60
0.0

0 .5

1 .0

1 .5

2 .0

2 .5

3 .0

3 .5

0 5 1 0 1 5 2 0
0 .0

0 .2

0 .4

0 .6

0 .8

1 .0

 

 

e, (γ
)

γ

 e(
γ)

γ
 

           图 3. 4 热力学极限情况下 ( )N → ∞ ，函数 ( )e γ 及其导数随γ 的变化. 

 

现在考虑 Tonks-Girardeau 极限，即 γ → ∞ 时， 1/ 2 , /g π λ γ π= = ，可得

. 将其带入到式(3.28)中，得到对应基态下单粒子的平均能量，如式

(3.14)所示。

( ) 2 / 3e γ π=
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第四章  一维势阱中的玻色-费米混合物 

 

前面讨论了一维任意耦合的玻色气体，在这一章我们考虑体系处于基态，且

粒子间的相互作用为 TG 类型的简单情形，不同的是将玻色子推广为严格限制条

件下的玻色-费米混合物，讨论它们在不同的束缚势中的基态解。利用扩展的玻色

-费米映射理论，我们计算混合气体中费米子的约化单粒子密度矩阵、自然轨道和

动量分布，并分别给予讨论。 

 

§4.1 势阱中的玻色-费米混合物 

 

考虑一维势阱中束缚粒子数为 BN N NF= + 的玻色-费米混合物， 为玻色子

的数目， 为费米子的数目。在低线性粒子数密度条件下，该系统的哈密顿量

可写为： 

BN

FN

 
( ) ( )

2 2
† 2 2

b

† † † †

2 2

1 .
2

b x b b f x f
f

bb b b b b b f b f f b

H dx V x V x
m m

g g

fψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

+
⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪= − ∂ + + − ∂ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎝⎝ ⎠⎩

⎫+ + ⎬
⎭

∫
= =

⎠  (4.1) 

其中， ,b fψ ψ 分别是玻色子和费米子的场算符，且假定玻色子和费米子质量相等

，这可以利用碱金属元素的同位素来近似实现，比如 [24]
b fm m m= = ( )39 4140 K K− 或

( ) ( )86 84 87 85Rb Rb− [25]，玻色子之间的接触势为 ，玻色子和费米子之间的接触势为

，费米子之间由于泡利不相容原理没有相互作用

bbg

b fg ( )0f fg = ，同时假定外势对

它们的作用也相等 ( ) ( ) ( )b fV x V x V x= = . 

 

4.1.1 玻色-费米映射理论 

 

最初的玻色-费米映射理论由Girardeau在 1960 年提出[21]，它将强相互作用的

玻色子和无相互作用的费米子联系起来，近来发现该理论可应用于极化的费米子

[26]和玻色-费米混合物[27]。为了便于描述，我们将这个 粒子系统的空间坐标用N
23 
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)( 1 2, , NX x x x= " 来统一地进行标记，当 { }1, , Bi N∈ " 时， ix 指代玻色子的空间坐

标；当 { }1, ,B B Fi N N N N∈ + + =" 时， ix 指代费米子的空间坐标。在硬核接触碰

撞条件下，相互作用项 ，可将哈密顿量中粒子相互作用部分忽略掉，

此时系统多体波函数的约束条件为，在

,bb b fg g → ∞

( )i jx x i j= ≠ 时有： 

 ( ) 0.XΦ =  (4.2) 

此时，一次量子化条件下玻色-费米混合物的哈密顿量是单体哈密顿量算符的简单

求和 ，其中： 
1

N
ii

h
=∑

 ( )
2

2 .
2 ii xh V

m
= − ∂ +

=
ix  (4.3) 

利用玻色-费米映射理论[27]，满足上面约束条件的系统总的波函数可写为： 

 ( ) ( ) ( ).DX A X XΦ = Φ  (4.4) 

其中 ( )D XΦ 是由互相正交的、N 个粒子的单体波函数 ( ) ( ) (1 2, , , Nu x u x u x" )构成

的 阶斯莱特行列式： N

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 .D
P

N NX P u Px u Px u PxεΦ = ∑ "  (4.5) 

上式有 个不同置换项的求和，其中!N ( ) ( )1 1Pε = + − 对应于偶数（奇数）次置换，

体系坐标交换对称性通过映射函数 ( )A X 来改变： 

 ( ) ( ) (
1 1 1

sgn sgn .
B

B B

N N

)j l
j l N j l N

j lA X x x x
≤ < ≤ = = +

= −∏ ∏ ∏ x−  (4.6) 

这样，系统总的波函数为：玻色子之间的坐标交换满足对称性，费米子之间的坐

标为交换反对称性。当 时，符号函数0x > ( )sgn 1x = ；当 0x < 时， . ( )sgn 1x = −

 

4.1.2 不同束缚势下的本征解 

 

设在束缚势阱 中，体系中单粒子哈密顿量的本征函数为( )V x ( )nu x ，对应的

本征值为 nε ，其本征方程为： 
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 ( ) ( ) ( )
2

2 .
2 x n n nV x u x u x

m
ε

⎛ ⎞
− ∂ + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

=  (4.7) 

值问题： 

势阱中间含有

其中 1,2 , .n N= "  我们计算了不同束缚外势下

的本征

(A) 无限深方

(V (V )x

xaa 0

κ
δ 势垒：如右面

示意 )图所示，方势阱区域为(-a, a ，坐标原点处

有可调节势垒高度的δ 势，在区域(-a, a)外是无

限高的势垒，即： 

 ( )
( ) , ,

, .

x x a
V x

x a

κδ⎧ <⎪= ⎨
∞ ≥⎪⎩

的解在量子力学书里能找到

 (4.8) 

在此外势下，本征方程(4.7) [28]，这里作简要回顾，该

方程的本征态有确定的宇称：偶宇称和奇宇称。其偶宇称解为：当 x a< 时，  

 ( ) ( ) ( ) ( )2cos sin , 1,3,5, .n
mκ⎛ ⎞u x C kx k x n

k
= + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
"

=
 (4.9) 

当 x a> 时，  其中 是归一化常数， 是波矢，由阶跃条件

/ka mκ= − 决定，

值为零，不受势垒影 解相同，波

( ) 0.nu x = C k

( ) 2tan k= 本征能量为 2 2 / 2 .E k m= = ；其奇宇称解由于坐标原点的

响，与没有势垒的 函数可写为： 

 ( ) ( ) ( )sin , 2, 4,6, .nu x C k x n= = "  (4.10) 

波矢 a/ 2k nπ= ，对应的本征能量 ( )22 2 2 / 2 2 .nE n m aπ= =  在以后的计算中，我们

将坐标值以方势阱的一半，即 a / 2为单位 , 动量以 p a= = 为单位 , 能量以

2 2 2/ 2maπ = 为单位。 

(B) 谐振子势阱中间含有δ 势垒：如右面示意

图所示，简谐势阱的频率为ω ，同样，在坐标原

点处存在一个δ 函数类型的势垒，δ 势垒的高度，

即κ 的值从 ( )0,κ ∈ ∞ 可变，此外势可写为如下形

式： 

 ( ) ( )δ2 21 .
2

V x m x xω κ= +  (4.11) 

−

)x

xaa 0

κ

−

 

V (x)

x

κ

0
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奇宇称解同上面类似，与没有势垒谐振子势的解相同，可写为： 

  (4.12) 

上式中

( ) ( ) 2 / 2 , 1,3,5, .Q
n n nu x N H Q e n−= = "

( ) 1/ 2
2 !n

n oN n xπ
−

= sc ，且 / oscQ x x= ，谐振子的特征长度为 /oscx mω= = ，

是厄米多项式，相应的能量本征值为( )nH Q ( )1/ 2nE n ω= + = ；其偶宇称解由于受

中间δ 势垒的影响，不同于奇宇称解，可写为[29, 30]： 

 ( ) ( )2 / 2 2,1/ 2, , 0,2,4, .Q
n n nu x N e U Q nν−= − = "  (4.13) 

其中， 是库默合流超几何函数 (Kummer’s confluent hypergeometric 

function) 

( , ,U a b z )
[31]. 能量本征值为 ( )2 1/ 2n nE ν ω= + = ， nν 是类似与谐振子量子数 的一

个非整数，其值由式（4.14）超越代数方程来确定： 

n

 ( ) ( )2 1/ 2nν κ νΓ − + + Γ − = 0.n  (4.14) 

同样，在以后的变量中，长度以谐振子的特征长度 oscx 为单位，动量以

/osc oscp x m ω= == = 为单位，能量以 ω= 为单位。 

由上面的单粒子本征态，我们可以构建一个描述无相互作用费米子的斯莱特

行列式 ( )D XΦ ，通过玻色费米映射我们可以给出多体玻色子的波函数 ( )XΦ . 

 

§4.2 约化单粒子密度矩阵 

 

一维量子气体的量子关联，在第二章曾有过叙述，可通过约化单粒子密度矩

阵(RSPD)来体现，此处，玻色子和费米子的约化单粒子密度矩阵(RSPD)分别写为： 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) (

' * ' * '

" * " * "

, ,

, ,

B B

F F

x y N dX x X y X

)
, ,

, .x y N dX X x X y

ρ

ρ

= Φ Φ

= Φ Φ

∫
∫

 (4.15) 

其中 ( )'
2 , , NX x x= " ， ("

1, , NX x x )1−= " ，以上两式分别归一化到 和 . 虽然

外势不尽相同，有人算过纯玻色子

BN FN

[32]和玻色-费米混合物[33]的约化单粒子密度矩

阵，这里作为对比，我们给出纯费米子的约化单粒子密度矩阵： 
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图 4. 1 无限深方势阱中费米子的约化单粒子密度矩阵. δ 势垒分别为：

(a) 0.1κ = ( )4FN N= = ,(b) 100κ = ( )4FN N= = , 

(c) ,(d) 0.1κ = ( )5FN N= = 100κ = ( )5FN N= = .坐标值为 , ,a x y a a 1.− < < =  

 

 

图 4. 2 谐振子势阱中费米子的约化单粒子密度矩阵. δ 势垒分别为：

(a) 0.1κ = ( )4FN N= = ,(b) 100κ = ( )4FN N= = , 

(c) ,(d) 0.1κ = ( )5FN N= = 100κ = ( )5FN N= = .坐标值为 , ,a x y a a 4.− < < =  
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4N =

如图 4.1 和图 4.2 所示，在不同外势下（无限深方势阱，简谐势阱）偶数个

粒子 在( ) δ 势垒很小时有关联，很大时则没有关联；奇数个粒子 ( )5N = 则

不同，在δ 势垒很大时仍有关联。这个现象可类似地用能带论来解释[23]，坐标中

间的δ 势垒把势阱分割成对称的双势阱，类似地可扩展成多格点周期势，形成能

带结构，每个能带只有一个能级，当 为奇时，最高能级只有一个粒子，占据半

满，类似于导带粒子可自由运动，导致了约化密度矩阵的关联。 

N

在 TG 极限情况下， 对角元素退化成为单粒子密度分布 ( ) (,B B )x x xρ ρ= 和

( ) (,F F )x xρ ρ= x ，此时由于映射函数的平方等于 1，二者的密度分布完全相同，

它们都与由 个玻色子组成 TG 气体的密度N ( )TG xρ 成比例，即： 

 ( ) ( ) ( )/ /B B F F TG / .x N x N xρ ρ ρ= = N  (4.16) 

我们分别给出了坐标中间都带有δ 势垒的方势阱(A)和谐振子势阱(B)的密度分布

如下图 4.3 所示： 
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图 4. 3 不同δ 势垒下总的粒子数密度分布图 ( )5B FN N N= + =  

 

上图中我们分别给出了不同势垒高度 ( )0.1 1 10 100κ = ，， ， ，混合物总粒子数都

为 ，玻色子（费米子）约化密度矩阵上对角元素的分布，两幅图的密度都

归一化为

5N =

( ), ,/B F B F 1x N dxρ =∫ . 当势垒κ 小到可以忽略时，其峰值个数等于总粒子

数，此时，密度分布在大粒子数 的极限情况下，对于方势阱来说，呈现趋于平

坦的梯形分布；对于谐振子势阱来说，是一个半径为

N

2R N= 的半圆；当渐渐地
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增大势垒，切割了中间部分，密度分布以势垒为中心呈现对称的两部分，峰值个

数也不再等于粒子数目，体系出现了内在关联的特征，这一点在 4.4 所示的动量

分布中更为明显。位于坐标中间的δ 势垒对谐振子势阱中密度的抑制似乎更加有

效，这点可以这样来理解：在我们采取的能量单位中，方势阱以 为单

位，谐势阱以

2 2 2/ 2maπ =

ω= 为单位，据 ，即 ，知方势阱能

量的单位比谐振子能量单位大 . 

( )1/ 2/osca x mω= = = 2 / maω == = 2

2 / 2π

 

§4.3 自然轨道 

 

如前所述，判断一个宏观系统是否出现BEC的依据是，看它的约化单粒子密

度矩阵 ( ),x yρ 在 x y− → ∞ 时的行为。虽然这个标准不适合介观系统，尤其是一

维系统不可能出现BEC，但是当 ρ 的最大本征值远大于其他本征值时，可认为体

系出现类似BEC的关联效应[34]。因此，我们给出 ρ 对应于本征函数（自然轨道）

( )j xφ 的本征值 jλ ，相应的本征方程为： 

 ( ) ( ) ( ),F j j j .x y y dy xρ φ λ φ
∞

−∞
=∫  (4.17) 

其中 jλ 代表轨道 ( )j xφ 的占据数，且有 jj
Nλ =∑ .  

数值结果如图 4.4 所示，不同势阱中，相同粒子比例的自然轨道基本相同，

纯费米子体系的轨道占据数都相同。当 0.1κ = 时，随着混合物中玻色子成分的增

多，第一轨道占据数的比重逐渐增加；当 100κ = 时，玻色-费米混合物总粒子数

为偶 ( 的轨道占据数成对出现，它们形成简并的的自然轨道，这是因为强)4N = δ

势垒下，势阱被分割成对称的双势阱，有着相同的简并能级所致。 
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图 4. 4 总粒子数为偶，费米子约化单粒子密度矩阵的自然轨道 
 

对于在不同的外势下，粒子数为奇 ( )5N = ，且势垒很高时 ( )100κ = ，玻色-

费米混合体系中费米子的自然轨道与总粒子数为偶 ( )4N = 且势垒可忽略

的情况类似，几乎不出现简并对的形式，轨道占据数一个接一个地降低，

而纯费米子体系中费米子的轨道占据数仍然相同，如图 4.5 所示： 

( 0.1κ = )
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图 4. 5 总粒子数为奇，费米子约化单粒子密度矩阵的自然轨道 
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§4.4 玻色-费米混合物的动量分布 

 

在 TG 极限情况下，玻色-费米映射理论给出的玻色子和费米子的密度分布完

全相同。然而，它们的动量分布却有着显著的差别，动量分布由约化单粒子密度

矩阵的傅里叶变换给出： 

 ( ) ( ) ( )
, ,

1 ,
2

i p x y
B F B Fn p x y e dxdyρ

π
− −= ∫ ∫ .  (4.18) 

上式归一化到 ，有文献已经指出N [ 29, 32, 33]，玻色子部分 ( )Bn p 和TG气体相同，

这同样是由于玻色子之间和玻色子、费米子之间的置换对称性被映射函数改变所

致。我们主要针对费米子的动量分布 ( )Fn p ，关于费米子部分的计算比较复杂，

其密度矩阵没有一个解析的表达式[35]，我们借助数值方法来进行求解。为了计算

方便，我们用动量分布的另外一个表达式： 

 ( ) ( ) 2" ",Fn p N d X X p= Φ∫ � .

)

 (4.19) 

其中 ( ",X pΦ� 是关于 ( ", )NX xΦ� 的傅里叶变换， Nx 是最后一个费米子坐标变量： 

 ( ) ( )" 1,
2

Ni p x
N NX p d x X x e

π
+∞ −

−∞
Φ = Φ∫� ", .  (4.20) 

最近的一篇文章中，Lelas 等人研究了在带有高斯型势垒谐振子式中，玻色-

费米混合物的约化单粒子密度矩阵，动量分布，自然轨道的占据数[33]。然而他们

只给出势垒很强的极限情况，我们涉及了不同势垒强度、不同外势下（无限深方

势阱，谐振子势阱）费米子动量分布的对比。 
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图 4. 6 强势垒 、总粒子数为偶的费米子动量分布 100κ =

 

如图 4.6 所示，在两势阱中势垒强度都为 100κ = 的情况下，保持总粒子数

不变，玻色子的数目从4N = 0BN = 增加到 3，费米子的动量分布（A 图中动量

以 为单位，B 图中动量以/ 2a= m ω= 为单位），混合物中 1BN N N= −或 情况相

同，这是由于单个粒子不能体现出该种粒子的统计性质。从图中可以看出，带有

δ 势垒的方势阱和谐振子势阱中，费米子的动量都呈现为振铃形分布，而它们的

特征动量值却有明显的不同，当逐渐减少总粒子数的玻色子数目时，这个现象更

为明显。需要指出的是：除了稍微使动量分布变宽、降低其峰值之外，两势阱中

间的δ 势垒，对势阱中数目为偶的粒子的动量分布影响不大。当总粒子数目为奇

时，情况却很不相同。 
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图 4. 7 势垒 、总粒子数为奇的费米子动量分布 0.1κ =
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如图 4.7 所示，在弱势垒作用 ( )0.1κ = 下，玻色-费米混合物中总粒子数为奇

( )5N = 时的费米子的动量分布。随着玻色子的数目从 0 增加到 4（或者 5），费米

子的动量分布愈加受到抑制，当混合物中全是玻色子时，呈现出典型的

Tonks-Girardeau 类型的动量分布。在强势垒作用下，奇数个粒子的动量分布有所

变化，如图 4.8 所示： 
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图 4. 8 强势垒 100κ = 、总粒子数为奇的费米子动量分布. 
 

从图 4.8 可以看出，与弱势垒不同的是，强势垒下费米子的动量分布出现了

次峰，这是由于在两个几乎分立的势阱中粒子之间的相互干涉造成的。对于总粒

子数为奇，玻色子和费米子数目之间的不同组合，都有次峰的出现，但随着混合

物的成份中玻色子比重的增大，次峰向着趋于零动量的方向移动。我们仍注意到，

无限深方势阱和谐振子势阱中费米子特征动量不同，但是当混合物改变成为纯费

米子时，在大粒子数 极限情况下，(对于方势阱来说N / 2k Nπ∼ ，对于谐振子势

阱来说 2k ∼ N )，则呈现出阶梯函数类型的动量分布。 
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第五章  总结与展望 

 

本文主要基于坐标中间都带有可调δ 势垒的无限深方势阱和谐振子势阱两个

模型的基础上，应用玻色-费米映射理论，详细研究了粒子之间的相互作用为

Tonks-Girardeau 类型的玻色-费米混合物的基态性质，并对两个模型下的密度分

布、动量分布、自然轨道分别作了对比，我们发现： 

1) 混合物中费米子的约化单粒子密度分布不仅取决于外势的形状，还与体

系总的粒子数 有关，当 为奇数时，出现了明显的关联现象，而 为偶数时，

则关联现象不明显。中间带有

N N N

δ 势垒的谐振子势阱，对费米子单体约化密度的改

变要大于方势阱的情形。 

2) 势阱中间强δ 势垒的出现，极大地加强了势垒两边的关联，费米子动量分

布中次峰的出现，除了与总粒子数 有关外，还与混合物中玻色子和费米子的比

例有关，当玻色子的比例增大时，次峰向中间移动，当体系为纯玻色子时，呈现

出典型的 Tonks-Girardeau 类型的动量分布。 

N

3) 不同势阱中，总粒子数目为偶的系统，在中间δ 势垒高时，费米子约化单

粒子密度矩阵的自然轨道出现配对，其它情况几乎不出现配对。当体系为纯费米

子系统时，费米子约化单密度矩阵的自然轨道占据数都相同。 

近年来，理论和实验上都对强相互作用下的准一维超冷原子有着浓厚的兴

趣，自旋二分量的一维强相互作用费米气体的研究，使得在实验上可以用带有不

同自旋的粒子来实现新奇的相[36, 37]；低激发态强吸引相互用的超TG气体(super 

Tonks-Girardeau gas)也已在实验上实现[13]。人类探索微观世界的步伐从未停下，

理论和实验相互依赖，相互促进，在这个过程中形成的技术革新，不断地被应用

于人们的生产和生活，极大地丰富着人们的物质世界和精神世界。 
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附录 A 

式(2.6)化简过程如下： 
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其中，
3/ 2

3/ 2 1/ 2 2 32
VmC

π
=

=
，在给定系统体积和量子气体单粒个子质量后是一个常数；

，是系统的逸度。式中的积分项可做如下化简： / kTz eμ=
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 (A.2) 

第三步令 ，其中y nx= ( ) 1

0

ydy y eγγ
∞ − −Γ = ∫ 是伽马函数， ( )g zγ =

1

n

n

z
nγ

∞

=
∑ ，当 时，1z =

( ) ( ) 1
1

n
g n γ

γ ζ γ ∞ −
=

= = ∑ 是黎曼 zeta 函数。由以上两式可得( 3 / 2γ = )： 

 
( )

( ) ( )( )3/ 2
3/ 2 3/ 23 / 2 .
ex C

B C

N N T

C g z k T

=

= Γ
 ( A.3) 
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式(3.13)推导过程，将式(3.12)代入式(3.8)可得： 
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 (B.1) 

其中 ， 是归一化常数，最后一步利用了范德门行列式(vandermonde 

determinant)的基本性质，根据玻色-费米映射理论有： 

2 /ji x L
jz e π= C
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( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2

2 / 2 /
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归一化常数C 利用 ( ) 2
1 1 20 0

, , , 1
L L

N TG Ndx dx x x xψ =∫ ∫" " " 可求得为： 

 ( ) 1/ 2
! NC N L

−
=  (B.3) 

综上，TG 气体的波函数为： 
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1 2
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