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中 文 摘 要 

 

在实验上，Feshbach 共振原理、磁光阱束缚以及原子芯片的应用技术日渐成熟， 

实现了制备准一维玻色爱因斯坦凝聚，并且对冷原子的研究已经从单分量气体扩展

到玻色费米混合物或是两分量玻色气体混合物等领域。在多体量子系统中，低维系

统受到物理学家的关注，体系维数降低时，就会增强粒子间相互作用与量子涨落和

关联。 

Bethe-Ansatz 方法的优点在于给出了多粒子系统在任何相互作用强度下都满足

的精确解方程。推广到热力学范围，热力学 Bethe-Ansatz 方程的结果和实验结论也

是一致的。因此在诸多模型中，Bethe-Ansatz 方法就成为理论研究的重要手段，并且

给出了很多有意义的结果。在理论上，一维多体量子系统处理起来相对比较简单，

而且有可能找到其精确解析解。 

本文简单介绍了开边界和周期边界条件下的 Bethe-Ansatz 方程。主要计算了在

开边界条件下，一维 相互作用玻色子在排斥和吸引相互作用下的 Bethe-Ansatz 方

程，重点讨论了三个典型的量子相的能谱、单体密度矩阵分布和关联函数。在相图

里有两个临界点，Tonks-Girardeau（TG）气体和 super Tonks-Girardeau（STG）气体

在强相互作用极限 1 0  有相同的性质；然而在弱相互作用极限 0  附近，可以

从排斥相互作用的基态（TG）平滑地过渡到吸引相互作用的基态（BS）。 

另外，基于一维量子气体的 Lieb-Liniger 模型，从玻色费米混合物的热力学

Bethe-Ansatz 方程出发，通过迭代求解的方法，我们得到了系统在强相互作用情况下

的基态能量解，并和数值解进行了比较分析。 

 

关键词: Bethe-Ansatz 方程；热力学 Bethe-Ansatz 方程；Tonks-Girardeau 气体；super 

Tonks-Girardeau 气体；玻色费米混合物 
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Abstract 

 

The development of laser cooling and magnetic (or optical) trapping in 

experiments as well as the remarkable achievements in the Feshbach 

resonance technique leads to the observation of quasi-one-dimensional 

Bose-Einstein condensation of alkali atomic gases, and the researches have 

been expanded to Bose-Fermi mixture and two component Bose gas. Lower 

dimensional systems, such as one-dimensional (1D) many-body quantum 

system, attract more and more attention in the strongly interacting regime 

with anomalous, quantum fluctuations and correlations.  

The advantage of Bethe-Ansatz method is that it gives the exact solution 

of arbitrary coupling interactions. In the thermodynamic limit，the result of 

thermodynamic Bethe-Ansatz equations is to proven to be consistent with the 

experiments. Therefore, the Bethe-Ansatz method plays an important role in 

the theoretical research of 1D system and gives a lot of meaningful 

conclusions. The exact solutions of 1D solvable models are readily applicable 

to the research of 1D quantum gases. 

In this paper, We reviewed the Bethe-Ansatz methods and 

thermodynamic Bethe-Ansatz equations for single component bosons and 

two component mixture under periodic and open boundary conditions. We 

investigate the Bose gas with repulsive or attractive interactions between 

atoms in the scheme of Bethe Ansatz equations in a hard wall trap. Three 

 II



 

 III

typical quantum phases in the current research of 1D interacting cold atoms 

are clarified in terms of the energy spectrum, single particle density 

distribution and two-particle correlation function. We identify two matching 

points in the phase diagram, i.e. the Tonks-Girardeau gas and super 

Tonks-Girardeau gas show the same profiles at the strongly interacting point 

1 0  , and in the weakly interacting limit 0  , the ground states TG 

and bound state join to each other smoothly. 

Based on the Lieb-Liniger model, we study the ground state of the 1D 

Bose-Fermi mixture. In the strongly interaction condition, we iterated the 

thermodynamic Bethe-Ansatz equations and expanded the ground state 

energy up to the orders of 
31  , which is compared with the numerical 

solutions. 

 

Key words： Bethe-Ansatz equations; the thermodynamic Bethe-Ansatz 

equations; Tonks-Girardeau gas; super Tonks-Girardeau gas; Bose-Fermi 

mixture 

 





第一章 绪论 

第一章 绪论 

自从 1995 年，科学家在实验上观察到了玻色爱因斯坦凝聚现象[1-3]之后,超冷量

子气体的实验研究成为热点，随着实验技术逐渐成熟，已经实现了制备不同类型的

束缚势。特别是通过调节外部束缚势，在两个方向上压缩原子使其只存在零点振动，

这样就制备了准一维束缚量子气体。一维超冷量子气体的物理性质和三维体系相比

有很大的不同，例如，降低体系原子密度时，三维量子多体系统趋于理想玻色气体，

然而对于一维系统，原子间相互作用强度却增大，因此在研究一维体系时，原子间

相互作用是和外部束缚势紧密相关的，是不能忽略的重要部分。原子间相互作用非

常大的时候，量子系统呈现强关联特性，称作 Tonks-Girardeau 气体[4-6]。在近几年一

维量子气体的实验研究[7-9]中，并不局限于单一的玻色气体，而是扩展到费米子和玻

色费米混合物的研究领域。 

1.1 一维量子气体的实验制备 

在理论物理研究领域，因为计算方法简单，能建立清晰的模型进行求解，一维

多体系统倍受关注。然而实验上并不存在严格的一维量子气体，用两束正交驻波在

横向形成二维的光晶格，在轴向则加一个相对较弱的光束缚势，可以将 BEC 分割成

一系列雪茄状的准一维系统。这样形成的束缚势，BEC 的横向激发完全被抑制，雪

茄状的准一维气体之间互相独立，那么对于每一根“雪茄”来说，就可以近似看做是

一维系统，如图 1.1 所示。 

 

 

图 1.1 准一维量子气体[10] 
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2001 年，Kertterle 小组首先使用磁势阱制备了雪茄状的 BEC，但并不能称作严

格上的准一维体系[11]。2004 年 Weiss 小组和 Bloch 小组利用光束缚，在实验上观察

到了一维 TG 气体[5,6]。2009 年，Nägerl 小组结合光晶格束缚和诱导共振技术调节原

子间相互作用，观察到了一维量子气体在强吸引相互作用下具有强关联性质的低激

发态，也称作 STG 气体（Super Tonks-Girardeau Gas）[12]。 

利用微刻技术在“原子芯片”上制作微磁阱、一维波导等实验技术也可以实现一

维量子气体的制备。2001 年，Hänsel 等人在原子芯片上实现了 87Rb 的玻色爱因斯坦

凝聚[13]；2008 年 Amerongen 等人在原子芯片上研究了自旋为 2 的 87Rb 准一维量子

气体[14]的热力学性质。 

1.2 一维量子气体原子间相互作用强度的调节 

有效的一维相互作用常数与三维 s 波散射长度 以及横向束缚势有关： 3Da

22
3

1 2
1 3

22

1
D

D
D D

a
g

ma ma Ca a

1

 

  



                  （1.1） 

这个关系式是 Olshanii 利用赝势近似的方法[15]得到的，其中  1/ 2 2 1.0326C  

为常数，a
m






是横向束缚势的特征长度；在这里  1 3D Da a C a a   称作一

维散射长度。可以看出，当 3Da a 时， 

22
3

1 2
1

22 D
D

D

a
g

ma ma


  


                         （1.2） 

对于式（1.1）来说有一个临界点 ，当C 3Da a C


时， 为正的极大值，表示

原子间相互作用为强排斥，这时量子气体为 TG 气体；当

1Dg

3Da a C
时， 为负的

极大值，表示原子间相互作用为强吸引，这种情况下的量子气体有很强的关联性质，

也是最近一维模型研究的热点，尤其是其低激发态，被称作 STG 气体。 

1Dg

实验上，利用 Feshbach 共振原理来调节粒子间三维 s 波散射长度 3Da 。1998 年，

Heinzen 小组（ 85 ）[16]和 Ketterle 小组（ ）[17]在实验上第一次观测到了冷原子

散射的 Feshbach 共振现象。当在连续的开通道发生碰撞的两个原子的能量，刚好与

Rb 23Na
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准分子自旋反平行的闭通道的能量相等时，就会出现 Feshbach 共振。这样，原子间

散射长度就可以通过外磁场进行调节，其关系为 

 

542 544 546 548 550 552
-1000

-500

0

500

1000

 

 
a 3D

/a
bg

B/G
 

图 1.2 87Rb 的三维 s 波散射长度与磁场的关系[18] 

 

3
0

1D bg

B
a a

B B

 
   

                        （1.3） 

在这里 为原子间远离共振时的背景散射长度， 为共振磁场中心位置，bga 0B B 为共

振磁场的宽度。从图 1.2 中可以直观地看出，随磁场的改变，散射长度可以在区间

 ,  上变化。因此通过调节三维散射长度 以及外势3Da a 的大小，相应的一维散

射长度 和有效一维相互作用常数 也可以在区间1Da 1Dg  ,  上变化。 

1.3 一维量子气体的理论研究方法 

与三维理想量子气体不同，在低温时，一维均匀无相互作用的理想气体并不会

发生玻色爱因斯坦凝聚现象。在理论物理研究领域，一维相互作用量子气体的研究

方法有平均场近似、量子蒙特卡罗、Luttinger 流体（Luttinger liquid formalism）、玻

色费米映射以及 Bethe-Ansatz 方程等。由于准一维束缚势强化了粒子之间的量子涨

落，所以相对于三维情况来说，传统的平均场理论并不适用于一维量子气。一般来
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说，用 Bethe-Ansatz 方程精确求解的方法可以给出很合理的物理解释。 

由于我们比较感兴趣的是热力学统计里的一维可积模型，因此，主要采用的方

法就是 Bethe-Ansatz 方程。Bethe-Ansatz 方程可以精确地求解出系统中每个粒子的准

动量。并且，从热力学 Bethe-Ansatz 方程出发可以轻易地得到体系基态能量。然而

只有在特殊区域里，例如 TG 气体极限下，才有解析解，在任意相互作用强度时，只

能通过计算机编程进行数值求解。 

1.4 本文内容 

本文在第二章详细介绍了一维玻色气体在周期边界条件和开边界条件下的

Bethe-Ansatz 方程，并特别地分析了在吸引相互作用区域系统的基态及激发态性质。

第三章简单介绍了两分量费米子的 Bethe-Ansatz 方程及其一些研究进展和主要结论，

讨论了玻色费米混合物的 Bethe-Ansatz 方程，并从热力学 Bethe-Ansatz（TBA）方程

出发，得到了强相互作用时基态能量的解析表达式。最后在第四章总结了所有的工

作。 

 

 

 



第二章 玻色子 Bethe-Ansatz 方程及其解 

第二章 玻色子Bethe-Ansatz方程及其解 

坐标 Bethe-Ansatz 方法是 1931 年 Hans Bethe[19]首先提出的，用来求解海森堡模

型的能谱，主要是在局部区域对一维情况下自旋为 1/2 的粒子进行排列。1938 年，

Lamek Hulthén 用 Bethe-Ansatz 方法求解反铁磁海森堡模型，并预言了自旋反平行，

得到了无限长海森堡链的基态波函数，因此，Bethe-Ansatz 也被称作 Bethe-Hulthén

假设。本章详细地介绍一维玻色子的坐标 Bethe-Ansatz 方法，并讨论在排斥相互作

用和吸引相互作用时方程的解。 

考虑长度为 的一维玻色气体，粒子总数为 ，哈密顿量的二次量子化形式为 L N

2
† †1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

2 2
D

x x

g
H dx dx

m
           

 † ˆ ˆ             （2.1） 

这里 和 为场算符， 为单个粒子的质量， 为相互作用耦合系数。令

，可以将哈密顿量写成一次量子化形式 

†̂

2  

̂

1

m 1Dg

m


2

2
1

2
N

i j
i i ji

H c x
x


 


   

  x                   （2.2） 

其中 ix 代表每个粒子的位置，所有的粒子在区间 1 2: 0 , , , NR x x x L 

/c n

内，

是粒子间相互作用强度，在文章中常用无量纲参数2/c m 1Dg   来表示相互作

用， 是一维气体平均粒子数密度。一次量子化的哈密顿量（2.2）和场论哈

密顿量（2.1）是等价的，证明过程见附录 A。这个模型被称作 Lieb-Liniger 模型，1963

年 Lieb 和 Liniger 首次求解了不考虑自旋的玻色子系统[20]。 

/n N L

2.1 周期边界条件Bethe-Ansatz方法及其解 

Bethe-Ansatz 方法的核心思想是将一维玻色子位置进行排列，每一种排列方式称

为一个局部区域，例如Q为 1,2, , N 的一种排列方式，那么在这种方式下的局部区

域为
1 2

0
NQ Q Qx x x  

N

L ，在局部区域内部没有相互作用，因此满足哈密顿量（2.2）

的波函数可以写成 粒子平面波的叠加形式， 

1

( ) exp( )
n n

N

P Q
P n

a P ik x


                      （2.3） 
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叠加系数 则由边界条件、波函数连续性条件来确定，在这里( )a P  jk 为 个粒子的

波矢， 为{1,2，…,N}的一个排列，

N

P
P
 表示对所有的波矢排列方式求和。那么全

区域下的波函数，就是对所有局部区域波函数求和 

     
1 2 1 21 2, , , , ,

N NN Q Q Q Q Q
Q

Qx x x x x x x x x             （2.4） 

其中      
1 2 1 2 1N N NQ Q Q Q Q Q Qx x x x x x  


       x ，  x y  为阶跃函数，当

x y 时为 1， x y 时为 0。 

2.1.1 周期边界条件Bethe-Ansatz方程的解 

取局部区域 ，波函数满足周期边界条件 1 1 2: 0 NR x x x   L

   2 20, , , , , , , , , ,j N j Nx x x x x x L                     （2.5） 

对多体系统，在局部区域中，当相邻两个粒子 jx ， 1jx  发生碰撞，占据同一个位置时，

 相互作用条件为 

   
1 11 1 1 1

1

, , , , , , , , ,
j j j jj j N x x j j N x x

j j

x x x x c x x x x
x x

 
   



  
     

         （2.6） 

在以上两个条件下，代入波函数（2.3），可以推导出粒子准动量 jk 满足 Bethe-Ansatz

方程 

 
1

( )
exp

( )

N
j i

j
i j i

k k ic
ik L

k k ic

 
 

                          （2.7） 

这是 个联立的方程组，通过求解方程组（2.7），可以得到一组准动量解N jk ，系统

总能量为 ，总的准动量为2
i

i

E k i
i

K  k 。这时局域波函数的系数就可以表示为 

 
2 2

( )
( ) 1

( )

l j

l j

N
P PP

j l P P

i k k c
a P

k k c

 
 

 
                      （2.8） 

当粒子之间为排斥相互作用，即 时，Bethe-Ansatz 方程的解为实数（证明

见附录 B），将式（2.7）两边取对数得 

0c 

 
1

2 2arctan[ ]
N

j i

j j
i

k k
k L I

c





       1, 2, ,j N      （2.9） 
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第二章 玻色子 Bethe-Ansatz 方程及其解 

其中 jI 为一组整数（ 为奇数）或是半整数（ 为偶数），当N N jI 确定时，就确定一

组本征态，因此 jI 为决定能级的量子数。对于基态，
1

2j

N
I j


  c  

TG 气体极限，准动量的解为 L

。特别是当

时，称为 2 /j jk I  ，在此极限附近单粒子能量的展

开式为  
2

2 2

互作用强度可以给出两粒子波函数关于相对坐标

2
2 2

4 12
/ 1 / 3 1

N N
E N L

Lc L c

 
    

 
。这种情况下，对于不同的相N 

 i jx x 的分布情况，如图

 

2.1 所示。 

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
0.0

0.5

1.0

1.5

 

 


(x

1,x
2)

(x
1
-x

2
)

 =0.5
  =5
  =400

 

图 2.1 不同相互作用强度下的两粒子波函数，取 1L   

 

当粒子之间为吸引相互作用，即 0c  时，Bethe-Ansatz 方程的基态解为复数解，

被称为 准动量为成对共轭的纯虚数；

量可以写作：

dimer 态，当粒子总数为偶数时， 当粒子数为奇

数时，准动量中有一个实数解，其余解是成对共轭的纯虚数。例如两粒子时，准动

1,2k i  ， 为实数； 准动量解的形式为：三粒子时， 1,2k i  ， 3k  ；

四粒子时， 1,2k i  ， 3,4 2k i  。因此吸引相互作用时，基态能量随相互作用强度

c 的增大是发散的，粒子总数为偶数时，    1 /12，L
2 2/ /E N L N   的极

限下， c L  [21,22]。吸引相互作用的基态也叫做束缚态（BS 态）或塌缩态。 

 7



一维相互作用量子气体 Bethe-Ansatz 方程 

吸引相互作用时，类似排斥相互作用的情况，方程（2.9）在条件
1

2j

N
I j


  下

也存在实数解，这个态为系统的一个激发态，当 时，这时称作 STG 气体极限，

对应的能量为

c 

 
2

22

4 12N N

L c
2 2 2/ 1 / 3 1E N N L

L c


 
     

  
 [23]。 

图 2.2 给出了两粒子时，由 Bethe-Anstaz 方程数值解得的能级分布情况。在这里

量子数  1 2,I I 分别取 ， 1/ 2,1/ 2  1/ 2,3 / 2 ， 1/ 2,5 / 2 。图中特别标出了 STG

气体极限、TG 气体极限和束缚态（BS 态）三种特殊情况。我们把 TG 气体极限所

在的那个能级即排斥相互作用时的基态称作 TG 态，在相互作用很大时对应 TG 气体

极限，同理将 STG 气体极限所在的能级称为 STG 态。 

 

-80 -40 0 40 80

-40

0

40

80

Super TG Gas

 

 

 (-1/2,5/2)
 (-1/2,3/2)
 (-1/2,1/2)

E
/N



Bound State

TG Gas

 

图 2.2 时，系统能量关于相互作用强度2N   的关系 

 

方程的积分形式 

时，粒子数密度

2.1.2 Bethe-Ansatz

热力学极限下，即 N ， L  /n N L 为常数，这时

Bethe-Ansatz 对于 TG 态，可以看到方程的分立波矢趋于连续分布。 态和 STG  jI 为

区间 ,
2 2

N N  
 

内一系列连续的整数或半整数，并且 jI 和 jk 一一对应。因此在连
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第二章 玻色子 Bethe-Ansatz 方程及其解 

续区间 内，定义粒子个数为 ,k k dk  dI k dkL ，相应 k 的区间为  ,Q Q ，这样

原本离散的 nsatz  Bethe-A 方程可以写成连续的方程：

   2 2arctan[ ]
Q k q

kL I q 


   Q c
Ldq             2.10） 

求导，可以得到 

（

方程两边对 k

 
 

 22

1 1 2

2 2
Q

Q

c
k q

c k q
 

 
 

               2.11） 

Bethe-Ansatz 方程的积分形式，总粒子数守恒，满足归

一化条件，

 

 

做变量替换，令

dq （

这就是在热力学极限条件下

  

为了方便计算，

 /
Q

n N L k dk                       （2.12）

能量表示成积分形式为：

Q

 2/
Q

Q
E L k k dk


                       （2.13） 

   k   g x Qxk Qx ，c Q ，且对应的 

化简为 

 
 

 g x
1

221

1 2
' '

2 2 '
g x dx

x x

1 
  

 
  2.14） 

要求

         （

 g x 满足归一化条件 

                        2.15） 

这里

 
1

1
g x dx 


  （

 
Q

Q
k dkc n c 


    

2

，变量替换后的能量为 2/
2

E N n e
m

 ，其中 


   
1 2

1
e g x x




           （
3

 
           2.16） 

 

dx   
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一维相互作用量子气体 Bethe-Ansatz 方程 

-3 -2 -1 0 1 2 3
0.0

0.5

1.0

 

 

(
k)

k

 
 
 
 

 

图 2.3 准动量密度分布 

 

通过数值计算关联方程（2.14）和（2.15），可以得到热力学极限下系统的动量

分布，如上图 2.3 所示。 

 

0

4

8

12

10-2 10-1 100 101 102 103

0

1

2

 
 

e(
)

 Atractive bosons
 repulsive bosons

g 2
(

)/
n2

||

 

 

图 2.4 能量和两粒子关联函数分布 

 

能量随相互作用强度的变化可以通过式（2.16）得到，在热力学极限情况下，根

据关系    2
2 /g n de d   ，同时可以得到二阶关联函数   † †

2g      的分布
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第二章 玻色子 Bethe-Ansatz 方程及其解 

情况。图 2.4 给出了热力学极限下，吸引相互作用和排斥相互作用的能量和关联函数

分布情况，可以看出  很大时，TG 气体和 STG 气体的能量几乎相同，为一个常数。

在  较小时，比起 TG 态，STG 态的局部关联要大很多，随相互作用强度  增大，

这两种情况的关联函数都趋于零。 

2.1.3 STG气体的性质 

对于多体量子系统，实验上一般只能验证基态的性质，例如 TG 气体在实验和理

论上都已经得到了详细地讨论。因为一般激发态都极其不稳定，会很快的衰退到基

态，所以在实验上对激发态的研究是比较困难的。Astrakharchick 等在 2005 年提出，

如果相互作用耦合常数 为负的无穷大时，一维量子气体存在一个强关联的态，称

作 Super Tonks-Girardeau 气体 [24,25]。2009 年，Näger 小组在实验上，通过调节相互

作用强度，使其从正无穷突变至负无穷，来制备一维强吸引玻色气体的激发态，观

察到了相对稳定存在的 STG 气体[12]，从而证明了 STG 态是一个强关联的亚稳态。 

1Dg

 

 

图 2.5 振荡频率与外势频率比值
22

xR   关于参数
22 2

1DA Na a  的变化[12] 

 

和 TG 气体相比，STG 气体有很多不同的性质，其中最重要就是这两者呼吸子

模型有很明显的差别。实验上，为了束缚一维量子气体，要外加一个很弱的简谐势

，这里2 2 / 2ext xV m x x 为外势的频率。当简谐势的频率变化时，一维量子气体会

发 生 集 体 振 荡 ， 称 作 呼 吸 子 模 型 。 呼 吸 子 模 型 的 振 荡 频 率 定 义 为
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一维相互作用量子气体 Bethe-Ansatz 方程 

 2 22 xx d x d 2   ，其中  2 2 /x n x x dx N  ， 是总粒子数， 为粒子

密度分布。利用局域密度近似计算，局部化学势满足条件 

N  n x

   0 extn x V x      

这里 0 为没有外势时的化学势，因为总粒子数守恒，归一化条件为 。图

2.5 给出了 TG 态和 STG 态呼吸子模型的振荡频率随参数

 N n x d x

22 2
1DA Na a  的变化趋势，

为外势的特征长度。图中点图为实验数据，线图为局域密度近似的理论计算结果

[24]，实线为 TG 态，虚线为 STG 态。对 STG 态来说其震荡频率先增大后减小，有一

个峰值，在实验中可以通过测量振荡频率，来判断一维量子气体是否处于 STG 态。 

a

2.1.4 热力学Bethe-Ansatz方程 

Amerongen 等人在 2008 年将 束缚在准一维的简谐势阱中，其空间密度分布

与热力学 Bethe ansatz 方程得到的结果相一致，从而验证热力学 Bethe-Ansatz 方法是

正确的[14]。基于在 2.1.1 节中提到的 Bethe-Ansatz 方程，这一节介绍有限温度下的玻

色子热力学方程[26]。从前面讨论已经知道，Bethe-Ansatz 方程的对数形式为（2.9）

式 

Rb87

 
1

2 2arctan[ ]
N

j i

j j
i

k k
k L I

c





       1, 2, ,j N   

在粒子总数 很大的时候，基态量子数N  jI 是一系列连续分布在区间 ,
2 2

N N  
 

上的

点（整数或半整数），并且 jk 分布在对应的区间  ,Q Q 上。那么在有限温度下，粒

子处于激发态上，即基态上的一些波矢的位置上留下空穴，波矢跃迁到能量较高的

位置上。这时量子数不再均匀的分布在区间 ,
2 2

N N 
 
 

上，一些量子数会取到比较高

的值，从而跳出该区间，在区间中形成一个“空穴”，相应的在区间外存在一个“粒子”，

形成配对。定义“空穴”的量子数为 J ，“粒子”的量子数称为 I ，那么整个波矢空间为 

  I
H k

J


 


，粒子

，空穴
                       （2.17） 

方程（2.9）变为 
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2 2arctan[ ]

i

i

k

k k
H k kL

c



                 （2.18） 

对于粒子总数很大的热力学系统，可以定义“空穴”和“粒子”的态密度为 和

,在区间  内粒子数为

 h k

 k ,k k dk  dI k Ldk ，空穴数为 ，所以有  hdJ k Ldk

     hdH k dI dJ k Ldk k Ldk                （2.19） 

热力学极限下， 替换为 ，离散式子可以写成微积分形式 ik q

     2 2arctan[ ]
Q

Q

k q
H k kL q Ldq

c
 




              （2.20） 

方程两边对 求导得到 k

    
 

 2 2

2
2 1

Q

h Q

c
k k q

k q c
   


  

  dq



        （2.21） 

粒子总数和能量为 

 /
Q

Q
N L k dk


                           （2.22） 

  2/
Q

Q
E L k k dk


                         （2.23） 

在区间  内，粒子数是,k k dk  k Ldk ，空穴数是  h k Ldk ，按统计学定义，所

有可能的状态数 为 dW

    
   

!

! !

h

h

k k Ldk
dW

k Ldk k Ldk

 

 

 
    




                  （2.23） 

对此式取对数得到微熵 

    
   

       
       

!
ln ln

! !

ln

ln ln

h

h

h h

h h

k k Ldk
dS dW

k Ldk k Ldk

k Ldk k Ldk k Ldk k Ldk

k Ldk k Ldk k Ldk k Ldk

 

 

   

   

   
      

        
               

 

系统的熵为 
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一维相互作用量子气体 Bethe-Ansatz 方程 

               

/

{ ln ln ln

Q

Q

Q

h h hQ

S L dS

dk k k k k k k k k k       







                        





ST N

}h 

吉布斯自由能定义为G E    ，T 表示温度，是化学势。在热力学平衡时，

自由能最小，要求吉布斯自由能变分为零 

      0G k E S T N k                     （2.24） 

将对应的式子代入上式，可以导出 

 
   

   
 

2
22

ln ln
Qh h

Q
h

k qT c
T k

k qc k q

 


  

 
      


q

dq


     （2.25） 

定义      exph k k k T   ，式（2.25）变为 

 
 

   2
22

ln 1 exp
Q

Q

T c
k k q T d

c k q
  

 
    

  q    （2.26） 

并且 满足条件式（2.21），也就是  k

     
 

 2 2

2
2 1 exp 1

Q

Q

c
k q

k q c
k T  


  

  dq       （2.27） 

（2.26）和（2.27）就是热力学 BA 方程（TBA 方程），也称为 Yang-Yang 热力学公

式[26]。通过迭代计算可以得到 和 k  k ，这样就可以计算整个体系的热力学性质。

系统压强和自由能为 

   ln 1 exp
2

Q

Q

T
kP dT





  k                （2.28） 

E PL N                          （2.29） 

利用 TBA 方程和压强的表达式，我们可以迭代导出相互作用无穷大附近基态能

量的解析表达式。对于基态，温度 ，那么当 时，   exp 0k T 0T    0k  ，

对 积 分 没 有 贡 献 ， 因 此 只 考 虑   0k  的 情 况 ， 这 时

     1 exp expk T k T   ，因此可以化简为 

   
 

2
22

Q

Q

kc
k k d

c k q


 

 
  

  q                （2.30） 
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2

1 Q

Q
kP 

 
    dk      

在 的条件下，保留 项，可以将上述两式积分展开得到 

               （2.31） 

c  31/ c

 
2

2 5
3

2 /21
15

P k
k k

c c c

4 


           
           （2.32） 

3
3 5

3 2 3

2 2 4

3 153

Q P P
Q Q Q

c
P

c c

 
   

     /2Q            （2.33） 

这里 是费米海的截断点，因此满足Q     0Q Q    ，即 

 
2 3 3

2 5
3

2 1 2
1 0

3 5 3

Q Q 2
Q Q Q Q

c c c

 
  

                        
   （2.34） 

从这个方程反解出 的表达式并带入

Q 

Q  k 和 中，就可以消去 得到 P Q

3/2 1/2 2
1/2 3

2 3 4 2

2 2 1 8 32

3 81 453

P P

c c c
P

   
   

      
 

          （2.35） 

根据热力学关系
P

n






，得到粒子数密度 

1/2
3/2 2

2 2 3 3 4 2

1 8 1 70 1 640 32

3 9 27 15
n

c c c

   
  

              
   

       （2.36） 

由此式可以得到化学式的表达式 

  

3
1/2 2 3 4

2 3

1 8 1 58 1 32 400

3 9 15 27
n n n

c c c

    


     
 

 n


        （2.37） 

代入压强表达式导出 

 

 

2 3
2

2 3

2
2

2 3

2 3

3

2 1
1 6 24 80

3

6

1 1 1 16
6 24 80

3

3

3

n n n

c c c

n
P

n




 






           
          



2
= 1 



           （2.38） 

体系能量为 

2
2 3

2 3

1 4 12 32
1 1

3 1

E L n P

n




  

 

  
      

  5

                  （2.39） 

这就是在相互作用极大时，一维玻色子能量的精确表达式，这个结果是从热力学 BA
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一维相互作用量子气体 Bethe-Ansatz 方程 

方程导出的。 

 

101 102 103

1

2

3

 

 

E
/N



  exact solution
 numerical solution

 

图 2.6 精确解和数值解的比较 

 

图 2.6 给出了能量精确表达式（2.39）和 BA 方程的积分形式数值解的比较，其

中实线是精确表达式的结果，点线是数值解，可以看出在相互作用极大时两者结果

趋于一致。 

2.2 

方程，与周期边界条件的情况相比，无限深方势阱条件下，波函数满足

开边界条件Bethe-Ansatz方程 

这一节主要介绍一维均匀玻色子在开边界条件下，即无限深方势阱中的

Bethe-Ansatz

边界条件 

   2 20, , , , , , , , , , 0j N j Nx x x x x x L              （2.40） 

局部区域 1 1 2: 0 NR x x x L   里，假设波函数具有形式 

1, , , 1

( ) exp( )
n n

N

N

n P Q
P r r n

a P ir k x


  


 

其中 n 将波函数代入本征方程，代表粒子向右或是向左运动， 可以得到关系[28]： 1r  
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 1

( ) ( )
exp

( ) ( )

N
l j l j

j
l l j l j l j

i k k c i k k c
ik L

i k k c i k k c 

   


              （2.41） 

TG态、

类似于周期边界条件，对于开边界条件，相互作用 在区间

2.2.1 STG态和BS态 

c  ,  上变化时，

求解 BA 方程（2.41），也可以找出相应的基态和激发态。 

 

 
图 2.7 开边界条件， 的 STG、TG、和 BS 态能谱随相互作用参数4N   分布 

 

在图 2.7 中画出了四个玻色子时系统的能谱分布，这里，横坐标为 1  ，可以

看出， 个临 1 0  ，即这三个态的能量有两 界点，在强相互作用极限 时，

STG 态）对应 STG 气体极限，排斥相互作用基态（BS 态）

对应

吸引相互作用激发态（

TG 气体极限，这两者能量趋于同一个常数为   2 21 2 1 6E N N N L   ，图

中实线和虚线在 1 0  相等；另一方面，在弱相互作用区域 0  ，即 1   

时，无论是在排斥相互作用还是在吸引相互作用，系统基态能量趋于同一个值，即

中，实线和折线在图 2.7 1   处相等，为 2 2E N L 。 

下的准 解并不是和周期边界条件相比，开边界条件在 STG 态和 TG 态情况 动量

对称分布的，并且随着相互作用强度的增大，STG 态和 TG 态的准动量接近于同一
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一维相互作用量子气体 Bethe-Ansatz 方程 

组值。开边界条件 BS 态的 相等虚部互为 解，解是实部 共轭的复数 例如四粒子时，为

1,2k 1 1i  ， 3,4 2 2k i    ，在相互作用无穷大时， 1 2 N    。图 2.8 给出了

50  的准动量解，其中横轴表示准动量实部，纵轴表示虚部。 

 

  
图 2.8 开边界条件下， 时，相互作用取 50 4N  的准动量 

 

在第一章中提到，通过 Feshbach 共振原理和对束缚势的调节，在临界点附近，

可以调节相互作用强度 ，使其从+突变至 -，从图 2.6 可以看到，这时能量可以

从 TG 态平滑地过渡到 STG 态，说明通过调节外势和粒子间相互作用，可以使一维

量子气体从 TG 气体演变至 STG 气体。然而从 TG 到 STG 的动力学演化实际过程是

比较复杂的，我们计算了 TG 态到 G 态和 态的跃迁几率随相互作用强度的变

化。从 TG 态到 STG 态跃迁几率幅为

ST BS

   STG TGt= X X  ，相应的从 TG 态到 BS

态的跃迁几率幅是    BS TGt= X X  。图 2.9 中给出了初态排斥相互作用分别为

200,1  时， STG 和基态（BS 态）的跃迁几率，可以

看出，在相互作用很大时，从 TG 态到 STG 态的跃迁几率接近 1，而弱相互作用时，

迁几率非常小，在 下

态上。 

到吸引相互作用激发态（ 态）

TG 态到 STG 态的跃 这种情况 ，系统有很大的几率最后处于 BS
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图 2.9 从 TG 态到 STG 态和 BS 态的跃迁几率 

 

2.2.2 单体密度矩阵和关联函数 

对于一维玻色气体，玻色子在 x处的几率可以用单体密度矩阵来衡量， 

    2

1 2 2, , N Nx N x x x dx dx                     （2.42） 

态）、排斥相互作用的基态（TG 态）、和吸引相互作

用的基态

矩阵分布情况。这里灰度值表示

对应吸引相互作用激发态（STG

（BS 态）三种不同的情况，图 2.10 给出了不同相互作用强度下的单体密度

 x 的大小，颜色越浅

大。从最左边的一组图看出，相互作用强度

，表示玻色子的占据几率越

 的值较小时，即最上面一条灰度图所

示，系统的激发态为七个峰，这组图最下面的一条图表示相互作用极大的情况，接

近 STG 气体极限，  x

度减小。中间的一组图为排斥相互作用基态时

的

为四个峰，说明随着吸引相互作用强度变大系统的费米化程

的单体密度矩阵分布，从弱相互作用

时的一个峰变为 TG 气体极限下的四个峰，表明随排斥相互作用强度变大系统的费米

化程度增大，而 BS 态 密度分布随相互作用强度变化不大，在势阱中心位置粒子占

据几率一直保持最大。在  时，STG 气体（左下）和 TG 气体（中下）的密度

分布几乎一样。在弱相互作用 0  时，排斥相互作用（中上）基态和吸引相互作

用（右上）基态密度分布基本相同。这也从另一个角度说明， 从突变至时，

处于 STG 态的几率比较大，但当 变到 0 时，处于束缚态的几率较大。 从 0
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一维相互作用量子气体 Bethe-Ansatz 方程 

 

 

图 2.10 时，不同相互作用强度下的单体密度矩阵分布,从左边开始依次是 STG、TG、和

BS 态的单体密度矩阵灰度图，颜色越深表示粒子占据几率越小，从上到下相互作用参数 STG 态

依次取

N = 4

0.1, 1, 2.5, 5, 12.5, 25, 100         ，TG 态依次取 0.1,1, 2.5,5,12.5, 25,100  ，

BS 态依次取 0.1, 0.5, 1, 2, 3, 4, 5         。 

对于一维精确解模型，另一个很重要的物理量是二阶关联函数，可以从波函数

出发计算： 

 

      2

2 31 , , , 3N Ng x N N x x x x dx dx                （2.43） 

表示在同一个位置 2g x x处同时测量到两个粒子的几率。图 2.11 中给出了不同情况

/ 2L下的二阶关联函数在势阱中心位置 的计算结果，这里先通过数值计算求得 BA

方程的解，然后代入波函数后由定义式（2.43）积分，就可以得到关联函数在不同相

互作用强度时的分布情况。 

 

图2.11 的关联函数随相互作用强度参数4N   的分布 
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0 
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如图所示，弱相互作用时，STG 态的关联函数要比 TG 态较大，在 时，

TG 态的关联函数值约为 1，STG 态的关联函数趋于 2，在强相互作用  时，STG

态和 TG 态粒子间的关联函数都减小到零，说明这时系统的费米化程度很强，虽然边

界条件和计算方法不同，但这个计算结果和前面 2.1.2 节中提到的，周期边界条件热

力学极限下的结果是一致的。作为对比，图中同时给出了 BS 态的关联函数，可以看

出束缚态是一个强关联的系统，并且随相互作用强度增大，关联越大，说明在束缚

态时两个粒子同时处于势阱中间位置的几率是非常大的，因此束缚态也被称作塌缩

态。 

 

 

 



一维相互作用量子气体 Bethe-Ansatz 方程 

第三章 两分量气体Bethe-Ansatz方程介绍 

 碰撞相互作用的自旋 1/2的费米子或两分量玻色子也可以用Bethe-Ansatz方法

求解，在这方面，Gaudin 和 Yang 在 1967 年就给出了精确解模型的 BA 方程[29,30,31]，

本章简单介绍一下这方面的主要结果。为了求解自旋为 1/2 的一维费米子的多体系

统，必须引入代数 Bethe-Ansatz 方法[32]。代数 Bethe-Ansatz 方法的基本思想是，在

自旋空间构造一个赝真空态（所有粒子自旋朝下），用产生算符和湮灭算符作用赝真

空态，表示生成一个自旋向上的粒子并消灭一个自旋向下的粒子，这样就可以求得

哈密顿量的本征函数。 

3.1 两分量费米子Bethe-Ansatz方程 

自旋为 1/2 的一维费米气体系统的哈密顿量为 [30,31] 

           
2 2

† † †
2

, 2 F
F

H dx x x g dx x x x
m x 


   

 


        

 


x  （3.1） 

这个模型也被称作 Gaudin-Yang 模型， †
 和  为费米子场算符， 表示自旋

向上或是向下， 为费米子间相互作用强度。一次量子化后，哈密顿量（3.1）也可

以化简为 Lieb-Liniger 模型 

,  

Fg


2

2
1 2

N

F i
i i jF i

H g
m x


 


   

  jx x                   （3.2） 

N 为费米子总数。在局部区间 QNQQ xxx  ...21 内，假设系统的波函数为 

      
P QNPNQPQPN xikxikxikPQaxxx ...exp,,...,, 221121     （3.3） 

总波函数同样可以通过对局域波函数的粒子置换得到。这里  PQa , 是一个 的

矩阵， 表示粒子坐标顺序的排列，是矩阵的行；

!! NN 

Q P 表示粒子准动量顺序排列，是

矩阵的列。利用粒子间的碰撞导致的 函数边界条件和波函数连续性条件，可以得

到各个系数 之间的关系  PQa , 

              1,,1,1,,1, 11   llPllQaullPQauPQa PllPPllP      （3.4） 
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其中，
ickk

kk
u

nm

nm
mn 


 ，  表示 和1, ll l 1l 位置的交换。  1, llP 表示的置换如

下所示： 

  










PNPllPPP

Nll

...1...21

...1...21
            （3.5） 

对应的 表示的置换为  1, llQ 



  










QNQllQQQ

Nll

...1...21

...1...21
            （3.6） 

如果把矩阵 的某一列向量标记为 PQa ,  P ，则  P 满足关系 

   ............ 1, mnYnm ll
mn                      （3.7） 

其中， ，叫做杨算符，在这里 表示对粒子坐标排列中的第

处和第 b 处进行置换。根据（3.6）式，可以得到 满足两个关系式。由于

  abmnmn
ab

mn PuIuY  1

   

abP

Ya ab
mn

 ......... ,11 nmYnm ll
nm ......... ,1, YmnY ll

mn
ll

mn    ，因此得到第一个关系式为 

1,, ab
nm

ba
mn YY                              （3.8） 

由于从  ......nmj 到  ...... jmn  有两条路径可以实现 

       
       .........................

,........................

jmnjnmnjmnmj

jmnmjnmnjnmj

 





        （3.9） 

并且这两条路径是等价的，因而得到第二个关系 

bc
mn

ab
jn

bc
jm

ab
jm

bc
jn

ab
mn YYYYYY                         （3.10） 

这就是著名的 Yang-Baxter 方程。 

将波函数（3.3）代入周期性边界条件    NN xxLxx ,...,,...,0 22   ，得到 

     
    

...

exp2...13......213

exp1...2......12

21223,1

11223,1

LikNPPPN

LikNPPPN

NN

NN

 










               （3.11） 

结合关系式（3.8），可以得到本征方程： 
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一维相互作用量子气体 Bethe-Ansatz 方程 

     NXXXXXXNLik jjjjjNjjjjj ...123.........12exp ,121,,2,1        （3.12） 

这里      IuPuPuIuPYPX ijijijijijijij
ij

ijijij  11 ，I 为单位算符,那么只要找出满

足本征方程（3.12）的准动量 jk 的解，就能得到波函数的具体形式。 

如果只考虑单分量无自旋的玻色气体，波函数满足粒子交换对称性，（3.12）就

变成了第二章第一节中的满足周期边界条件的 BA 方程，即式（2.7）；如果考虑单分

量的费米气体，体系波函数满足粒子交换反对称性，那么（3.12）就变成了

  1exp Lik j ，表示粒子间不存在相互作用。若考虑自旋 1/2 的费米子，其中，M 个

粒子自旋向下，N M 个粒子自旋朝上，并且波函数满足粒子交换反对称性，（3.12）

可以化简计算得到两分量费米子的 Bethe-Ansatz 方程[32] 

 
1

/ 2
exp , 1, 2,...,

/ 2

M
i j F

i
j i j F

k ic
ik L i N

k ic

  


               （3.13） 

 1 1

/ 2
, 1, 2,...,

/ 2

N M
i j F i j F

j j j ii j F i j F

k ic ic
i

k ic ic  

     


       M         （3.14） 

其中 是和波矢 k 相同类型的变量，也叫作谱参数，这里 2
F F Fc m g  。在最近的文

章里对强吸引相互作用的两分量费米子的情况进行了深入的分析和讨论[33-35]。 

3.2 玻色费米混合物 

本节介绍玻色费米混合物的 Bethe-Ansatz 方程，并推导出混合物的热力学

Bethe-Ansatz 方程。考虑一个由玻色子和费米子组成的均匀一维系统，系统的哈密顿

量是 

2 2
† † † † † †

0

1

2 2 2

L

x b x b x f x f bb b b b b bf b f f b
b f

H dx g g
m m

                      
  


 

（3.15） 

其中 ， 分别是玻色子和费米子的场算符， 和 分别是玻色子和费米子的

质量， 是玻色子和玻色子之间的相互作用强度， 是玻色子和费米子之间的相

互作用强度。哈密顿量(3.15)中前两项是动能项，后两项是相互作用项。由于泡利不

相容原理，费米子之间不会发生碰撞，因此不存在费米子间的相互作用项。这个模

b

g

f bm fm

bfbb g
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第三章 两分量气体的 Bethe-Ansatz 方程介绍 

型只有满足以下两个条件才是精确可解的，第一个条件是玻色子和费米子的质量相

等，第二个条件是玻色子和玻色子之间的相互作用强度等于玻色子和费米子之间的

相互作用强度，即 

ggg

mmm

bfbb

fb



 ,
                        （3.16） 

令 ，哈密顿量写成一次量子化形式， 12  m









ji

ji

N

i i

xxc
x

H 2
1

2

2

                  （3.17） 

其中 。 2/mgc 

3.2.1 玻色费米混合物BA方程 

1970 年，Lai 和 Yang[36]得到由无自旋的玻色子和自旋 1/2 的费米子组成的混合

物的 Bethe-Ansatz 方程 

  Ni
ick

ick
Lik

M

j ji

ji
i ,...,2,1,

2/

2/
exp

1








           （3.18） 
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ijj ji
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     （3.19） 

b

M

j jl

jl Ml
icA

icA
,...,2,1,1

2/

2/

1








                （3.20） 

其中 为玻色子的数目，bM M 为玻色子的数目和自旋朝下的费米子的数目之和，N 为

所有粒子的数目， j 和 lA为谱参数。 

当只存在单分量费米子时，例如令所有费米子自旋朝上，则以上三个互相耦合

的方程组变为两个方程组， 和bM M 等价，这样就得到了不计自旋时，一维玻色和

费米混合气体的 Bethe-Ansatz 方程[37] 

 

M
ick

ick

Nj
ick

ick
Lik

N

i i

i

M

j

j
j

,,1,
2/

2/
1

,,1,
2/

2/
exp

1

1






























 



        （3.21） 

其中波矢 是准动量，谱参数Nkk ,,1  M ,,1  是和波矢相同类型的量。可以证明
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一维相互作用量子气体 Bethe-Ansatz 方程 

(3.21)式在排斥相互作用时的解为实数，因此我们同样可以将混合物的 BA 方程推广

到热力学 BA 方程。 

类似玻色子的情况，对上面方程两边取对数，得到 

  

  
1

1

2 2arctan 2 2 /

2 2arctan 2 2 /

M

j j j

N

i
i

k L I k c

J k




 









   

   



 c

              （3.22） 

这里有两组量子数 和 ，分别根据jI J M 和 的奇偶性取整数或半整数。系统处于

基态时，量子数取值满足条件 

N

      
      

1 / 2, 3 / 2, , 1 / 2

1 / 2, 3 / 2, , 1 / 2

jI N N N

J M M M

     

     




            （3.23） 

热力学极限下，即 ， ， ，且N  M  L  N L 和M L为常数，定义在区间

内波矢 的个数是 dkkk , k  dI k Ldk ，在区间   d, 内谱参数 的个数是

，并且 的取值范围为



 dJ   Ld k  ,B B ，的取值范围为 ,A A 。那么方程

(3.22)变为连续方程，得到玻色费米混合物的 BA 方程的积分形式 
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c k

c
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               （3.24） 

玻色子数目和总粒子数守恒，因此  k 和    分别满足归一化条件 

 /
B

B
n N L k dk


                         （3.25） 

 /
A

A
m M L d


                         （3.26） 

体系能量为 

 2/
B

B
E L k k dk


                        （3.27） 

类比单分量玻色子情况，能量可以写作 
2

2/
2

E N n e
m

, 


，在这里， 为玻色子与

总粒子数的比值， nc / 。在图 3.1 中给出了不同 和 时的能量分布 。可以

看到，当

  , e

1 ，即粒子全为玻色子，能量分布为 Lieb-Liniger 模型的情况；当 0 ，
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即粒子全为费米子时，能量分布为理想费米子的情况。 
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图 3.1 不同 和 时的能量   ,e [37]。 

 

3.2.2 玻色费米混合物TBA方程 

如(3.23)式所示，一维玻色费米混合气体基态的量子数 和 是一系列连续分布

的 格 点 （ 整 数 或 半 整 数 ）， 均 匀 分 布 在 区 间

jI J

    2/1,2/1  NN 和

上，对应的波矢 和谱参数    2/1,2/1  MM k  分别分布在区间  和

上。在有限温度下，波矢 k 或谱参数

BB,

 AA, 就会从原来的位置跃迁到能量较高的

位置，超出了区间  BB, 或 的范围，在原来的格点处留下“空穴”，并在新的

位置形成 “粒子 ”。这时系统处于激发态，量子数

 A A,

I 和 不只局限于区间

和

J

    2/1,2/1  NN    /1 ,2/ 21 M M ，而是有可能也占据区间外的格点。定

义整个空间为  'I k J和 ，满足方程 ' 

    

    
1

1

2 ' 2arctan 2 2 /

2 ' 2arctan 2 2 /

M

N

i
i

I k kL k c

J k












   

    



 c

              （3.28） 

 'I k 为一个均匀连续分布的格点空间（整数空间或半整数空间），由占据的格点和
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一维相互作用量子气体 Bethe-Ansatz 方程 

不被占据的格点组成。同样的，谱参数对应的格点空间为  'J  也成为一个均匀连

续分布的格点空间。和玻色子情况相似，在热力学极限下，定义在区间  内

波矢 的个数和空穴的个数分别为是

dkkk ,

k  k Ldk 和  Ldkkh ；由于占据的格点 和波矢

一一对应，不被占据的格点和空穴一一对应，所以在区间

I

k  dkkk , 内波矢 和空

穴两者个数的和为 

k

      LdkkhkkdI   '  

同理，定义在区间   d, 内谱参数的个数和其空穴的个数分别为    Ld 和

  Ldh 。由于占据的格点 和谱参数J 一一对应，不被占据的格点和谱参数的

空穴一一对应，所以区间   d, 内谱参数 和其空穴两者个数的和为 

       dJ  Ldh'  

这样(3.28)式中的求和变为积分 
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         （3.29） 

 k这里 A 和 分别B 和 k 的截断点，上两式分别对 k 和求导数，得到 和   满

足约束条件 
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          （3.30） 

粒子数密度和能量密度的表达式为 

/
B

B
n N L 


                        （3.31） 

/
A

A
m M L 


    

dk

                   （3.32） 

 2/
B

B
E L k k


                        （3.33） 

在  k 和  kh 给定的情况下，在区间  dkkk , 内波矢和空穴的总个数是
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    Ldkkk h   ，其中，波矢的个数是  Ldkk ，空穴的个数是  Ldkkh ，所以在

区间 内所有可能的状态的数目是  dkkk ,

    
   

!

! !

h

h

k k

dk

 

 k

Ldk
dW

k L k Ldk

    
      

在   和  h   d, 内所有可能的状态的数目是 给定的情况下，在区间
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! !

h

hLd

 

 

Ld
dW

Ld

    
   

 
      

系统的微熵为 

 

    
 

 
  

  
 

 

ln

ln

ln

k

k

dS dW
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ln

! !
ln
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ln ln
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h h

h h h
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k k Ldk Ld

Ldk k Ldk Ld Ld
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!

ln

ln

h

h

k k



 


 

 

积分得到系统的熵 

                  
 

B

B

 


 

 


             

ln ln ln

ln ln ln

h h

A

h h hA

S
k k k k k k k k

L
      

    


     

             
h h

h

k d

d



 
（3.34） 



吉布斯自由能  FG E TS N M M      B ，其中 是系统的温度，T F 和 B

是拉格朗日乘子，其物理意义分别是费米子和玻色子的化学势。为了达到热力学平

衡，在满足约束条件(3.30)的情况下，吉布斯自由能取极小值，即对  k 和  的变

分等于零 

  0
k

F




，         0


F
                （3.35） 

这样可以得到积分方程 
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2
22

22

4
ln / ln 1 / 0

2 4

4
ln / ln 1 / 0

2 4

A

F h hA

B

F B h hB

T c
k T k k d

c k

T c
T k

c k

    


     






       
 

      
 



 k dk
（3.36） 

定义 

      exp / /hk T k k   ，       exp / /hT             （3.37） 

混合物热力学 Bethe-Ansatz（TBA）方程为[38] 

 
 

   

 
 

   

2
22

22

4
ln 1 exp /

2 4

4
ln 1 exp /

2 4

A

F A

B

F B B

T c
k k T

c k

T c
k T dk

c k

  


   






       
 

     
 





d

        （3.38） 

根据(3.37)式，约束条件(3.30)式变为 

     
 

 

     
 

 

22

22

1 1 4
1 exp / ,

2 2 4

1 4
1 exp / .

2 4

A

A

B

B

c
k k T

c k

c
T k

c k

  
 

  






  
 

   
 





d

dk

 

         （3.39） 

密度函数  k 和   可以利用迭代的方法联合求解上面方程而获得数值解。当温度

T 、相互作用强度 、化学势c F 和 B 被确定时，就可以得到系统所有的热力学性质，

例如，压强、自由能和熵分别为 

  ln 1 exp /
2

B

B

T
P 

 
   k T dk                              （3.40） 

 BE PL M N M F                                        （3.41） 

           

           

1 exp / ln 1 exp / /

1 exp / ln 1 exp / /

B

B

A

A

S
k k T k T k

L

T T

   

   





T dk

T d

      

          



 
  （3.42） 

系统的熵还可以通过热力学的一般公式
, ,L N M

E
S

T

    
求得，同样也可以得到系统的

比热为
MNL

v T

S
TC

,,











 。 

3.2.3 玻色费米混合物TBA方程高阶迭代展开 

在 Yin[38]文章中利用数值迭代的方法和局域密度近似讨论了有限温度下的一维
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玻色费米混合气体的性质。这一小节我们试图通过第 2.1.5 小节中相同的迭代方法，

得到强相互作用时玻色费米混合气体的 TBA 方程的高阶精确表达式。这里在温度

时，方程组（3.38）和压强（3.40）可以化简为以下三个式子 0T 

   
 

2
22

41

2 4

A

F A

c
k k d

c k


 

 


    

              （3.43a） 

   
 22

41

2 4

B

F B B

c q
dq

c q


  

 
   

              （3.43b） 

 1

2

B

B
P dk k

 
                                 （3.43c） 

首先，在相互作用强度 趋于无穷大时，为了得到c  k 关于相互作用强度1 c 的

精确表达式，把式子（3.43b）代入（3.43a）积分，保留至 31 c 项，可以得到 

   
 

 
 

 

   

 
 

2
22

2

2 22 2

2
2 2 2 2

2

2 2 22 2
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41 4
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F F B B
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k k d

c k

c qc
d dq

c k c q

c qA A
k dq

c c k c c

c q q A Ac
dq

c c Ac k

 
 







  






 






    

 

   
     

4Ac

A
          

    



 




 

将上式右边按1 c 作级数展开并积分，这里右边的积分可以用（3.43c）式替换成P ， 

为了计算方便令 

2

2 4
2arctan

4

A Ac

c c A
  

 2
                   （3.44） 

那么 的解析式化简为  k

     
 

2

2 2

3 5

2 3

2 2 2
arctan

2 2 2 2
arctan

3 5

F F B

F F B

A Pc
k k

c c k

A
B B

c
c

   
 

  







     


     
 

        （3.45） 

 k 在截断点处为零，即     0B B    ， 
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2

2 2

3 5

2 3

2 2 2
0 arctan

2 2 2 2
arctan

3 5

F F B

F F B

A Pc
B

c c k

A
B B

c
c

   
 

  
 



    


     
 

 

从这个方程可以反解出截断点B ，重新定义变量 

 2
arctanF F B

A

c
  


   

2
                     （3.46） 

得到关系 

3/2
2

3 2

1 2 1 2 4
1

15

P P
B

c c
 

  
  

        
               （3.47） 

将 的表达式（3.45）代入(3.43c)积分，就得出压强在强相互作用下的解为  k

3
3 2

1/2 1/2 2
3/2 2 3 3

2 2 3 3 3 7

2 1 4

3 3

2 1 2 1 1 32 8

3 4

P
P B

c

P P

c c c


 


5 81

  
    



   
 

          
   

在推导过程中，需要注意的是，我们保留至 31 c 项，这个式子两边都有变量 ，重

新整理合并为 

P

2 5/2 2 2
3/2 3 3

2 2 5 3 7 3

2 1 4 1 28 1 640 32

3 3 9 81 45

P
P

c c c

   
    

          
 

      （3.48） 

玻色子的数目和总粒子数目是由压强和化学势决定的，热力学性质满足关系 

B

M P
m

L 


 


           
F B

N P P
n

L  
 

  
 

 

结合定义式(3.46)可以证明  2 2
arctanF B

A m

c n
 


  ，并且由三角函数关系得出

2 2

4
sin

4

Ac m

c A n
    

，因此定义式(3.44)变为 

sin
m

n n
    

 
m 
                         （3.49） 

这样就导出 
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1/2 2 3
1/2 3/2

3 2 5 3 7 3

1 1 8 1 70 1 640 32

3 9 27 15

F B

P P P
n

c c c

 

  
    

  
  
  

   
        

  



 

比较上式左右两边对应的项，整理得到 

     
2 3

2 31/2
3 2 4 3 6 2

1 8 1 58 1 52 32

3 9 27 15
n n n

c c c

    4
n  

   
 

      
 


 

把此式代入式（3.48）中消去变量，最后导出压强的精确表达式 

   
1/2 2

3 4 2 3
3 2 3 3 3 7

2 1 4 1 1 32 8

3 4

P
P n n

c c c

 3

5 81
    

    

        
 

   （3.50） 

根据自由能的定义(3.41)，系统单位长度自由能为 

 

       

     

 

2 3
3 4 5 6

3 2 5 3 7 3

2
3 4 5

3 2 5

3
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3 7 3

1 1 4 1 4 1 32 32

3 3 3 45

1 1 4 1 4
sin sin
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1 32 32
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3 45

B F
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c c c

m m m m
n n n

c n n c n

m m m m
n

c n n n n

 

      
    

      
  

    
 

    

 
     

 

                      

            

       

n

 

物理上，用无量纲参数 c n  标志相互作用强度。在上式中 m n  表示体系玻色

子占总粒子数的比例，由此可以看出，单粒子能量在相互作用强度无穷大附近高阶

展开只和粒子数密度 和玻色子数目占据比例n  有关系， 

2 3 2
2 3

2 3

1 4 sin 12 sin 32 sin sin
1

3 1

E
n

L

        
      

                                     5
 

热力学极限下，N ，L ，  n N L 为一个常数。当m n 时，
sin

1



  ，

表示体系全部为玻色子，这时上述结果和单分量玻色子结果（2.39）趋于一致： 

2
2 3

2 3

1 4 12 32
1 1

3 1

E
n

L


   5

  
      

  
 

图 3.2 中给出了能量和粒子数比 的关系，其中实线是图 3.1 中的数值解，虚线

是通过迭代求得的解析解，可以看到在相互作用强度极大时，解析解和数值解的结
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果基本一致，尤其当体系中玻色子数目较少时，解析解和数值解完全重合。 

 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

3.10

3.15

3.20

3.25

3.30

 

 

E
/L



 
 
 
 
 
 

 

图 3.2 在强相互作用条件下能量和粒子数比 的关系 

 

3.3 哈伯德模型Bethe-Ansatz方程 

自旋 1/2 的费米子在一维光晶格中的系统可以用哈伯德模型来描述。因为哈伯德

模型可以用来计算强关联的电子系统，所以在凝聚态物理的理论研究领域中有很重

要的意义。E. H. Lieb和F. Y. Wu在1968年给出了哈伯德模型的Bethe-Ansatz方程 [39]。 

考虑自旋1/2的粒子在一维光晶格中，可以用场算符 ,j  来描述，这里 j 为光晶

格的格点位置，可以取 1,2,j N  ，N 是光晶格格点总数， ,  表示自旋， ,j  满

足对易关系 

   † †
, , ' , , ', ,j j j j         0， †

, , ',i j ij '      ， †
, 0 0i i , 0     （3.51） 

这里 0 为Fock真空态，一维哈伯德模型的哈密顿量为 

    † †
1, , , 1,

1 1

1
N N

j j j j j j
j j

H U   


   
 

         n n

,j

      （3.52） 

其中 †
, ,j jn      为 j 格点处的粒子数。定义系统里自旋朝上的粒子总数为 ，相

应的自旋朝下的粒子数为

N

sN N  ，那么总粒子数为 cN N N   ，且0 2 。cN N 
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系统本征态由 个准动量cN jk （ jk 表示无自旋时的空间准动量）和 sN 个参数（表

示自旋波性质）决定，在周期边界条件下，可以导出哈伯德模型的Bethe-Ansatz方程

为 

1

2
s sin

2 arctan
N

jk
Nk

U



j jI




 
 
 

  ，    1,2,j N      （3.53） 

1 1

sin
2arctan 2 J 2arctan
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U U
  




 j  

 

  
   

 
 

 
 
 

1,2, sN     （3.54） ， 

J 分别取整数和半整数： 这里量子数 jI 、

，   
1

2
c sN N

J
 

                 （3.55） 
2

s
jI

N


那么体系总能量为 

                       ） 

系统总动量为

1

2 cos
N

j
j

E k


   （3.56

 

1 1

1 sNN N

j j
j ja 1

I J
N 

  

 
   

 
   ） 

BA方程组(3.53) (3.54)的基态解，量子数是关于原点对称的，因此基态的总动量

， ，并且

K k

，

                 （3.57

和

在热力学极限下，

0K  。 

cN  sN  cN N sN NN  和 为常数时，

 QQ , 和  BB, 上连续分布，假设其态密度分别为  kjk 和分别在区间 和实数解

   ，那么哈伯德模型B the-Ae nsatz方程的积分形式为 


   

 22

8
2 1 
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16 sin
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B
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U k

 
 



 
 
   

            ） （3.58

 
  

 2 2 2

8 4 '
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4 '16 sin

Q B

Q B
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      ） 

费米海截断点

2

Q和
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U k

U k 


3.59


（

B 由 
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Q

cQ
dk k N N


                      （3.60） 

 
B

sB
d N 


 N                      （3.61） 

对应的能量的积分形式为 

 2
Q

Q
c

E
dk k k

N



   cos                    （3.62） 

可以看出哈伯德模型的BA方程也可以进一步推广至热力学Bethe-Ansatz方程，但是因

为多粒子哈伯德模型BA方程不能精确求解，需要进一步对其进行讨论。 
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第四章 结论与展望 

综合前几章的论述，本文主要计算了一维相互作用量子气体用 Bethe-Ansatz 方

法得到的精确解模型。简单介绍了单分量玻色子和两分量量子气体在不同外势和不

同边界条件下的 Bethe-Ansatz 方程的推导过程。并且详细讨论分析了一维单分量玻

色子在周期边界条件和开边界条件下的 Bethe-Ansatz 方程的基态和激发态解，比较

计算了不同相互作用强度下基态和激发态的基本性质。从热力学统计角度出发，可

以将 Bethe-Ansatz 方程推广到热力学 Bethe-Ansatz 方程，即 TBA 方程，由此计算一

维多体系统的热力学性质。然而一维多体量子体系的很多性质，例如其动力学演化

过程等还需要进一步深入研究。 

在1931年Bethe用Ansatz方法得到一维海森堡模型的波函数之后不久的时间里，

一维相互作用自旋 1/2 粒子的模型以及其他混合物的精确解模型也相继建立起来。因

此理论物理研究领域，一维多体量子系统受到物理学家和数学家的关注已经将近一

个世纪时间。由于真实三维世界里不可能存在严格的一维量子气体，这些一维模型

一度被称作理论物理学家的“玩具”，只存在于理论计算的范围内。然而，二十世纪

末和二十一世纪初，实验技术飞速发展，通过化学合成或是各种物理技术手段制备

了准一维系统，因此怎样利用一维模型的理论结果来解释分析实验上准一维系统的

性质就成为很多学者感兴趣的研究热点，这也是为什么还有诸多的物理学家还在不

断地探索一维模型的原因。 
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附录 A 

附录A：一维气体量子场论哈密顿量和量子力学哈密顿量 

用量子场论可以描述多体系统的量子力学问题，在坐标空间里，每个粒子看做

一个“场”。一般情况下，粒子是可以产生或是湮灭的，粒子总数不守恒。Bethe-Ansatz

方法要求把哈密顿量写成量子力学形式，但是系统的物理性质用量子场论来描述会

更好，这里我们将要证明对于一维多体系统量子场论的哈密顿量和量子力学哈密顿

量是等价的。 

一维玻色气体的场算符为  ,x t ，在 t时刻，其对易关系为 

     †,x y x      y                      （A.1） 

       † †, ,x y x y         0                （A.2） 

量子场论中的哈密顿量为 

            † † †
x xH dx x x c x x x x                 （A.3） 

定义 Fock 态 0 ，满足关系   0 0x  ，x R ，也叫做赝真空态，对应的左手赝真

空态为
†

0 0 ，同时满足  †
0 0x  ， 0 0 =1。 

上述粒子总数为 的哈密顿量可以在下面的基矢上展开， N

     † †
1 1

1
, , 0

!
N

N N Nd x x x x x
N

     N          （A.4） 

因为是玻色子系统，这里  1, ,N Nx x  是满足对所有的 jx 交换对称的函数。这个波

函数表示在赝真空态上利用产生算符在 1, , Nx x 位置上生成玻色子。这里我们需要证

明，如果波函数 N 是H 本征态，即 N N NH E  ，那么 N 就是 的本征态，

即

N

N N N NE   ，且 


2

2
1

2
N N

N
j j kj

c x x
x


 


    

  j k
                  （A.5） 

那么首先利用分部积分和对易关系计算哈密顿量的第一项得 

   †
x x Ndx x x    

         † † †
1 1

1
, 0x Nx x x     

!
N

N N xdx d x x x x
N
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这里用到关系式 

             † † † † †
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例如三个粒子的时候有关系 
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因此 
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同理第二项也可以化简为 
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附录 B 

附录B：排斥相互作用Bethe-Ansatz方程的解为实数的证明 

这一节将要证明，当 时，Bethe-Ansatz 方程组（2.7）的解为实数。这里要

用到以下数学性质： 

0c 

Im( ) 0k  时，  exp 1jik L  ， 1
k ic

k ic





              （B.1）

 

Im( ) 0k  时，  exp 1jik L  ， 1
k ic

k ic





              （B.2） 

假设满足方程组 

 
1

( )
exp

( )

N
j i

j
i j i

k k ic
ik L

k k ic

 
 

   

的解 jk 为复数解，那么可以定义 jk 中虚部最大的值为 ，因此 maxk

   maxIm Im jk k ， 1,2, ,j N  ，  max jk k            （B.3） 

把 代入 Bethe-Ansatz 方程得 maxk

  max
max

1 max

( )
exp

( )

N
i

i i

k k i
ik L

k k i

c

c

 
 

   

根据（B.1），则上式满足 

  max
max

1 max

( )
exp 1

( )

N
i

i i

k k ic
ik L

k k ic

 
 

              （B.4） 

又由于（B.2），因此 ，所以对于任意 maxIm 0k  jk ， 

   maxIm Im 0jk k                     （B.5） 

相反的，如果定义定义 jk 中虚部最小的值为 ，满足 mink

   minIm Im jk k ， 1,2, ,j N  ，  min jk k  

同理可以导出 

  max
max

1 max

( )
exp 1

( )

N
i

i i

k k ic
ik L

k k ic

 
 

               （B.6） 

所以 
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附录 B 

   minIm Im 0jk k                         （B.7） 

综合上述结论，对所有的 jk 解唯一满足的结果就是  Im 0jk  ，也就是说对于排斥

相互作用，BA 方程组的解只能为实数。 
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