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I 

中文摘要 

近年来，双势阱中冷玻色原子的动力学吸引了物理学家们足够的注意力。本来

将多体哈密顿量半经典化可很好地描述系统的性质，但是量子涨落的研究使得哈密

顿量量子化表现出了很重要的，也是不可替代的优点，当然对比半经典近似和数值

精确解在研究势阱中 BEC 隧穿性质中的影响也将会是一项非常有意义的工作。本文

主要研究了在双势阱模型中 BEC 动力学和定态性质的解法，Smerzi等人采用半经典

近似得到约瑟夫森方程组实现的相干动力学，同样也将 3D-GP 转换到 1D，数值求解

1D 非线性薛定谔方程实现的量子相图，并分析二者方法上的不同导致的结果上的区

别。基于玻色-哈伯顿模型研究 BEC 粒子系统的定态和动力学特性，并将它们的半经

典近似结果和精确结果进行对比。本文结构如下： 

第一章介绍了原子云中的玻色爱因斯坦凝聚（BEC），Gross-Pitaevskii 方程的理

论来源，并追溯了对晶格模型中适用的玻色-哈伯顿（Bose-Hubbard）模型的认识。

第二章我们讨论了弱相互作用玻色系统的 GP 方程，给出双势阱模型中 BEC 从约瑟

夫森振荡转变为宏观量子自俘获的临界条件，并通过玻色-约瑟夫森结方程得到定态

能量和相互作用的关系，以及实际构造三维双势阱，将其转变为一维 GP 方程，对比

数值求解结果和双模近似结果的差别。最后一部分我们基于格点的 Bose-Hubbard 模

型得到了吸引相互作用下 BEC 的动力学精确解，利用哈密顿量的精确对角化得到了

BEC 的基态相变，并且和半经典近似结果进行了对比。 

 

关键词：BEC；GP 方程；双势阱模型；Bose-Hubbard 模型 
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ABSTRACT 

The dynamics of cold bosonic atoms in double-well potentials has deserved a great 

deal of attention in the last decade. A simplified many-body hamiltonian with 

semiclassical predictions similar to those of article before but with the important 

advantage of allowing the study the quantumm fluctuations on the top of the semiclassical 

quantum averages，also contrasting the semiclassical epproximation and numercial results’ 

impact in the study of tunneling property of BEC in double-well potential will be a very 

interesting work. The article mostly discuss the solution of tunneling and stationary states 

property of BEC in double well potential, include coherent dynamics based on a 

semi-classical approximation of the GP equation in Smerzi’s article and quantum phase 

diagram of GPE from 3D to 1D by numerically solving the 1D nonpolynomial 

Schrödinger equation, and then made a contrast of two different solving method. 

Otherwise discussed the stationary states and tunneling dynamics on the basis of 

Bose-Hubbard model Hamidonlian, and made it comparaed with Semi-classical solution. 

The article included: 

We first give a brief introduction to the BEC, including Bose-Einstein condensation 

in atomic clouds, Origin of Gross-Pitaevskii equation, and understanding of 

Bose-Hubbard model in optical lattices. And then we discuss the 1D Gross-Pitaevskii 

equation for dilute bose gases, give new criterion on the Josephson-type oscillation and 

macroscopic quantum self-trapping and find relation in the state energy and interaction 

througth BJJ equation, followly we also construct 3D double-well potential and to be 

translated in to 1D Gross-Pitaevskii equation, numercial result are compared with those 

for Semi-classical approximation. In the last past we give the exact solution of dynamics 

and ground state energy on attractive BEC on the base of Bose-Hubbard model 

Hamitonian, enduce ground state phase transition in the help of exact diagonalization, the 

analytical results are compared with those for Semi-classical approximation. 
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引言 

一个关于 n 个全同粒子无法分辨的新观点被印度物理学家玻色（S.N.Bose）于

1924 年提出，在该理论中如果使得每个光子的能量都满足爱因斯坦曾经提出的光量

子假说，那黑体辐射的半经验公式为什么会适用的问题就非常完美的解决了。随后

爱因斯坦意识到这一工作的重要性，随即发表两篇文章，在研究一般原子系统的问

题上引用玻色只是在光子问题上所运用的统计原理（当然要求总粒子数守恒），接着

得出这样的假想：当这类原子系统在温度低到一定程度时，所有原子将全部突然集

中到一个能量尽可能低的状态，也就是发生了一种奇特的相变现象，即形成了玻色-

爱因斯坦凝聚[1,2]。 

在冷原子凝聚中，原子之间的相互作用能和势阱间的隧穿能是非常重要的参数，

相互作用在实验上一般利用费斯巴赫（Feshbach）共振技术改变原子-原子相互作用

的 s-波散射长度来调节相互作用的大小和正负，隧穿能力则是通过调整势垒的高度

和打入激光的强度来调节。对于玻色-爱因斯坦凝聚，弱耦合情况下玻色原子基本都

在凝聚体中，散在激发态上的原子影响可忽略，可用平均场近似方法下的

Gross-Pitaevskii（GP）方程来描述[4]。 

Smerzi等人正是在 1997 年发表论文首先讨论了对称双势阱中弱耦合BEC 原子的

隧穿动力学，发现中性 BEC 原子不但发生粒子数差含时平均值为零的约瑟夫森振荡

（Josephson oscillation）现象，而且会在改变初始条件时出现粒子数差平均值不再为

零的 macroscopic quantum self- trapping(MQST)现象，即随着时间的推移一个势阱的原

子数却总是比另外一个势阱多，原子分布呈稳定的不对称性，这其实正是由于中性

玻色原子间存在非线性相互作用从而导致的奇特振荡现象[5]。实验上利用激光切割形

成两段分裂 BEC 凝聚体，束缚在其中的 BEC 原子流让我们联想到超导约瑟夫森效

应（SJJ）中的电子流，可以形成振荡的中性原子流，只不过由于中性原子之间的非

线性作用可产生不同于 SJJ 的宏观量子自俘获现象[6]。 

对于三维 GP 方程，我们可构造一个三维的束缚势，只是在 x坐标上表现为双势

阱，然后将三维 GP 方程转换成 x 坐标上的一维 GP 方程。这样，分别对两者进行数

值分析，并且都与半经典近似得到的玻色约瑟夫森结方程的结果进行对比，观察他

们之间的精确性差别[28-30]。 
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两束激光相向传播通过干涉在空间形成周期性的场强分布，场强的强弱区域形成

了所谓的光学晶格（optical lattice）。类似于电子在晶体中具有的某些周期性质我们

光学晶格具有的周期特性也可以使得束缚在其中的原子具有同样的性质。虽然光晶

格中的 BEC 粒子间在本质上不存在强相互作用，但是光晶格会减少囚禁在其中的原

子的动能，从而相当于等效地增加了原子间的相互作用，因此光晶格可作为研究强

相互作用的原子体系的很好的模型。当原子间的相互作用很大，占据主导地位时，

弱耦合玻色原子气体的 GP 理论将不再适用，而是运用不局限于相互作用的光晶格中

的 Bose-Hubbard 模型或者更准确的 Spekkens-Sipe 模型[14,15]。物理学家雅克什

（Jaksch）正是在 1998 年基于 Bose-Hubbard 模型理论上提出了从处于超流相超冷

BEC 原子会量子相变到 Mott-绝缘相的的假设。这使得研究者可以通过调节模型的相

关参数来研究强关联多体量子力学[32]。 

本文结构如下：第一章介绍了原子云中的玻色-爱因斯坦凝聚，Gross-Pitaevskii

方程的理论来源和 Bose-Hubbard 模型简要介绍。第二章介绍了 Gross-Pitaevskii 方程

在双势阱模型中的半经典近似理论，三维势阱中 BEC 近似为一维后数值求解得到的

相变和动力学分析。第三章我们研究了强排斥相互作用情况下的 Spekkens-Sipe 模型

的 BEC 半经典近似理论，玻色-哈伯德模型的基态分析和量子相变，以及其与半经

典近似结果的对比。最后对本文做出总结。 
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第一章  BEC 简介 

    BEC 作为一种让物理学家如此感兴趣的新物质，有太多的有趣特性可以被发掘，

而它的历史背景，适用方程，基础模型也是不可不提的。这一章我们就介绍了原子

云中的玻色爱因斯坦凝聚，BEC 适用的 Gross-Pitaevskii 方程的理论来源，以及在实

验中通过激光束缚构成的光晶格中适用模型玻色-哈伯顿（Bose-Hubbard）模型。 

1.1 原子云中的 BEC 

玻色子是具有整数自旋的粒子。全同玻色子系统的波函数在任意两个粒子交换后

保持对称性，在足够低的温度下玻色子可以占据相同的单粒子态。玻色爱因斯坦凝

聚态的转变温度的大小估计需要量纲考虑，对于全同自由粒子，相关物理量是粒子

质量m，单位体积的粒子数n，普朗克常数 2h ，组合这三个物理量从而具有能

量量纲的唯一的量是 mn /3/22 。除以波尔兹曼（Boltzman）常数 k ，我们就得到了

转变温度， 

                      
mk

n
CTc

3/22
                              （1.1.1） 

这里C 是近似为 3.3 的数值因子。当此公式用来计算液氦-4 时我们得知液氦-4 的转

变温度近似为 3.13 K ，它非常接近于液氦-4 超流相实现时的温度 2.17 K 。 

将转变温度和粒子密度建立关系的相同方式是将德布罗意波长
T 和粒子平均占

据空间 3/1n 作比较，因为德布罗意波长定义是 

                      

2/1
22










m k T
T


                            （1.1.2） 

在高温时，该波长很小，原子表现为经典气态。当转变温度非常低以至于 T 可以和

3/1n 作比较时，理想气体的玻色-爱因斯坦凝聚就可实现。对于碱金属原子，实验上

可达到的粒子密度从早期的 31310 cm 到近年的 31514 1010  cm ，转变温度也可从几 K

低到 nK100 。对于氢原子，质量更小可使得转变温度更高。 

在实验上，束缚在谐振子势中的气体是非理想化的。如果粒子数是 N ，气体密
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度为 3/ RN 。将 cTT  时密度值取代为 3/ RNn  并代入方程（1.1.2）中，可得新的转

变温度 

                      3/1

01 NCkTc                            （1.1.3） 

这里
1C 是近似为 0.94 的数值因子。实验上的束缚频率一般为 Hz210 ，对应

13

0 10  s ，粒子数范围是 410 到 810 ，转变温度的大致范围就可得到。 

早期实验的出发点是室温下的铷（rubidium）原子，然后通过束缚和激光冷却到

k20 ，接下来关掉激光，让原子通过均匀外磁场被电子自旋的塞曼效应所磁束缚。

如果我们忽略核自旋的作用，电子自旋平行于磁场的原子将被吸引到磁场的最小值

处。如果外势是四级磁场，那增加一个小的谐振子偏差可防止势阱中心粒子的丢失。 

从理论出发，原子气体的实现基于粒子间的有效相互作用在低温时为单物理量

——散射长度的事实。气体的稀薄依赖于散射长度必须小于粒子平均占据空间，这

就提高了计算系统性质的精确性。理想稀薄气体的相关理论和实验研究在 20 世纪

50,60 年代得到很好的发展，但是束缚外势的出现却提供了很多新颖的物理现象。通

过改变外磁场的强度调节相互作用大小的可能性使得研究散射长度科比与或者更大

于粒子占据的实验研究变为可能。 

1.2 Gross-Pitaevskii 方程来源 

在能量很低时两个粒子之间的相互作用在 动量表象中表现为常数，

maU /4 2

0  。在坐标表象中粒子间的相互作用值则用接触势  '0 rrU


 表示，这

里 r

和 'r


为粒子的位置。为了研究多体系统态能量我们采用 Hartree 或者平均场近似，

假设波函数是单粒子波函数的对称性结果。在全凝聚态中，所有玻色子处于相同的

单粒子态  r


 ，我们可写出该大粒子数系统（粒子数设为 N）的波函数： 

                      



N

i

iN rrrr
1

21 , . . . ,,


                        （1.2.1） 

单粒子波函数  ir


 归一化到 1. 
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                               1 rrd


                            （1.2.2） 

这个波函数不包括当原子互相接近时的量子关联。这个效应可通过运用有效相互作

用  '0 rrU


 来解决，这里忽略了自由度的短波影响。在平均场近似处理中，我们不

考虑自由度间的相互作用（也就是散射长度小于粒子的空间长度），有效哈密顿量可

写为： 

                       












ji

ji

N

i

i
i rrUrV
m

p
H





1

0

2

2
               （1.2.3） 

 irV

是外势阱。态能量也可以给出 

                  






 
 

4

0

22
2

2

1

2
rU

N
rrVr

m
drNE 


           （1.2.4） 

在 Hartree 近似中，所有原子处于态。而在真实的波函数中，一些原子将会处

于更多空间变量的能态，这是因为在原子小的占据空间内的关联，处于态  r


 的总

粒子数将小于 N 。然而从全同玻色气体的宏观理论出发，凝聚体中粒子数的相对损

耗，也就是取决于相互作用的凝聚耗散一般处于   2/13na 的级别范围， n为粒子密度。

考虑粒子可分离的量度，我们引入半径为 sr 的球等于每个粒子的所占体积可以得出

粒子密度 

                     
  33/4

1

sr
n


                               （1.2.5） 

粒子密度通过方程（1.2.5）得到。至今做过的大部分实验中损耗（depletion）只是占

到 1%或者更小，而在大多数情况下由于相互作用引起的凝聚耗散是可忽略的。 

我们从考虑全同玻色气体出发。在一个体积为V 的全同体系中，基态中每个粒子

的波函数为 2/1/1 V ，每个粒子对的相互作用能为 VU /0 。这样N 粒子全部处于相同态

的态能量是每个粒子对的数量相加，总能量则为 

                    
 

0

2

0
2

1

2

1
UVnU

V

NN
E 


                     （1.2.6） 

这里 VNn / ，假设 1N 。 

接下来通过下面的定义就可方便的引入凝聚体的波函数的概念 
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                          rNr


 2/1                           （1.2.7） 

粒子密度为 

                                2
rrn


                       （1.2.8） 

忽略 N/1 的小项，系统能量处理为 

                     







 

4

0

22
2

2

1

2
rUrrVr

m
drE 


            （1.2.9） 

为了找到 的最佳形式，在总粒子数守恒为零的情况下用独立变量  r


 和它的

共轭变量  r
* 最小化系统能量。束缚条件是拉格朗日（Largrange）乘子方法。

0 NE  ，化学势是确保粒子数守恒的拉格朗日乘子。 NE  对  r
* 求变分

得到 

                        rrrUrrVr
m

 
2

0

2
2

2


        （1.2.10） 

这就是含时的 Gross-Pitaevskii（GP）方程。这也是作用在每个粒子上的势是外势 V

和考虑平均场下由其他玻色子导致的非线性项   2

0 rU  。本征值是化学势，不是一般

线性 Schrödinger 方程得到的每个粒子的能量。对于处于同一态的所有没有相互作用

的粒子，化学势就等于每个粒子的能量。 

1.3 Bose-Hubbard 模型概述 

激光束相向传播形成驻波，驻波峰谷之间形成周期点阵，原子在点阵中受到交流

斯塔克效应，从而相当于形成周期势。光学晶格中冷玻色粒子在束缚外势下的哈密

顿量为 

                

     

         '''††'33

22
†3

ˆˆˆˆ
2

1

ˆ
2

ˆˆ

rrrrVrrrdrd

rxV
m

rrdH ext





















           （1.3.1） 

 r̂ 表示玻色场算符，  'rrV  表示玻色子间的相互作用接触势。 

当粒子间相互作用很小时，多体系统的量子态可以很好的近似为单粒子布洛赫
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（Bloch）态的叠加。基态上所有粒子占据最低能态的布洛赫态，系统呈现为不同格

点凝聚波函数相位强关联的 BEC。定域在每个格点上的 Wannier 态是单粒子布洛赫

态适当的组合，不同格点的 Wannier 态波函数间彼此具有正交性。选择光晶格中把玻

色场算符  r̂ 展开在近邻格点间处于最低的能态的 Wannier 基矢空间上： 

                            2211
ˆˆˆ rrarrar


                （1.3.2） 

代入到（1.3.1）得到多体系统哈密顿量的二次量子化形式： 

         22

†

2

†

211

†

1

†

12

†

221

†

111

†

22

†

1
2

1
aaaaaaaaUaaaaaaaaJH


       （1.3.3） 

我们采用近束缚近似方法，只考虑其中两个格点间的近邻相互作用，不包括其他格

点的贡献。 aan
 †ˆ  是每个格点的原子数。方程（1.3.3）右边第一项系数是跃迁参数，

描述玻色子在 1,2 格点间的遂穿能量，遂穿强度由 

                        2

22

1

*3

2
rrrV

m
rrrdJ e x t 











  


         （1.3.4） 

第二项系数代表原子在各个格点中没有粒子间相互作用和格点间隧穿情况下的最低

态上粒子的能量参数， 

                     2,1

22

2,1

*3

2,1
2

rrrV
m

rrrd e x t 










  


         （1.3.5） 

第三项系数表示每个格点上原子间的相互作用能参数， 

                      
4

2,1

3
2

2,1

4
rrrd

m

a
UU 

 
                  （1.3.6） 

 

 1.1 光格子中玻色-哈伯顿模型的示意图 
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基态出现什么样的性质取决于格点原子相互作用参数U 与隧穿参数 J 的比值大小 

[10-12]：假设每个格点只有一个粒子，都处在格点的基态上。如果左边粒子跳到右边，

而右边本来就有一个粒子，这时二者间的相互作用会提高能量U .当 1/ JU 时，隧

穿参数相对于相互作用参数起到决定性的作用，原子在两个格点间可以随意的移动，

也就是说每个格点内的原子数是任意的，系统处于一种所谓的超流态，动能占据总

能量主要部分，系统波函数是非局域化的，单原子波函数扩展到整个点阵。用算符

表示： 

0ˆ|
1

0

N
M

i

iUSF a 







 





  

这里 M 代表格点数，N 表示系统原子总数。与此相反，当 1/ JU 时，相互作用参

数相对于隧穿参数起到决定性的作用，原子更愿意待在自己的格点中，当每个格点

间的原子数相同时能量最小，系统的波函数是局域化的，是格点局域化福克态（Fock 

states）的乘积，此称为 Mott-绝缘态[13,14]。基态波函数可写作： 

 




 
M

i

N

iJMI a
1

0 0ˆ|  

这样占据的 Mott-绝缘态，每个格点具有确定的粒子数，量子涨落为零，相位失去相

干性，系统不能用一个宏观波函数来描述。 

 

 图 1.2 光晶格中 BEC 超流相与 Mott-绝缘相的转变 
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玻色-哈伯顿模型哈密顿量中两个重要的变量隧穿参数和原子间相互作用能参数

的比较决定了该系统粒子在晶格中的表现是处于超流态还是 Mott-绝缘态。当二者的

比值等于一个特定的量子临界值  cJU / 时，系统粒子会因为宏观尺度上无法观察的

量子涨落出现连续的量子相变 [15]。相互作用的正负情况下我们会在随后进行详细的

相变分析，其实在科学家提出相变理论后，很快就有研究小组在实验上验证了这个

奇特而又重要的结果。 
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第二章  双势阱模型中的 BEC 

2.1 半经典近似解 

事实上，破缺对称性显示凝聚原子可用宏观单体波函数    ietr ,


表示（序

参量，其中 为凝聚体密度 ）。在实验上，宏观尺度上能否观察到有趣的，新颖的量

子现象已经成为近年来 BEC 相关实验的新目标。对于弱耦合相互作用的 BEC，序参

量遵守非线性 Schrödinger 或者 Gross-Pitaevskii 方程[16]， 

                         
 2

0

2
2

2
UrV

mt
i ext 



 
              （2.1.1） 

 rVext


为束缚外势，

m

a2

0

4
U


 为相互作用散射赝势，a 为s -波散射长度[17-19]。 

Smerzi 等人用激光分离一团凝聚原子，在其中形成一个高势垒并产生两个不同

的势阱。当中间势垒足够高时，两磁势阱中凝聚波函数的线性组合构成该势阱中大

粒子系统波函数，在双态模型（two state model）近似下我们的系统波函数可表示为： 

                             rtcrtctr 2211, 


                  （2.1.2） 

其中， 2,12,12,12,1 ,2,1 


和NeNc
i

 分别表示 1,2 势阱中的粒子数和相位。  r2,1


 表示

1,2 势阱中的基态解，满足正交归一性： 

                        2,1

2

2,1  rd


                          （2.1.3） 

将方程代入 two-state model 得到玻色约瑟夫森结方程组（BJJ） 

                     

 

  1222

0

2
2

2111

0

1
1

KccNUE
t

c
i

KccNUE
t

c
i














                     （2.1.4） 

其中 
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 



























e x t

e x t

V
m

rdK

rdUU

V
m

rdE

2121

2

2,1
4

02,1

2,1
22

2,1

2
0

2,1

2

,

,
2







                    （2.1.5） 

这里，对于两个对称的势阱来说，1,2 势阱中的零点能 0

2

0

1 EE  ， 2,1U 各个势阱中原

子间的相互作用能 UUU  21
，K 为势阱间的遂穿率，推导过程中忽略了来自于 1,2

势阱中波函数交叠部分对系统的影响[20-23]。 

定义相位差
12   和分数粒子数差 11 21 




N

NN
z ，则方程变成 

                     
,c o s

1

,s i n1

2

2

E
z

z
z

zz















                 （2.1.6） 

这里我们已经重新标度时间 tKt 2 ， KUN 2/ ，并做无量纲处理 1 m （自

然单位制）。参量表示为 

                
K

UU
N

K

UU
N

K

EE
E

4
,

2

2121

0

2

0

1 






               （2.1.7） 

,z 分别为正则变量，用
z

HH
z









 


 , 哈密顿量可以给出 

                EzzzH 


 cos1
2

22                      （2.1.8） 

H 可描述成一个非刚性单摆，摆角，摆长正比于 21 z ，并随“角动量”z的增大

而减小。 

我们考虑一个对称双势阱的特殊情况。在对这样一个非刚性的单摆分析中，给定

的角动量初始条件足够大时单摆会越过   的方向垂直向上的点（此点在刚性单摆

模型中是不稳定的，而这里由于非线性相互作用提供了受限制下的振荡），然后做旋

转运动。根据能量守恒定律和遂穿能的边界条件，当相互作用为正（排斥）时，

发生 macroscopic quantum self- trapping（MQST）的条件可表示为 
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                    


,0
2

,00 HzHH 







                        （2.1.9） 

即： 

                
   

  9

50

0

0cos011
2

2

2





z

z
c


                    （2.1.10） 

从图中可知 z 在临界值 c 以下时玻色原子在双势阱中做 Josephson 振荡，z 在临界值

c 以上时就会发生 MQST 现象（这是宏观粒子相干性的量子现象，不同于单电子极

化束缚和液氦Ⅱ受到的外引力效应）[23,24]。 

 

 

 

从（2.1.8）式写出系统的初始哈密顿量： 

                     0c o s010
2

22

0 zzH 


                  （2.1.11） 

其中为正（负）分别代表排斥（吸引）相互作用，我们前面已经知道该式（2.1.11）

可被描述成一个非刚性单摆的哈密顿量，摆长正比于 21 z ，它随着“角动量”z

的增大而减少，摆角为。其实一个普通的单摆，我们都清楚摆长确定，而且有一个

垂直向下的稳定点。现在我们可寻找此非刚性单摆的稳定点，即系统能量的定态。

先从对称势阱玻色约瑟夫森结方程组（BJJ）（2.1.6）（ 0E ）出发。我们讨论相互

图 2.1 分数粒子数差  tz 的时间演化图。初始条件：   6.00 z ，   2/0   ，

以及 1 （a）， 4 （b）， 5 （c）， 6 （d） 
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作用为零（=0）的情况，定态处粒子数差和相位都不随时间变化（ 0,0  z ）， 

                            




c o s
1

0

s i n10

2

2

z

z

z






                      （2.1.12） 

结论得到： 

                     1E ： 0,2  ss zn                       （2.1.13a） 

                   1E ：   0,12  ss zn                       （2.1.13b） 

对称 BJJ 的基态解是有本征能量为 1E （ 0,2  ss zn ）的对称本征函数，

而下一个定态则是具有更高能量为 1E （   0,12  ss zn  ）的反对称波函数。

当然对于对称双势阱中的无相互作用原子，其薛定谔方程的本征态必然是对称或者

反对称的（ 0sz ）。总之，我们得出非刚性单摆将会有两个稳定点（多了一个反向

坐标的垂直向上最高点），对应系统能量的基态和最高能态。但是在有相互作用

（ 0 ）的情况下 

                      




cos
1

0

sin10

2

2

z

z
z

z






                     （2.1.14） 

对称破缺的 GPE 简并本征态为 

               0 ：  ns 2  
2

1
1


sz                   （2.1.15a） 

             0 ：   12  ns  
2

1
1


sz                 （2.1.15b） 

该本征态对应能量为 











1

2

1
sbE 。对于吸引相互作用 0 ，基态为对称波函数，

基态对应能量为 











1

2

1
sbE ；对于排斥相互作用 0 ，基态为对称波函数，对

应能量为-1（ 0,2  ss zn ），最高能态为反对称波函数，最高能态对应能量为
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











1

2

1
sbE

[25,26]。 

2.2 非线性薛定谔方程数值解 

考虑一个零温时束缚在外势  rVtrap 的稀薄的相互作用 BEC。这个外势是一个横

向轨道平面的各向同性谐振子势和 x 坐标上的双势阱  xVDW 的叠加[28,29] 

                            2
2

2


T
DWtrap

m
xVrV                  （2.2.1） 

这里 是圆柱径向坐标，m是原子质量，
T 是径向平面上的束缚频率。描述这个 N

粒子系统的宏观波函数  tr, 遵循 3D GP 方程： 

                      











 2

0

2
2

2
UrV

mt
i t r a p


                 （2.2.2） 

sa 是 s-波玻色-玻色散射长度，  tr, 归一化到 N。3D GPE 通过一个非局域外势概

括了塌缩初始态的主要性质，塌缩态是一个因为两体和三体碰撞而衰减的高密度态。

我们选择波函数  tr, 作为坐标复合波函数  txf , 和径向宽度为 的高斯横向波函

数的结合，这里 取决于坐标波函数  txf , 。坐标以   ma / 为单位，时间以

1

 ，能量以  为单位，很容易得到  txf , 和  tx, 满足的方程： 

                     f
f

xV
xt

f
i t D W













 



















2

2

2

22

2 1

2

1

2

1





        （2.2.3） 

                                      
24 1 f                         （2.2.4） 

这里  aNas /2 和  txf , 归一化到 1。将式（2.2.4）代入（2.2.3）我们叫做（1D 

nonpolynomial Shrödinger equation）1D NPSE，它对于再制造横向谐振子束缚条件下

的 3D GPE 的描述是非常精确的。 

我们通过运用虚时Crank-Nicolson方法解 1D NPSE得到对称双势阱中 BEC 的基

态，在数值分析中双势阱  xVDW 是两个 Poschl-Teller 势和高度为  8.00U 的势垒
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的结合，局域最小值位于
 ax 20
和

 ax 20

[30]。 

      














 
















 


a

xx
SechU

a

xx
SechUxVxVxV RLDW

02

0
02

0  

 

 

 

 

 

 

0 时，基态总是一个能量等于负无穷大的塌缩态，这样我们应该寻找最低有

限能量的亚稳态。我们发现这个亚稳态在 0SSB 时是对称的（Josephson phase），

SSBC  时对称性破缺（SSB phase）， C 时变成一个塌缩基态。从图中可知

我们考虑一个微不对称的初始态，并继续收敛为一个稳定的图像。 2.0 时亚稳态

图 2.3 在对称双势阱  xVDW 中吸引 BEC 的坐标几率密度   2
xf ，

 aNas /2 是相互作用强度。 

图 2.2 对称双势阱  xVDW （ 20 x ， 8.00 U ， 1a ） 
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是对称的，而 3.0 时则不是，直到 8.0 时 BEC 将只局域在右势阱，另外

2.1 时出现了塌缩。 

 

 

 

 

    图 2.4 给出了对称双势阱中吸引 BEC 作为势垒高度 0U 的函数的量子相。在增加

势垒高度 0U 的同时，SSB 相变的 SSB 相互作用强度突然下降，而达到塌缩相的临界

c 却缓慢下降。为了验证 NPSE 的精确性，运用圆柱对称的虚时 Crank-Nicolson 方

法解 3D GPE，结果表明二者的一致性非常好，然而 3D GPE 和 1D NPSE 是基于零

程相互作用势。更精确的相互作用的描述可以体现出 SSB 相和塌缩相的微小的不同

相变。 

现在我们考虑 1D NPSE 的两模近似。双势阱中势垒足够高对应左右势阱的弱耦

合， 

                          xtfxtftxf RRLL  ,                    （2.2.5） 

函数  xL 和  xR 是正交归一的，并且分别局域在左右势阱中。考虑同势阱中

 x （ RL, ）的叠加，忽略不同势阱  x 的耦合，我们得到 

                  








 





Kfff
g

t

f
i 






























 2

2

2

2

1

2

1
             （2.2.6） 

图 2.4 对称双势阱  xVDW 中吸引 BEC 的量子相图（ 0,U ）。黑线是

1D NPSE 的数值结果；圆圈和方块是 3D GPE 的结果。 
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24 1  fg                            （2.2.7） 

这里的参数 gK ,, 被给到 

                

     

  

     xxV
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







































2

2

4

2

2

2

1

2

1







                    （2.2.8） 

我们写出  tf 的含时形式      ti
etNtf 

  ，  tN 是各个势阱的玻色子的占据分

数，  t 对应相位。      tNtNtz RL  （这里     1 tNtN RL
），      ttt LR   ： 

              
  

  

  

  zgz

zgz

zgz

zgz

z

z
K

zKz
















12122

1341

12122

1341
c o s

1
2

s i n12

2

2









              （2.2.9） 

这两个方程称为 nonpolynomial Josephson equations（NPJEs），当耦合程度 g 很小时，

NPJEs 变为[30]： 

                    
gz

z

z
K

zKz












cos
1

2

sin12

2

2




                        （2.2.10） 

它是一个类似于以前出现过的 Josephson equations（JEs）。 

    定态 Josephson 区域对应 0z 和 0 的单摆稳定点。JEs 和 NPJEs 显示定态

Josephson 相只出现在 0SSB 。由 JEs 得到的 SSB 值非常接近于方程 NPJEs 得到

的数值结果。 SSB 下面的点对应 SSB 相。根据 JEs，这个相存在于 0SSB 中的

一些值，而根据 NPJEs，SSB 相直到塌缩相互作用临界值 c 才会消失。而且 NPJEs

描绘了塌缩相，JEs 则不能。 
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从图（2.5）中可知，NPJE 比起 JEs 更接近于 NPSE 结果。不过对于强的有效相

互作用，NPJEs 将不再适用。当 25.0 时系统处于 Josephson oscillation（ 0z ），

25.0 和 05.1 时存在 SSB oscillation（ 0 SSBzz ）。 

图 2.5 粒子数差 z 随时间的演化图。黑线是 1D NPSE 的结果；破折线

是 NPJEs 的 结 果 ；点 划 线是 JEs 的 结 果。 初 始 条件 是 ：

    00,2.00  z  
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第三章  基于 Bose-Hubbard 模型的 BEC 理论研究 

3.1 排斥相互作用的 Spekkens-Sipe 模型 

在双势阱 BEC 或者双分量凝聚体的研究中，低能多体哈密顿量一般采用常见的

双模近似。我们引入在束缚外势中弱耦合玻色原子的多体哈密顿量的二次量子化形

式（1.3.1），并采用 Spekken 和 Sipe 介绍的全新模型，这个模型中的非线性项依然结

合玻色-哈伯顿模型。场算符利用瓦尼尔态代入到新双模哈密顿量中，展开后得到： 

   

   2111

†

2

†

222

†

1

†

1
22

2

2

1
0

1

†

22

†

1112

4ˆˆˆˆˆˆˆˆ
22

ˆˆˆˆ1

NNaaaaaaaa
gT

NNN
gT

aaaaNgTNH



 

    （3.1.1） 

其中， 0T 为每个势阱中的平均场下的相互作用能，
21,TT 为原子间交叉相互作用能。 

     rrV
m

rrd ext 1

22
*

1

3

21
2

 










 


 

     rrV
m

rrd ext 2

22
*

1

3

12
2

 










 


 

 rrdT 
4

1

3

0   

   rrrdT 2

3

1

3

1   

   rrrdT 2

2

2

1

3

2   

我们将单粒子能量和隧穿能参数作单参数近似 

                 1g ， 1012  T ，  eT1 ， 2

2

 eT              （3.1.2） 

这个参数化使得线性和非线性隧穿用单参数做了简单的研究。在我们的运算中忽

略 2T 项，其随着 2e 衰减。多体哈密顿量将会简化成 

             NNN
gT

aaaaNgTNH  2

2

2

1
0

1

†

22

†

1112
2

ˆˆˆˆ1        （3.1.3） 

21, 是单个格点上基态能量， 12 表示粒子在格点间的跃迁能力， 0T 表示原子间自相
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互作用能，
21,TT 为单粒子和双粒子的隧穿矩阵元。中间保留了所有阶，没有做任何

近似[31]。 

我们的态矢量可以以粒子数态 RL nn , 作为基矢展开 

                     



N

k

k kNkc
0

,                          （3.1.4） 

然后将哈密顿量（3.1.3）做对角化得到本征态能量和本征态的 kc 分布。 

 

 

 

我们从图 3.1 来看本征态系数体现出的基态和激发态的有趣性质.（a）和（b）

显示 5 时 50 个粒子两个最低能态的系数分布，它们看起来更像坐标空间的谐振

子波函数；（c）和（d）显示了较高能态的系数分布，而这些图却更像宏观占据左或

者右势阱的粒子数态。而对于接近简并的薛定谔猫态和奇异态，系数分布的获得就

需要更高精度的计算。 

对于双势阱模型的半经典近似，如果 N 数目很大，我们可以将 iâ 算符 c 数化，

用 ii

i en
 代替， 

                     cos
2

1

2

2










N

n
EnEH Jc                    （3.1.5） 

其中 0gTEc  和   1112  NgTNEJ  。这里 n和 是共轭变量，运动方程可写出

图 3.1 N=50 的 Fock 态系数分布：（a）基态；（b）

第一激发态；（c）第 40 个态；（d）第 41 个态。 
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[32] 

                     s i n
2

1

2











N

n
En J

                          （3.1.6） 

                     cos

2
1

4
2

2













N

n

nE
nE J

c
                       （3.1.7） 

 

 

3.2 Bose-Hubbard 模型的动力学精确解 

自从实验上获得玻色-爱因斯坦凝聚后，人们开始通过各种方法研究它的很多有

趣特性，对于弱耦合相互作用的 BEC，我们已经知道通过 Gross-Pitaevskii（GP）方

程来解决，并引入一个简单实用的双势阱模型。Smerzi 等人发现了类似于超导约瑟

夫森结的玻色约瑟夫森结，以及相互作用达到一定值时出现的奇特的宏观量子自俘

获现象（MQST）的结果。根据双势阱模型的特殊性，我们将光晶格中近邻点阵间的

原子隧穿提出了玻色-哈伯顿模型，它是我们研究双势阱粒子动力学的基本量子模型,

对于排斥相互作用，已经被用来研究约瑟夫森振荡（Josephson oscillation）和 MQST

之间的相变，当然对于吸引相互作用或者排斥相互作用来说，研究 BEC 动力学也是

一个不错的选择。 

双势阱中 N 个玻色原子系统演化遵循的含时薛定谔方程为： 

图 3.2 N=40 的经典能图 
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



H

tN

i ˆ  

其中 Ĥ 为两对称近邻格点的玻色-哈伯德模型的哈密顿量（1.3.3），两边同除以 NJ，

得到单体哈密顿量 

         2222111121221
ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ

1ˆ aaaaaaaa
N

aaaa
N

H  


             （3.2.1） 

J

NU

2
 ， 0 和 0 分别对应排斥和吸引相互作用，â代表势阱中的粒子湮灭算

符，下角标 1,2 分别代表左右势阱。此系统的 Fock 态基可写为 21,nn ，其希尔伯特

空间为 N+1 维： 0,,...1,1,,0 NNN  。将 t 时刻的波函数在此 Fock 态基矢上展开，

如同（2.2.4）[33]。 

将（3.2.1）式代入上面的含时薛定谔方程，左乘 kNk , ，  tck 的含时解将有

如下形式 

             
  kkkkkkk cacbcbc

dt

d

N

i
  111

                  （3.2.2） 

其中：  

     22

2
,1

1
kNk

N
akNk

N
b kk 


   

现在我们引入一个新的变量 Nkx / ，并且假设在粒子数很大的系统中

 很小Nm /1 ，我们令   Ncx k / 和   kbxb  。这样（2.3.2）式可写作如下的

连续变量形式 

                         xxaexbxbex
dt

d

N

i pipi  


           （3.2.3） 

这 里 ximp 


， 这 里 我 们 假 设 了 kc 变 化 的 平 滑 性 ， 即 对 于 所 有 k ：

   kk csigncsign 1 。这是我们讨论的一种情况，就是不管是吸引相互作用还是排斥

相互作用下的基态，对称态能量将低于反对称态。所以我们假设 0 ，只讨论吸引
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相互作用。对方程（3.2.3）中的 pie


 和  xb ，我们做级数展开，保留到 m的二阶次： 

22

2

1
1 xx

pi mme 


 

       
0

22
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1




m
mmmmmm xbmxbmxbxb  

方程（3.2.3）化简为： 

       xxxapxxp
tN

i





121


 

x 的范围是[0,1]，为了方便我们引入新变量 xz 21 表示双势阱中的粒子数差，

 1,1z 。这样我们的方程就最终化为[34] 

         




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            （3.2.4） 

方程（3.2.4）可看做一类含时薛定谔方程，只是动能项略有变化。在 MATLAB

中我们可仿照解薛定谔方程所用的差分回代法求波函数的解。 
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我们考虑这样的离散格式 
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其形成的演化算符明显幺正，可保证波函数的范数在一切时刻相同。定义： 
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上式整理为：                   
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
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


                     （3.2.5） 

1k 时刻的波函数与 k 时刻的波函数的关系为 

                                 
k

j

k

j  1
                     （3.2.6） 

我们试着将哈密顿量在波函数 上的作用改为离散格式，首先整理哈密顿量： 
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     zV
dz

d
zV

dz

d
zV

zNNz
dz

d

z

z

Ndz

d
z

N
H

132

2

2

22

22

2
2

22

1
2

1

1

2
1

2ˆ








 

其中我们已经定义了一些量，可分别表示为： 

  22

1 1
2

1
zNNzzV  ，   2

2 1
1

z
N

zV  ，  
2

3

1

1

z

z

N
zV


   

然后按照差分法的宗旨写出哈密顿量作用在波函数上的离散格式： 

     

          k

j

k

j

k

j

k

j

k

j

k

j ztV
i

h

t
ziV

h

t
ziV

zV
dz

d
zV

dz

d
zVt

i
Ht

i





1131122

132

2

2

2
2

22
2

ˆ
2





















 

这样将上式代入（3.2.5）式，我们在 k 时刻的空间迭代离散格式可写成： 

            

     

      k

j

k

j

k

j

k

j

ztV
i

h

t
ziV

h

t
ziV

h

t
ziV

h

t
ziV

h

t
ziV




























 








 



 

1
2

2

2

1322

1221322

        （3.2.7） 

时间维度上的迭代离散格式为 

                      
k

j

k

j

k

j  1                            （3.2.8） 

从（3.2.8）式看出理论上在给定初始时刻的波函数后，可得到任何时刻的波函数。 

接下来的工作主要是找到一个简便的方法来解离散格式（3.2.7），通过同一时刻

的 k

j 得到 k

j 的所有值。定义：
2h

t
a


 ，（3.2.7）式可化为如下的三对角简易线性方

程： 

                
k

j

k

jj

k

jj

k

jj aaa  2321 11                      （3.2.9） 

其中： 

 jj ziaVa 21   

      1
2

22 132 


 jjjj ztV
i

h

ti
zVziaVa  

   
h

ti
zVziaVa jjj


 323  

我们考虑在 1z 处的波函数为零的边界条件，即： 
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01 

k

N ， 01

1 




k

N ， 01 

k

N  

它们显然满足 k

N

k

N

k

N 11

1

1 



   ，为求解该三对角方程，我们假设： 

                 
k

j

k

j

k

j

k

j  1 ， Nj ,...2,1                   （3.2.10） 

显然 Nj  时, 

k

N

k

N

k

N

k

N   01
                      （3.2.11） 

              k

N

k

NN

k

NN

k

NN aaa  2321 11  
                （3.2.12） 

方程可化为： 

             k

N

k

NN

N

k

NN

N

k

N a
a

a
a

 23
2

1
1

2

1
11                （3.2.13） 

将（3.2.11）式代入到（3.2.13）式，整理后得到： 

 k

N

k

NNk

NNN

k

NNk

NNN

k

N a
aa

a
aa







 23
32

1
1

32

1
1 





         （2.3.14） 

比较（3.2.13）和（3.2.14），可得到： 

                        
k

N

k

N

k

N

1

0








                            （3.2.15） 

类似地 2,...1,  NNj 时，将（3.2.10）代入（3.2.9）得出： 

  k

j

k

j

k

j

k

jj

k

jj

k

jj aaa  2321 1   

也即： 

                     k

j

k

jj

k

j

k

jj

k

j

k

j aa  231 1               （3.2.16） 

其中： 

k

jjj

k

j
aa 


32

1


  

比较（3.2.10）和（3.2.16），可得到： 

                      
 k

j

k

jj

k

j

k

j

j

k

j

k

j

a

a

1111

11

23

1












                （3.2.17） 

总之，定义初始时刻的
1

j ， 1

N ， 1

N 可知，然后用⒄式和所有的 jjj  ,, 值，
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通过（3.2.10）式就可得到所有的 1

j ，然后利用所有得到的 1

j 和 1

j 值通过（3.2.8）

式可求出下一个时刻的 2

j ，继续回代到上面的循环，这样就得到了所有时刻的 k

j 。 

这样我们就完成了数值计算的理论分析，利用 MATLAB 编程就可得到粒子数差

   dzztz  * 和涨落    2*2*

  dzzdzzte  在不同相互作用下的动力学。 

为了研究不同初态的 BEC 的动力学，我们定义两种初态（1）初态为 Fock 态：

 0kkck   ，   00 ,0 kNk  ，此态在 Fock 态基矢上的展开系数为

  )( 00 zzz    ；（2）初态为相同单粒子态在 N 粒子下的相干态 

  0
2

1

2

1

!

1
0 2

0
1

0 0

N

i
a

z
ea

z

N 











 



   ， 

在连续化极限下，此态在 Fock 态基矢上的展开系数趋于高斯函数 

 
 

 

 2
0

2
0

14

2

0

0
12

4
z

zzN

e
z

N
z










  

接下来我们分析这两种初态下的 BEC 的动力学。 
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图 3.3 中表示初态为 Fock 态时粒子数差  tz 和涨落  te 随时间的演化的精确解

结果，图中对应参数为 50N ， 6.00 z ，=0.5（a，b），=20（c，d）。从图（3.3-a，

b）可看出在约瑟夫森振荡区域时动力学塌缩越来越明显，涨落逐步增加到很大的值；

从图（3.3-c，d）可看出在 MQST 区域，动力学在很小的范围振荡，塌缩不太明显，

对应涨落保持在很小的值。 

图 3.3 粒子数差 )(tz 和涨落
22 zze  随 t/T 的演化图（ JT  ）。 
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图（3.4）表示初态为相干态时=1 粒子数差在时间 t=50s 内的动力学演化的精

确解结果（ 50N ， 4.00 z ），而图（3.5）则是初态为相干态时 1 粒子数差在

时间 st 500 内的动力学演化的精确解结果（ 1000N ， 4.00 z ）。从图中我们可

看出在动力学演化中不仅有塌缩现象，还会出现复苏现象，这也是在半经典近似中

看不到的新的动力学特性，塌缩和复苏时间与总粒子数相关。 

总之，我们通过哈密顿量的玻色-哈伯顿模型的 Fock 态展开发展了一套求解 BEC

隧穿动力学的数值方法，特别考虑了吸引相互作用下对称双势阱中的情况，并给出

了粒子数差和涨落的动力学演化。从图中我们可以看出 BEC 动力学在约瑟夫森振荡

图 3.4 粒子数差 )(tz 随 t 的演化图（t/s）（N=50）. 

图 3.5 粒子数差 )(tz 随 t 的演化图（t/s）[35]（N=1000）. 
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区域和 MQST 区域的区别，在相干初态情况下发生塌缩-复苏现象，复苏时间和总粒

子数有关。 

    我们利用前面N 个粒子系统的玻色-哈伯德模型在 Fock 态上展开，考虑吸引相互

作用情况的 Fock 态展开系数满足的一维类薛定谔方程（3.2.4）： 

                      







 zV

dz

d
z

dz

d

NN
i t

2

2
1

21
             （3.2.18） 

                          22 1
2

1
zzzV                               （3.2.19） 

对于 1 ，  zV 会有两个对称的最小值，深度随着的增大而减小。两个势阱的

间距为 2/112  ，势垒高度为     2/1
2

。 

 

 

因为  zV 表现出来的特殊性，我们可以通过用抛物线近似这些最小值来得到系统的

能量。 

                          2
''

2

1
mmm zzzVzVzV                          （3.2.20） 

2/11 mz ，  



2

1

2

1
mzV ，   3'' mzV 。如果我们再加入一个近似，

即将薛定谔方程右边的第一项中 z 用 mz 代替，因为波函数  z 在最小值 mz 附近是一

个尖锐的波峰。这样的话，定态薛定谔方程可以被写作：  

               2/1
2

12 2224

2

2

2









 Ezz

dz

d

N
m         （3.2.21） 

它的频谱可对比于谐振子： 

图 3.6 外势 V(z)在不同的相互作用下随 z 变化的图像 
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2

2 2

2 Nm



，  1222 m ， 1

1
2/ 2 

N
  

从上面的分析可以很容易的得到基态能量[34] 

                       1
1

22

1 2 






N

EGS
                   （3.2.22） 

 

 

 

从图（3.7）中可知，粒子数越大，我们得到的基态能量越接近于半经典近似得

到的基态能量，半经典近似是一种大粒子数系统下的一种很好的近似。 

3.3 Bose-Hubbard 模型的量子相变 

冷原子物理学，比如 BECs 为解决宏观尺度的量子物理学的基本问题提供了有效

的基础。弱耦合的玻色气体可以很好地用平均场近似来解释，像 Gross-Pitaevskii 

（GP）方程。也就是说在一个合适的程度上，量子涨落和关联在一系列的现象里相

对来说是不重要的。 

平均场近似可以用在平均场解释上加入小的高斯涨落描述来改进。这些涨落用

Bogoliubov-de Gennes 方程来描述，并且很好地在实验和理论上被研究[36,37]。特殊的

来讲，在一些强关联的量子系统比如光晶格中的冷原子或者低维气体中是完全不合

图 3.7 半经典近似得到的基态能量（黑线）和玻色哈伯德模型

讨论在不同粒子数下得到的近似基态能量 
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适的。Josephson 机制到 MQST 机制的相变决定于量子关联，为了解决这个问题，我

们考虑 Bose-Hubbard 哈密顿量的精确对角化，并且与半经典近似结果作比较，就可

看到在相变区域原子远不是相同的单粒子态，而是会出现两个宏观占据单粒子态

（MSPSs）。 

双势阱中的 BECs 的动力学因为理论预测粒子数的 Josephson 振荡和 MQST 振荡

的出现从吸引了很大的注意。在吸引相互作用和排斥相互作用情况下都存在相变。

在吸引相互作用 BEC 情况，基态是一个处于合适初始条件的 Schrödinger 猫态，而排

斥相互作用情况下，猫态只是出现在能谱的顶端，对于基态并没有出现。在我们的

分析中会特别注意到凝聚体的分裂，它是发生在量变机制的强量子关联的直接结果。 

我们从 BH 哈密顿量的讨论开始，分析凝聚分数的关系，单体密度矩阵的本征态

和哈密顿量本征态的对称性质。用一个简单的双势阱模型中 N 原子的双模 BH 哈密

顿量（1.3.3）： 

     22

†

2

†

211

†

1

†

12

†

21

†

11

†

22

†

1
2

1
aaaaaaaaUaaaaaaaaJH


   

这里 211211 ,11, nnnnna  ， 211211 ,1, nnnnna  ，1,2 表示左右势阱。

假设一个小的零点能偏差， J 0 ，数值分析上我们考虑 1010/ J 。 

哈密顿量在 N+1 维的 Fock 基矢空间 NNNN ,0,1,1,...,1,1,0,  上对角化，

这里     0!!/1,
21

212121

nn
aannnn  。哈密顿量两边同除以 NJ 得到 

          22

†

2

†

211

†

1

†

122

†

21

†

11

†

22

†

1

1
' aaaaaaaa

N
aaaa

NJ
aaaa

N
H








    （3.3.1） 

系统的动力学性质将由比值
J

NU

2
 决定，它可由原子间的相互作用或势垒高度控

制。此大粒子数系统波函数定义为 Fock 态的叠加   kNkck , ，则势阱粒子

数  

iii aaN ，分数粒子数差   Naaaaz /1

†

12

†

2


 。观察一个双势阱模型的 N

粒子系统的稳态性质，它是一个再好不过的选择，它的变化可以很突出地显示出该

系统的相变以及有趣的稳态性质。 

为了描述系统在任何时刻的凝聚程度，我们引进单体密度矩阵，对于一个系

统波函数，  jiji ,, ̂ ， jiji aa ,̂  2,1, ji 。的迹归一化到总粒子数 N，
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我们定义它的两个本征态  21 和它的归一化本征值  21n ，（ 021  nn ），当然我们总

是有 121  nn ， in 对应于宏观占据态 i 的凝聚分数。 

分析系统在 Fock 态上的展开度可引进函数  22

0
log k

N

k k ccS  
 ，S 是正的有

限值，当然在粒子占据最大态 Nck /12  时有最大值，在最大局域态
0,kkkc  时为最

小值零。 

我们首先描绘系统哈密顿量   EH 作为相互作用时的本征矢量   2
kc

的频谱[38]。 

 

 

 
图 3.8   2

kc 密度图， =0,1，…50 代表本征态，例如 =0 表示基态；

=0，-1，-2，-4，N =50 
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从图（3.10）中可看出，我们可详细得到吸引相互作用下的基态具体分析：当 0

时，基态在没有相互作用情况下是对称的二项式分布 

    02/1!/1 21

N

GS aaN   。 

当相互作用增大时，基态的扩展越大，然后开始和下一个激发态简并，它的分布会

出现两个不同的波峰，从而形成猫态。当 0 ，且很小时，我们增加相互作用后，

前面简并对中的其中一个会发展成一个突出的粒子非平衡状态，分布的波峰只会出

现在 Fock 态的某一区域。这其中重要的是对称性的破缺来源于一个临界的相互作用

值，基态也就自发形成明显的粒子不平衡现象。和以前的分析不同的是我们描绘对

称性破缺得到了小的零点能差的帮助。通过这种方法两个简并本征态通过不平衡性

就得到了很好的区分，我们的图强调了在系统从猫态到宏观量子自俘获态演变时的

对称破缺现象。排斥相互作用基态情况是类似的：没有相互作用情况下依然是对称

的二项分布，相互作用增加时，高斯波包受到一定的挤压，但仍然保持波包的二项

性和 0z 的对称性，没有出现吸引相互作用下特有的猫态，以及宏观量子自俘获

图 3.8   2
kc 密度图， =0,1，…50 代表本征态，例如 =0 表示基态；

=0，1，2，4， N =50 
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现象。     

 

 

为了更深层次的研究问题，我们需要研究基态的其他稳态性质。我们利用哈密

顿量的精确对角化得到相互作用从吸引变化到排斥过程中基态的一些性质的变化情

况，并和半经典近似结果作比较。第一个就是分数粒子数差，从图（3.11）中我们可

知在排斥相互作用情况下，精确结果和半经典近似结果基本一样，都基本保持在 0z

值。这也同时说明排斥相互作用情况下的基态一直保持 0z 对称的粒子数空间几率

分布，只是随着相互作用的增大，分布波包会受到一定的挤压。另外在吸引相互作

用情况下，精确结果和半经典近似结果则在某些区域有了明显的区别，精确结果中 z

值直到 2 前一直保持在零值，在值继续减小时 z值会突然趋近于 1。而半经典

近似结果中在 1 时 z值就已经开始缓慢增加，在 2 时 z值基本趋近于 1。 1

之前基态属于超流相， 2 之后基态属于 Mott-绝缘相， 21  相变区域内精确

结果和半经典近似结果有很大的差异，这个差异会随着总粒子数 N 的增加而逐渐减

小，当然这个差异的由来是因为猫态的出现和态的扩展从而引起涨落的突然增大。 

图 3.10 基态频谱   2

0 kc ，左边=0，-0.5，-1.5，-2，-3.5；右边=0，0.5,1.5,2,3.5. N =50 
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第二个性质是 Fock 态扩展度 S，半经典近似结果和 Fock 态没有关系，不能知道

其扩展度怎么变化，所以图（3.12）只描绘了 S 变化的精确结果，但是我们依然可以

通过它解释图（3.11）中 z 值的精确结果中的突变，从图中可看出排斥相互作用情况

下，扩展度 S 缓慢变化，可解释系统没有发生明显的相变，而在吸引相互作用情况

下， 21  相变区域态扩展度 S 由于基态猫态的形成而导致扩展度的突变，为相

变提供了有效的说服力。 

 

 

 

第三个基态性质是单粒子密度矩阵，由于前面的分析排斥相互作用情况系统的

图 3.11 相互作用从吸引变化到排斥过程中基态分数粒子数差 z 的

变化。精确结果（黑线），半经典近似结果（红线）。 

图 3.12 相互作用从吸引变化到排斥过程中基态态扩展度 S 的变化

的精确结果。 
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基态不发生相变，精确结果和半经典近似结果保持一致，所以我们只描绘了吸引相

互作用情况下单粒子密度矩阵的变化情况。在半经典近似下，系统保持完全凝聚，

并不依赖于相互作用值。而在精确结果中相变区域 21  情况并不是这样的，在

这个区域会出现两个 MSPS（宏观占据单粒子态），从而使它不可能很好地用平均场

理论解释。 

 

 

 

 

 

 

单粒子密度矩阵中含有四个矩阵元，我们已经通过单粒子密度矩阵看出相变区

域精确结果和半经典近似结果区别的特殊体现，可是为什么它有如此的区别，我们

图 3.13 吸引相互作用变化过程中单粒子密度矩阵
21,nn 的变化。精确结果

（黑线），半经典近似结果（红线）。 

图 3.14 吸引相互作用变化过程中单粒子密度矩阵的矩阵元 21,nn 的变

化的精确结果。精确结果（黑线），半经典近似结果（红线）。 
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还需要从单粒子密度矩阵中含有的四个矩阵元来具体分析，从图（3.14）中可看出非

对角元
12 和

21 的半经典近似结果和精确结果区别是非常不明显的，级数在 %1 ，近

似到可以忽略，而对角元
11 和

22 值却在相变区域 21  时发生了明显的变化，

这也正是单粒子密度矩阵在相变区域明显变化的直接原因。 

    总之，我们仔细观察了不论是吸引还是排斥相互作用下BEC 的在超流相和Mott-

绝缘相的量子相变特征，找到了两种相互作用情况下 BEC 相变的区别，吸引相互作

用情况下 BEC 在不同相中表现出来的性质以及超流相和 Mott-绝缘相过渡的细节问

题。从上面的讨论我们认识到相变的性质解决了左右势阱对称性的破缺，而它是由

量子涨落所控制，这也正是系统半经典近似描述所欠缺的。 





结束语 

37 

结束语 

    我们构造三维的双势阱束缚外势，通过将三维 GP 方程转化为一维，并得到了

他们的数值结果；接着利用玻色哈伯顿模型的 Fock 态近似，得到了吸引相互作用情

况下 BEC 的动力学精确解；最后利用玻色哈伯顿模型哈密顿量的精确对角化，得到

了 BEC 的量子相变，将结果与半经典近似结果结果作比较，并以图像说明。 

    上面我们只是讨论了双势阱模型和近邻格点的玻色哈伯顿模型，如果变换外势

模型，比如三势阱，多格点模型，所用到的方法和考虑的束缚和近似条件也将不同，

实验上表现出来的性质都将不同；一般来说我们不考虑粒子的自旋，而物理上自旋

却也是原子的必须的内禀属性，本文讨论时忽略了原子的自旋，如果考虑自旋对原

子两个状态的影响，将会有不同的临界条件和判断以及更加复杂的动力学性质，我

们还可以在研究以上情形中，加入两种原子的混合，比如双分量，三分量，都将会

有更丰富的物理现象。 
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