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中文摘要 

I 

中 文 摘 要 

近年来，一维冷原子气体在实验和理论上都引起了广泛的研究，超冷玻色子和

费米子也得到了人们的关注。通过在一维势阱中加载冷原子，并通过 Feshbach 共振

调节有效相互作用，可以模拟在整个相互作用范围内的一维相关系统中奇异的量子

多体现象。超冷原子在低维空间的精确调控性为研究和测试精确可解多体系统理论

提供了前所未有的机会，其中包括 Tonks-Girardeau(TG)气体、超 Tonks-Girardeau 气

体、冷原子的 Yang-Yang 热力学等方面的显著实验进展。特别有趣的系统是玻色-费

米混合物系统，这种混合物在自然界中很少发生，随着激光冷却和光捕获技术的发

展，在实验中已经可以实现。鉴于实验进展，从理论上研究一维玻色-费米混合物的

热力学性质是十分必要的。 

量子临界性是凝聚态物理中最具挑战性的问题之一。为了提取正确的普适标度

函数，在量子临界状态下控制适当的热涨落和量子涨落，需要对有限温度热力学物

理量进行精确地研究。基于实验和理论上对重费米子材料关于 Grüneisen 参量

（Grüneisen parameter，简称 GP）的研究进展，为了描述体系不同的相，本文主要

运用 GP 研究一维可积系统的相变及其在量子临界点的性质。我们主要运用数值迭代

的方法得到热力学 Bethe Ansatz(TBA)方程，通过数值积分得到压强 p ，最后得到用

压强表示的 GP。文章首先介绍了 Lieb-Liniger 模型中的 GP，发现该参量在强相互作

用和弱相互作用区域具有理想玻色气体和理想费米气体的性质，因此该参数趋于常

数 2。接下来我们研究了在玻色费米混合物系统中 GP 和磁化 GP 的性质，发现两者

在玻色-混合相和费米-混合相两个相变点附近都会发生剧烈变化，但具有不同的行为

特征，因此，可以作为实验和理论上研究相变的一个有力工具。最后研究了热力学

量的二阶导（比如压缩率，磁化率等）在量子临界点的行为，发现当温度趋于零时，

压缩率和磁化率有发散行为，且不同温度下都交于相变点，这是由于发生相变时态

密度的改变而导致的。热力学性质的普适标度行为很好地描述了量子临界现象。 

 

关键词：玻色费米混合物；Grüneisen 参数；相变；量子临界性 
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ABSTRACT 

 One-dimensional cold atomic gases have attracted intensive studies both 

experimentally and theoretically, mixtures of ultracold bosonic and fermionic 

atoms have also attracted much attention. By loading cold atoms in 

one-dimensional (1D) potential well and tuning the effective interactions by 

Feshbach resonance, it is possible to simulate striking quantum many-body 

phenomena in 1D strongly correlated systems in the whole regime of 

interaction strength. The exquisite tunability with ultracold atoms confined to 

low dimensions has provided unprecedented opportunities for investigating 

and testing the theory of exactly solvable many-body systems. These include 

remarkable experimental progress in the realization of Tonks-Girardeau (TG) 

gas, super-Tonks-Girardeau gas, Yang-Yang thermodynamics for ultracold 

atoms. Of particular interest is the Bose-Fermi mixture system, which is rare 

in nature and has been made experimentally possible with the development of 

laser cooling and light capture techniques. In view of the experimental 

progress, it is necessary to study the thermodynamic properties of 1D 

Bose-Fermi mixture theoretically. 

Quantum criticality is among the most challenging of problems in 

condensed-matter physics. In order to extract correct universal scaling 

functions, which control proper thermal and quantum fluctuations at quantum 

criticality, a high precision of the finite-temperature thermodynamics is 

desirable. Based on the experimental and theoretical research progress on the 

Grüneisen parameters (GP) of heavy Fermion materials, in order to describe 

the different phases of the system, in this thesis, the phase transition of 1D 

integrable systems and the properties of quantum critical points are studied 

by using GP. We obtain the thermodynamic Bethe Ansatz (TBA) equation by 

numerical iteration method, and obtain the pressure by numerical integration. 

Finally, we get the GP expressed by pressure. In this thesis, the GP in 

Lieb-Liniger model is introduced, firstly. It is found that there are ideal Bose 

gas and Fermi gas in the strong and weak interaction region, which makes the 
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parameter tend to be constant 2. Next, we study the properties of GP and 

magnetized GP in a Bose-Fermi mixture system. It is found that both of them 

change dramatically near the transition points of bose-mixture phase and 

Fermi-mixture phase, but have different behavior characteristics. Therefore, 

they can be used as a powerful tool for experimental and theoretical study of 

phase transition. Finally, the behavior of the second derivative of 

thermodynamic quantities (such as compressibility, susceptibility, etc.) at the 

quantum critical point is studied, and it is found that the compressibility and 

magnetization have divergent behaviors when the temperature approaches 

zero, and they all intersect at the phase transition point at different 

temperatures, which is caused by the change of phase transition temporal 

density. The universal scaling behavior of thermodynamic properties 

describes primely quantum critical phenomena. 

 

Key words: Bose-Fermi mixture; Grüneisen parameters; Phase transition; 

Quantum criticality
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第一章 绪论 

1.1 一维超冷原子气体的实验进展 

    在理论物理中，相对于高维系统来说，一维多体系统理论上处理起来相对简单

些，其物理性质不同于三维系统。由于近年来冷原子方面量子调控和精密操控技术

的飞速发展，使得越来越多的低维量子多体现象在实验上被人们观察到。2001 年，

美国 Ketterle 小组在实验上率先采用磁阱束缚凝聚体的方法实现了“雪茄”状玻色-

爱因斯坦凝聚(Bose-Einstein condensation，简称 BEC)[1]。2004 年，Weiss 小组以 87Rb

为对象在实验上观察到一维的 TG 气体[2]。2008 年，Amerongen 等人在原子芯片上制

备了处于 2, 2FF m  的 87Rb 的准一维量子气体，该实验得到的密度分布与基于

Yang-Yang 热力学公式得到的结果符合得很好，第一次证实了由 Bethe ansatz(BA)方

法发展而来的 Yang-Yang 热力学公式[3]。  

基于之前科学家们以两个具有相互作用并处于相反自旋状态的超冷费米气体为

研究对象，观测到了它们可以形成具有玻色性质的 Bardeen-Cooper-Schrieffer(BCS)

对，2010 年，Liao 在测量 6Li 原子气体有限温度密度分布的技术上有突破性进展[4]，

他们发现，由于费米子配对现象的存在，超冷费米气体在吸引相互作用和排斥相互

作用情况下的相图完全不同，同时，他们的实验也很好地验证了可积模型的精确解

所预言的零温相图[5,6]。 

2016 年 8 月，中国科大潘建伟及其团队在国际上首次实现了对光晶格中超冷原

子自旋比特纠缠态的产生、操控和探测，向基于超冷原子的可扩展量子计算和量子

模拟迈出了至关重要的一步[7]。该研究团队首先把 87Rb 超冷原子 BEC 装载到三维光

晶格中的一层，再利用蒸发冷却将原子降到低于 10 纳开的超低温，并实现了这层二

维晶格中的超流态到 Mott 绝缘态的量子相变，从而获得了每个格点上有且只有一个

原子的人工晶体。研究人员创造性地开发了具有自旋依赖特性的超晶格系统，形成

了一系列并行的双阱势，并且在每个双阱势中用光场产生了有效磁场梯度，结合微

波场，实现了对超晶格中左右格点及两种原子自旋等自由度的高保真度量子调控。

该团队还研发了一种光学分辨约为 1 微米的超冷原子显微镜，该显微镜可以对这层

晶格中的原子进行高分辨率和高灵敏度的原位成像。通过以上关键实验技术的突破，

该研究团队获得了光晶格中超冷原子量子调控能力的大幅提升，从而首次在光晶格

中并行制备并测控了约 600 对超冷原子比特纠缠对。 
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紧接着，2017 年 10 月潘建伟教授及其同事苑震生等与中科院武汉物理与数学研

究所研究员管习文小组合作，通过对光晶格中的超冷原子进行量子调控和测量，结

合量子可积系统理论，在国际上首次得到了一维有限温多体系统在经典气体和量子

液体之间转变的量子临界性质，并通过测量其相位关联观测到了拉亭杰液体的幂定

律关联特性，在低维量子多体系统研究领域取得了重要进展[8]。该工作实验和理论结

合，提供了研究低维量子系统的新实验方法，将推动低维量子模拟领域的研究进展。

该工作得到了审稿人的高度评价：“这是一个高质量的、里程碑式的一维物理系统

研究工作，不仅局限在超冷量子气体中，而将在其它物理体系中具有广泛的应用价

值。” 

 

 

 

 

 

               

 

 

图 1.1 观测一维量子多体相变和拉亭杰液体的超冷原子实验装置示意图
[8]
。 

 

图 1.2 一维量子多体系统相图
[8]
。 

实验捕获和冷却原子气体的一系列进展，展示了量子力学的优美和精妙，特别
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是近年来一维超冷原子的实验使得人们可以更进一步了解并研究低维量子多体系统

的量子统计和动力学，一维超冷原子气体在“原子芯片”中的实验实现具有非常重

要的意义，比如对显微技术，原子干涉仪，全息摄影技术，以及量子信息处理等领

域的发展有深远的影响。 

1.2 Bethe Ansatz 方法简介 

    在多体物理中，有一类模型是可以严格求解的，这一类模型通常被称为可积模型。

可积性的概念最早来源于经典力学，一个经典力学系统一般可以用一组微分方程来

描述，通过求解这组微分方程，如果我们能找到和系统自由度个数相同的独立守恒

量，则可以说这个系统是完全可积的。 

    对于量子可积性概念的理解，要追溯到 1931 年，Hans Bethe 为精确求解一维海

森堡自旋链(考虑近邻相互作用)的能量本征值问题，他构造了一种特殊形式的波函

数，即将波函数写成一维自旋链上所有可能平面波的叠加[9], 

    11P P NN
i k x k x

P

A P e  
 

， (1.1) 

其中， N 是自旋向下的粒子数目， 1, , NP P 表示对于1,2, , N 的一个确定排列，所

以上述波函数是 !N 个平面波的叠加， ,i ik x 分别表示波矢和坐标，Bethe 的假设提出

来后，并未引起大家的关注，直到 30 多年后，H. Lieb 和 W. Liniger 利用 Bethe Ansatz 

(BA) 第一次精确求解了一维 相互作用的玻色气体[10]。一维 相互作用的玻色气体

的精确解，是由一系列满足 BA 方程的波数    1,  2,  . . . ,  ik i N 给出，该方程称为

Lieb-Liniger 方程。量子可积模型的重要性体现在，BA 方程的解可帮助人们精确地

理解多体系统中诸多物理现象，如量子统计，热力学，量子流体，量子关联及量子

临界现象等等。通常能够精确求解的物理体系包括自旋链，相互作用量子气体，强

关联电子系统，Kondo 杂质问题，Gaudin 磁性链等等。 

    基于 H. Lieb 和 W. Liniger 在 1963 年的工作，杨振宁和杨振平于 1969 年成功解

决了该模型的有限温度热力学问题，首次给出了 Lieb-Liniger 模型在平衡态下的巨正

则统计物理描述，建立了 Yang-Yang 热力学。这是第一次真正意义上严格求解了一

个有相互作用的多体系统的热力学问题。具体思想是，在有限温情况下，系统平衡

态存在很多微观态，通过引入熵，并利用最小化吉布斯自由能给出系统满足的

Yang-Yang 方程，即热力学 BA (TBA)方程。由 Yang-Yang 热力学方程就可得到
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Lieb-Linger 模型中的诸如压强，密度，压缩率，磁化率，等所有热力学量[11]。这就

是本文中所用到的 Yang-Yang 热力学方法。 

近年来，数值方法被运用到 TBA 方程的求解中，例如两分量 - 相互作用的玻色

气体[11]，玻色费米混合物气体等，这些数值结果与实验十分吻合，使我们能更进一

步了解 TBA。2009 年，管习文及其合作者 Batchelor 等利用 polylog 函数精确求解了

一维玻色气体在强相互作用极限下的 Yang-Yang 热力学方程[12]，得到了一系列体系

在低温下的量子临界性标度方程。2012 年，尹相国等人用 polylog 函数渐近展开方法

精确求解了玻色费米混合物系统在强相互作用极限下的 Yang-Yang 热力学方程[13]。

最近几年，管习文，Batchelor 等利用 Yang-Yang 热力学方法在研究量子临界现象，

量子关联，Luttinger 液体性质等方面都做出了突出性的贡献[14]。 

1.3 玻色费米混合物的发展 

    众所周知，自然界的粒子按照自旋的不同被分成了两类。凡自旋为的半奇数倍

粒子( / 2,3 / 2,5 / 2,s     )波函数对于交换两个粒子总是反对称的，例如，电子、

质子及中子等。这些粒子服从费米狄拉克分布，被称为费米子；凡自旋为的整数倍

粒子( 0, ,2 ,s    )波函数对于交换两个粒子总是对称的，如 介子、光子，这类粒

子遵守玻色爱因斯坦统计，因而被称为玻色子。但自然界不存在它们的混合物。近

年来，由于激光冷却技术得到了长足的发展，2001 年，几个实验小组将玻色子 7Li

和费米子
6
Li 束缚在磁阱中进行蒸发冷却，最终使费米子冷却到费米温度 FT 的 0.21

倍[15,16]。同时，由于玻色子 7Li 的存在，可以说他们实现了由玻色费米混合物组成的

量子气体。 

 

图 1.3 同时冷却的玻色子 7Li 和费米子
6
Li 的密度分布

[15]
。费米压阻碍了费米子在空间的凝聚。 
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2006 年，K. Gunter 等人在三维光晶格中研究了费米子
40K 和玻色子

87Rb 的混合

物。通过研究物质波干涉图样的可见性和玻色子的相干长度，观察到费米子种类的

不断增加降低了玻色子的相位相干性。并通过对晶格中非相互作用的玻色费米混合

物的热力学分析，提出了晶格中费米子交感冷却的机制[17]。 

2011 年，德国科学家 J. Heinze 和 S. Götze 等人对超冷费米子在光晶格中的能带

激发和隧穿特性进行了详细的实验研究。利用一种新的费米子多能带光谱技术，可

以高精度地测量费米子的全能带结构和隧穿能。在一个具有吸引相互作用的玻色子

费米混合物中，由于原子的自陷作用引起晶格深度的增加，导致费米子隧穿能量的

显著降低[18]。 

随着冷原子系统实验技术的进步，最近实验上已经成功实现了玻色与费米混合

系统的超流。2017 年，翟荟以及中国科学院武汉物理与数学研究所副研究员姜玉铸

等证明了当费米超流体从 BCS 区域调谐到 BEC 区域时，玻色费米超流体混合物中的

涡旋晶格结构会经历一系列的结构转变。这是由于在 BCS 和 BEC 区域中，费米超流

体的涡核结构存在差异。因此，随着玻色与费米超流体之间的密度相互作用，两组

涡旋晶格在 BEC 区域中的相互作用增强，从而产生涡旋晶格的结构转变[19]。 

 

图 1.4 BEC-BCS 过渡中，涡旋经历了三个不同的集合结构相变：从正方形到平行四边形，再到

三角形格子
[19]

。 

1.4 Grüneisen 参数的简介 

1908 年，Eduard Grüneisen 在研究晶格体积变化对其振动频率的影响时引入了一

个无量纲参数，即 Grüneisen 参数(GP)[20,21]，它与声子频率对体积的导数有关，在物

理学的各个领域都得到了广泛的研究。例如，在爱因斯坦模型中，固体中的激发用 N
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个相同频率 0 的声子来描述，定义为[20,21] 

 0

0

V

V





  


， (1.2) 

其中V 是系统的体积，该式用来刻画体系中体积的改变对频率振动特性的影响。事

实上，不同的物理现象与 GP 的不同定义有关，但它们却具有相同的起源。 

虽然在固体地球物理[22,23]、化学物理[24]、高压物理和等离子体物理[25,26]等领域

GP 已经被广泛地研究，但其在冷原子系统中的行为，如冷原子气体、量子气体中的

行为却很少有人关注。这很可能是由于在这些系统中对热膨胀  和比热 VC 进行高精

度测量都十分困难造成的。直到 2003 年，德国物理学家 R. Küchler 等人在实验上通

过利用位于量子临界点附近的 CeNi2Ge2 和 YbRh2(Si0.95Ge0.05)2 测量了低温下的体积

热膨胀  和比热 VC 。对于这两种系统，发现热膨胀  显示出比 VC 更强的温度依赖性，

因此随着温度 0T  , / VC  趋于发散[27]。后来，有人用 CeIn3-xSnx（0.55 0.8x  ）

单晶体也研究了低温热膨胀和 GP[26]。 

2013 年，A. Steppke 等人发现在重费米子金属铁磁体 YbNi4(P0.92As0.08)2 的量子

临界点附近存在着非常规超导性和其他以前未知的物质相：物质在绝对零度时的连

续相变。并通过精密的低温测量发现该材料在冷却到 0T  时对压力的微小变化极为

敏感，这种压力敏感性体现在 GP 值的高度增强上，这将对量子临界材料的研究产生

很大的影响[28]。 

2016 年，德国物理学家 P. Gegenwart 在实验中以重费米子金属材料 CeCu2Si2 为

研究对象，因为其低温下的物理性质以 f 电子及其与传导电子的反铁磁交换为主，

着重讨论了 GP 在量子临界点附近的发散性及其类似物——绝热磁热效应[29]。2018

年，美国科学家 E. T. Ritz 和 N. A. Benedek 发现 PbTiO3 中的负热膨胀(negative thermal 

expansion，简称 NTE)涉及该材料的 GP 与各向异性弹性之间存在微妙的相互作用。

这为我们从根本上理解材料的热性能和在新材料类中寻找 NTE 开辟了新的途径[30]。 

由此发现低温下的 GP 在量子临界点有发散行为，因此被视为简单实验中判断量

子临界点的标准[31-33]，从这个意义上说，GP 可以作为实验和理论研究上检测和研究

量子临界相变的有效工具。本文中，我们主要研究 GP 在玻色费米混合物中是如何刻

画系统的量子相变的。 
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1.5 相变及量子临界点 

在当代凝聚态物理中一个极其重要的物理问题是，当系统在 0t  处通过调节某

些控制参数(如压强 p 、掺杂或磁场H )，系统能量最低的基态行为会有质的不同。

这表明,在绝对零温的情况下, 当改变控制参数沿相边界变化时，系统就会发生真正

的相变，一般来讲，这就是量子相变（Quantum Phase Transition）。与由温度驱动的

热相变明显不同的是, 量子相变的发生是源于控制系统基本相互作用的参量之间的

竞争。宏观上, 相变发生在调制参数的一个特定的临界值。在临界点左右, 量子力

学的基态性质发生改变。一个比较吸引人的特点是量子相变中存在有趣的临界现象。

这种量子临界现象在凝聚态物质系统，特别是相互作用的多粒子系统的物理性质中

起着重要的甚至决定性的作用。 

在量子相变点附近, 当某个参数 g 趋于临界点 cg 时，在接近相变点附近能量

是按以下行为趋于零， 

 
vz

cJ g g  , (1.3) 

其中，表示零温下体系的特征能量，当体系有能隙时，为第一激发态与基态能量

之差，J 具有能量量纲， ,v z分别为只与相变类型有关的临界指数。例如，Yang- Gaudin

模型描述的是自旋为 1/2 的费米气体，Lieb-Lininger 模型描述的是无自旋的玻色气

体， 但它们在相变点的临界指数是完全一样的。这两个临界指数的普适性可以利用

重整化群的观点来解释。 

关联长度是体系的一个特征长度，当体系的尺寸小于该特征长度时，所有的物

理性质与大尺寸时的行为有非常大的差别。换言之，当观测的体系尺寸与关联长度

的数量级差的不是很大时，微观涨落就不能被忽略，不同位置的粒子具有很强的关

联。一般情况下，关联长度与原子间的距离是同一量级的，存在一阶相变时关联长

度一般也是有限大小的。但是量子相变一般是二阶相变，这时关联长度在相变点发

散，在任意尺度上体系的物理性质都是相同的，因此体系具有标度不变性。在相变

点附近，体系的关联长度以下面的方式发散，即      

 -1 v

cg g   ， (1.4) 

这里，与体系中动量的截断为同一量级。因此，体系的特征能量和关联函数

满足如下关系： 
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- z  , (1.5) 

根据不确定关系，体系中关联时间(涨落寿命)为： 

 z  ， (1.6) 

所以在相变点处，关联函数与关联时间为无限大，涨落存在于任意尺寸及时间间隔，

体系存在标度不变性。 

 

图 1.5 量子相变图[34]。在 0T  时，相变点为 cg g 。体系的特征能量以
vz

cJ g g  的

速度趋向于 0。在 Bk T  的区域量子涨落与热涨落具有同样的量级，为量子临界区域，热力学

量满足普适的标度规律。在 Bk T  时，量子涨落占主导地位。 

当为有限温度时，体系还有第二个能量尺度 Bk T ,在 Bk T  时，在相变点附近，

由于 0 ，所以即使是非常小的温度也能产生高能的激发，此时系统具有很强的量

子涨落和热涨落，两者之间相互竞争，这一区域被称为量子临界区域，如图 1.5 所示。 

超冷原子气体是实现和研究量子临界性的有力工具。2007 年，Donner 在实验中

通过囚禁玻色气体，率先观察到了量子临界现象
[35]
。2010 年，周琦和何天伦教授给

出了一套利用实验密度分布来确定体系当 0T  时的相边界，以及在量子临界区域的

标度函数，还提出了消除势阱有限尺寸效应的方案，并用精确可解模型证明了方案

的有效性
[36]
。 

2015 年，管习文研究员与周琦教授合作，在关于冷原子量子多体系统中的两体

关联和临界性方面的研究中取得了新进展[37]。通过普适的热力学微分形式，建立了

Tan Contact 与热力学量及超流密度之间的直接关系，发现 Tan Contact 的二体短程关

联和多体临界现象之间存在深刻的内在关系。此外，他们还发现 Tan Contact 本身可
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给出连续量子相变的普适的临界行为，包括标度函数、动力学临界指数、关联函数

临界指数、Luttinger 流体行为等。另外，应用一维精确可解 Yang-Gaudin 模型完全验

证了 Tan Contact 的临界标度理论。其研究表明，在连续的经典或者量子相变中，Tan 

Contact 的临界指数可以表明体系其所属临界性的普适类。这为实验上界定一维系统

的临界区域及理解普适的 Luttinger 流体行为提供了可靠的理论基础。  

  

图 1.6 一维费米气体系统 Tan Contact的量子临界性
[37]

.图(a)为从TBA 方程的数值解中得到的熵

密度图，用来突出关于 t  平面上相变的不同区域。SC 表示极低密度的半经典区域，QC 表示

具有非相对论性色散的临界态，HT 表示没有普遍热力学行为的高温区域，TLLP 表示线性相对论

色散对的 TLL；图(b)为在固定低密度时每个粒子接触 /c n 与温度的关系，这里 1 / 2Dn n a 是

无量纲低密度；图(c)为高密度时的 /c n ，实线为 TBA 方程得到的数值结果。 

1.6 本文内容 

本文的整体结构如下： 

第一章：主要叙述了一维量子气体的最新实验进展及Bethe Ansatz (BA)方法，玻

色费米混合物的制备以及GP的发展，并且介绍了相变及量子临界点的概念和意义； 

第二章：主要介绍了 GP 的定义以及在 Lieb-Liniger 模型中该参数的行为性质； 

    第三章：主要介绍了在玻色费米混合物系统中 GP 和磁化 GP 的行为，以及热力

学量的二阶导在量子临界点的行为特征； 
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第四章：对前文的结果和结论进行总结，以及对相关内容在未来的发展方向作

了展望。 
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第二章 Lieb-Liniger 模型中的 Grüneisen 参数 

在理论方面，人们利用分子动力学、晶格动力学、统计力学等方法对 GP 进行了大

量研究，根据描述的物理现象不同，GP 也有不同的定义式[38-40]，但它们都具有相同的

起源。由于热力学中许多性质和导数之间的等价关系(如麦克斯韦关系)，GP 的许多公式

都是同样有效的，导致了对其含义的许多不同但正确的解释。然而理论方法求出的 GP

还存在模型难以检验等问题[41]。在实验方面，人们利用超声测量技术、热弹性应力技术、

快速增压技术等手段对参数进行了大量研究。 

本章的主要目的是在可积模型的框架下理解相互作用系统中的 GP。首先介绍了 GP

不同定义的等价性，对于理想气体和范德瓦尔斯(van der Waals)气体的结果，以及在

Lieb-Liniger 模型中的性质和现象。 

2.1 Grüneisen 参数的定义 

固体物理中考虑热力学量的最简单模型是爱因斯坦模型, 从微观角度来看，对于原

始定义(1.2)式，表示的是 N 个具有相同频率 0 的声子来描述固体中的激发，或者说，

固体是由 N 个具有能量为 0( 1/ 2)nE n    的独立谐振子构成( n 是表征振子的运动状

态和能量的量子数)[42],根据配分函数公式 

 
0

1

2

0

N n

n

Z e
     

 






，  (2.1) 

并利用  2 1
1 , 1

1
nx x x x

x
      


  ，将式(2.1)中的因子 e    看作 x ，因此配分

函数为 

 0log ( ),Z Nf      (2.2) 

其中，  1/ Bk T  , Bk 是玻尔兹曼常数，T 是温度，解析函数    1
log 1

2
xf x x e   ， 

熵为 

 

   0 0 0

log
logB

B

Z
S k Z

Nk f f




     

 
   
      ，

  (2.3) 

根据能量 logE Z



 


，得比热 
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   

2
2

2

2 ''
0 0

logV B

B

E
C k Z

T

Nk f




   

 
 
 

    
 ， (2.4) 

    2 ''
0 0 0

0
B

S
Nk f    


     

  ,  (2.5) 

事实上，我们知道 0
0

V

S
C 




 


,因为声子的频率取决于固体的大小，我们有 

 0
0

0 0

=V

S V S
C V

V V


 
          

， (2.6) 

如果我们定义 0

0

V

V





  


，根据上式(2.6)，得到 

 =
V

S
V

V
C


 , (2.7) 

这个定义来源于 E. Grüneisen 的原始研究，虽然最初系统是用声子的频率来描述的，而

声子是一个微观的量，但(2.7)式是用热力学量表示的，这就把微观量与热力学量联系起

来，说明 0 和V 之间的关系可能与某些可观测的热力学量有关。  

例如，在对冲击压缩固体的研究中，GP 被定义为 

 =
V

dp
V

dE
   
 

， (2.8)        

其中， p 是压强，E 代表系统的内能。接下来我们根据热力学关系推导的变形式。当

我们取 ,T V 为自变量时，根据热力学关系可知dF SdT pdV   ，其它所有热力学量的

全微分都可由 ,T V 得到， 

p p
dp dT dV

T V

 
 
 

， 

E E
dE dT dV

T V

 
 
 

， 

当V 的全微分 =0dV ，所以， V

dp p

dT T





， V

dE E

dT T





，可得， 

 = =
V

V
V

V

dp p
dp dT TV V V

dE EdE
dT T

 
          

 

， (2.9) 
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首先考虑理想气体的情况，众所周知， n 摩尔理想气体的物态方程为 pV nRT ，

能量为
3

2
E nRT ，根据 (2.8)式，得

3
=

2
 。对于实际气体的范德瓦尔斯方程为

 
2

2

an
p V nb nRT

V

 
   

 
，根据(2.8)式得，

 
3

=
2

V

V Nb



. 

2.2 Lieb-Liniger 模型简介  

    本节简要地介绍了系统长度为 L，N 个粒子间具有 接触相互作用的一维玻色气体

的 Lieb-Liniger 模型，该模型哈密顿量的二次量子化形式为 ( =2 =1)m取   

            † † †

0 0

L L

x xH dx x x c dx x x x x           ， (2.10)   

其中，m 表示玻色子的质量，c是相互作用强度。正则玻色场算符 ( )x 满足以下的对易

关系： 

 †( ), ( ) ( )x y x y      ，  † †( ), ( ) ( ), ( ) =0x y x y       . (2.11)   

该模型的一次量子化形式为 

  
2

2
1

2
N

i j
i i ji

H c x x
x


 


   

  ， (2.12)  

第一项为动能项， ix 是第 i 个粒子的坐标，第二项为粒子间的相互作用能。 c表示粒子

间的相互作用强度， 2/c mg  ，当 c为正值时，粒子间相互排斥，c为负值时，粒子间

相互吸引。系统的本征方程为 

      
2

1 2 1 22
1

2 , ,..., , ,...,
N

i j N N
i i ji

c x x x x x E x x x
x

  
 

 
     
  , (2.13)  

其中  1 2, ,..., Nx x x 是本征函数， E 是本征能量。当两个粒子发生碰撞时，波函数是连

续的。根据波函数的连续性边界条件，一阶不连续接触条件，以及周期性边界条件，可

以得到 N 个粒子的 BA 方程， 

 
j

N
ik L j s

s j j s

k k ic
e

k k ic

 


  ， 1, 2,..., .j N  (2.14)  

其中 k 表示波矢。在热力学极限( ,N L  )并保证粒子数密度 /n N L 是常数，以

及有限温度T 下可得到热力学 BA(TBA)方程，又被称为 Yang-Yang 热力学方程，以及压
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强 p ：   

       2
2 ln 1 exp /

2

T
k k dqa k q q T  







        ， (2.15) 

   
0

ln 1 exp / ,
2

LT
p dk k T


      (2.16)  

其中，是化学势，T 是温度，积分内核标记为  2 2 2

2c
a x

c x



. 

根据压强 p 便可求出体系的其他热力学量，如粒子数密度，熵等。 

,c T

p
n







, 

,c

p
S

T 





,  

2.3 Lieb-Liniger 模型中的 Grüneisen 参数 

    本节讨论 Lieb-Liniger 模型中的 GP。我们已经知道 GP 在理想气体，自由玻色气体

和自由费米气体中是常数[43]
， 

 
2

=
f

 ， (2.17)                                                                          

f 为系统的维度，当系统是一维时， =2 。这儿我们用定义式(2.7) 

 

,

=
T N

V N

S
V V

ST
T






，

， (2.18)                                

从 TBA 方程(2.15)式可知，压强由 , ,T c 决定，压强 p 是在巨正则系综中解得的，而 GP

的定义式(2.18)是在总粒子数 N 固定的正则系综中，因此，我们必须特别注意Maxwell 关

系以及热力学量之间的转化应用。 

首先，从巨热学势出发，已知它是关于 , ,V T 三个独立变量的特性函数，其它热

力学量都可以写成关于 , ,V T 的函数。对于均匀系统，根据 Gibbs-Duhem 方程， 

 0i i
i

SdT Vdp N d   ， (2.19)                      

其中 i为不同的组分，当只考虑单组分时，上式变为 
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 0SdT Vdp Nd   ， (2.20) 

 Nd SdT Vdp    ， (2.21) 

已知吉布斯能的全微分形式为dG SdT Vdp dN    ，根据(2.21)式得 

G= +d Nd dN  ， 

因此，得出                             

G N ， 

又已知巨正则系综中的巨热力学势定义为 =F N  ，根据上式得 

  ,F G p T V     ， (2.22) 

巨热力学势关于 , ,V T 的全微分形式为 

 d dV dT d
V T




  
   

  
， (2.23) 

还已知， 

 d pdV SdT Nd     ， (2.24) 

比较(2.24)式和(2.23)式，以及利用(2.22)式，得 

 
, ,V T V T

p
N V

 
    

         
， (2.25) 

 
, ,V V

p
S V

T T 

             
, (2.26) 

又因为粒子数 N 和熵 S 关于 , ,V T 的全微分可以写为 

 
N N N

dN dV dT d
V T




  
  
  

， (2.27) 

 
S S S

dS dV dT d
V T




  
  
  

， (2.28) 
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从(2.18)式的分子可以得知 0, 0dN dT  ，根据(2.27)以及(2.25)式得  

                     

0

N N N
dN dV dT d

V T

N N
dV d

V

p p
dV V d








  

  
  
  
 

 
 

   
      


   

     
p p

dV V d
  

   
       

,  (2.29)           

根据熵 S 的全微分，以及利用(2.29)式得 

 
2

2

2

2 2

2

2

2

S S S
dS dV dT d

V T

S S
dV d

V

p
dV

p p
dV V

pT T
V

p p p p
T T

dV
p












  



  
  
  
 

 
 


   

   


   
    




   (2.30) 

 

2 2

2

, 2

2

|N T

p p p p
S T T

pV
  



   


      



, (2.31) 

对于(2.18)式分母，我们可以知道有条件 0, 0dN dV  ，同理可得， 

 

22 2 2

2 2

, 2

2

|N V

p p p

T TS
V

pT

 



   
       



,   (2.32) 

最终可得， 
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2 2

2
,

22 2 2
,

2 2

| 1
.

|

S
N TV

S
N VT

p p p p
V T T
T T p p p

T T

  

 







   


      
   

      

 (2.33) 

当我们确定 , ,T c 三个参数，根据 TBA 方程(2.15)数值迭代可以得出压强 p 的一阶导和

二阶导，这个问题的解析解和数值解都已经被很好地建立[44]。图 2.1 为 GP 从弱相互作

用( 0c  )到强相互作用( c  )区域的变化，在弱相互作用( 0c  )时具有玻色气体的性

质，强相互作用( c  )是 TG 气体，具有自由费米子的特性，可以看出 GP 在弱相互作

用( 0c  )和强相互作用( c  )区域趋于常数 2。 

 

图 2.1 Lieb-Liniger 模型中一维玻色气体的相互作用强度从弱耦合区到强耦合区 

GP 的变化。 t 表示的是不同的温度
[43]

。 

    在强相互作用极限，气体是 TG 气体，在冷原子的实际实验中，观察强耦合区域的

量子简并气体是可行的，玻色-费米映射可以通过无相互作用费米子的波函数来绘制玻

色气体的基态性质。结果如图 2.2 所示，TG 气体不仅在基态，而且在有限温度下也表

现出自由费米子行为。事实上，polylogarithm 展开法[45]可以很好地理解这一结果。从图

中可以看出在强相互作用区域，当化学势取不同值时，随着相互作用的增大值趋于 2，

且解析结果和数值吻合的比较好。 
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图 2.2 Lieb-Liniger 模型中函数在
2T c  时的数值结果和解析结果的对比

[43]
。 

最终，我们根据推导过程中用到的基本热力学量总结得出它们之间的关系，如表

2.1 所示。 

表 2.1 正则系综和巨正则系综中的热力学量 

定义 正则系综 自变量 巨正则系综 自变量 

内能 U W Q   dU TdS pdV   ( , )S V  dU TdS pdV dN    ( , , )S V N  

自由

能 
F U TS   dF SdT pdV    ( , )T V  dF SdT pdV dN     ( , , )T V N  

吉布

斯能 
G U TS pV    dG SdT Vdp    ( , )T p  dG SdT Vdp dN     ( , , )T p N  

巨热

力学

势 

F N    / / dF SdT pdV Nd     ( , , )T V   

2.4 小结 

由于 GP 在各个不同领域都有广泛应用以及研究对象的不同，因此有很多不同的定

义式，本章我们首先对 GP 的不同定义式做了一个系统的推导，证明了不同形式之间它

们的等价性。然后介绍了 Lieb-Liniger 模型以及在该模型中 GP 的性质，发现在相互作

用强度很大或很小时，GP 趋于常数 2，也就是说具有无相互作用理想玻色气体或理想

费米气体的性质，并且说明了在强相互作用区域，用 polylogarithm 函数展开方法得到的

解析结果和数值解果十分吻合。 
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第三章 玻色费米混合物中的 Grüneisen 参数 

冷原子系统中最有趣的现象之一是量子相变，它是通过基态性质的变化在零温下发

生的，因此量子临界点(Quantum critical point，简称 QCP)的讨论一直是理论和实验研究

广泛关注的一个问题。在 Lieb-Liniger 模型中仅存在一个 QCP：从真空态到 Luttinger 流

体相，Guan 和 Batchelor 从 polylogarithm 函数的角度对其进行了深入的研究[44]。然而，

由于 GP 是在保证粒子数 N 不变的正则系综中定义的，因此在真空- FFLO 的量子临界点

上对 GP 进行讨论失去了一般的物理意义。另一方面，实验上对冷原子系统中 GP 的行

为越来越感兴趣，现在 GP 被认为是 QCP 存在的一个很有力的证明，因此，完全有必要

在 BA 的框架下讨论 GP 在 QCPs 的性质和意义。 

为了研究量子临界点的 GP，我们现在转向具有 相互作用的玻色费米混合物系统，

利用 BA 可积模型所得到的精确结果，使我们能够更好地研究更广泛的量子多体现象的

性质和微观根源。 

3.1 玻色费米混合物的理论模型 

    我们考虑在系统长度为 L，满足周期性边界条件，且具有 相互作用的 1D 玻色费

米混合物，该模型哈密顿量的二次量子化形式为 

 
2 2

† † † † † †

0

1

2 2 2

L

x b x b x f x f bb b b b b bf b f b f
b f

H dx g g
m m

 
                    

  


 
，(3.1) 

其中，
†
b ， b 和

†
f ， f 分别是玻色子和费米子的产生和湮灭算符， bm 和 fm 分别是

玻色子和费米子的质量， bbg 和 bfg 是玻色子和玻色子以及玻色子和费米子之间的相互作

用强度。哈密顿量(3.1)式中前两项是动能项，后两项是相互作用项。我们考虑完全极化

的费米子，由于泡利不相容原理，费米子与费米子之间不可能发生相互作用碰撞，因此

0ffg  。只有当 b fm m m  且 bb bfg g g  ，即，当玻色子和费米子的质量相等，且玻

色子和玻色子之间的相互作用强度等于玻色子和费米子之间的相互作用强度时，该模型

才是精确可解的。为了方便，我们通常令 2 1m  。它的一次量子化形式为 

  
2

2
1

2
N

i j
i i ji

H c x x
x


 


   

  ,     (3.2)                                  

第一项为动能项， ix 是第 i 个粒子的坐标，第二项为粒子间的相互作用能。 c表示粒子



一维玻色费米混合物中的 Grüneisen 参数 

20 

间的相互作用强度， 2/c mg  ，当 c为正值时，粒子间相互排斥，c为负值时，粒子间

相互吸引。总粒子数 b fN N N  ， bN 是玻色子的粒子数， fN 是费米子的粒子数。多

体 波 函 数 应 该 是 满 足 关 于  1,2,..., bi N ( 玻 色 子 ) 是 交 换 对 称 的 ， 以 及

 1, 2,...,b bi N N N   (费米子)是交换反对称的。 

    在周期性边界条件下，Imambekov 和 Demler 得到了 Bethe ansatz 方程(BAEs)[46]: 

                
1

/ 2

/ 2
j

M
ik L j

j

k ic
e

k ic


 

 


  ， 1,2,j N ..., ， 

 
1

/ 2
1

/ 2

N
i

i i

k ic

k ic




 


  ， 1, 2, M  ..., .   (3.3) 

其中，波矢 1,..., Nk k 是一系列不相等的实数，谱参数 1,..., M  是和波矢同类型的量。对

以上方程取对数，可得到离散的 BAEs 为： 

   
1

2 2 2
M

j j jk L I k 


 


    ， 

  
1

2 = 2 2
N

i
i

I k  


  ， (3.4) 

其中，    2arctan /x x c   ， jI J和 是两组整数或半整数的量子数。 

    在热力学极限（ ,N L ，且 /N L 是一个有限的值）并且是有限温度下，对

于系统的热力学平衡态来说，系统的熵是最大的，同时，系统受到单位长度内粒子数目

和能量值的约束，即吉布斯自由能的极值条件决定了系统的平衡态。采用文献[46]的思路，

令混合气体吉布斯自由能的变分为零，便得到平衡态的非线性积分方程，即 TBA 方程： 

                2
1 ln 1 exp /

2 2

H T
k k d a k T  







                 ，   

       1 ln 1 exp /
2

T
H dka k k T 







         ， (3.5) 

其中，化学势和有效磁场强度H 可表示为和  = / 2b f   和 f bH    ， f 和 b 分
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别是费米子和玻色子的化学势，T 是温度。积分内核  1 2 2

4

4

c
a z

c z



。对于固定温度 , H

和T ，可得压强 p 为： 

   
0

ln 1 exp / ,
2

LT
p dk k T


      (3.6) 

其它热力学量，如玻色子和费米子的粒子数密度和压缩率分别为 bn ， fn 和 b ， f ，磁

化率  等, 

    / /i i in N L p     , ,i b f ， 

2 2
i = / ip   ， ,i b f ， 

 2 2/p H    . (3.7) 

3.2 玻色费米混合物中的 Grüneisen 参数 

    首先，我们介绍零温下玻色费米混合物的相图。玻色费米混合物的相图可根据(3.8)

式解析得到[47]。如图(3.1)所示，除去真空态相图由三个量子相构成，纯玻色相，纯费米

相，以及玻色费米混和相，它们由四条边界线分隔，边界条件由玻色子密度 0bn  或费

米子密度 0fn  决定。调节有效磁场强度H 和化学势可得到不同的相，也就是说，当

0H  且 / 2H  时是纯玻色相, 0H  且满足条件 (3.9)式为混合相， 0H  以及

- / 2H  为费米相，从真空态到费米相的相边界为 / 2H   ，从费米相到混合相的相

边界可通过下式得到，  

 
1

4 1 arctan 4 4
2 2 2 2

H H H H
  



                           
. (3.8) 
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图 3.1 玻色费米混合物的相图
[47]

，其中
2

0 =c .  

3.2.1 Grüneisen 参数 

对于玻色费米混合物系统中的 GP，它具有和玻色系统一样的结果， 

 

 

2 2

2

2 2 2

2 2

2

1
p p p p

T T

p p p
TT

T

 



   
   

  
  


 


， (3.9)                                              

我们可以通过数值计算得到不同有效磁场强度下的 GP。计算思路如下：首先对方程组

(3.5)的两边都除以 2c （令 2
0 =c ），然后利用数值迭代方法(见附录 A)可得到 TBA 方程

组(3.5)的解   2/k c 和   2/ c  ，然后通过公式(3.6)的数值积分得到压强 p ,最后通过公

式(3.10)得到 GP。为了减小计算的误差，公式(3.10)中的偏导数没有采用直接差分的办

法，而是通过他们满足的积分方程(见附录 B)的数值迭代计算得到的。 

 

图 3.2 三个不同相的 GP，其中化学势 0/ 2   . 
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图 3.2 给出了 GP 随有效磁场强度H 的变化。蓝色竖直虚线为当 0/ =2  时的零温

解析得到的相变点，当系统处于基态时，随着有效磁场强度的变大，系统从玻色相变到

玻色费米混合相，再到费米相。在远离基态相变点区域，GP 几乎保持一个恒定的常数，

而在相变点附近，GP 剧烈变化，出现了一个非常明显的低谷（极低值）。随着温度的

降低，低谷的深度变深。当温度趋向于绝对零度时，GP 在相变点发散。通过调节参数 H

可使经过三个不同相，因此可以作为判断是否发生相变的一个有效的工具。 

3.2.2 磁化 Grüneisen 参数 

类似地，这一节我们介绍另一个无量纲的参数，如果把GP中的体积V 用磁场H 代

替，称为磁化的 GP(MGP)[42]，即为： 

 , ,

, ,

|
,

|

S
N T VH

mag S
N V HT

H

T







    (3.10)                                                          

对于磁场诱导的量子临界点，由于临界点熵的增强，也可以很好地描述相变。实际上，

MGP 在凝聚态物理实验中更为普遍，因为分子与磁熵变化有关，而磁熵变化是可以测

量的，在磁性材料的研究中具有重要意义。 

    同样的，我们从巨热力学势出发，它是关于四个独立变量 , , ,V T H 的特性函数，

全微分形式为 

 d dV dT d dH
V T H




   
    

   
， (3.11) 

其它热力学量都可用这四个独立变量表示 

 
N N N N

dN dV dT d dH
V T H




   
   
   

， (3.12) 

 
S S S S

dS dV dT d dH
V T H




   
   
   

, (3.13) 

已知，有磁场的吉布斯能G 和自由能F 分别为 

G U TS pV mH    , 

F U TS mH   , 

从(2.19)式得知，两组分的为 Gibbs-Duhem 方程为 
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 0f f b bSdT Vdp N d N d     ， (3.14) 

又因为 f bN N N  ， =
2

b f 



， f bH    ，

2
f bN N

m


 ，对上式做变量替换，得 

 0SdT Vdp Nd mdH    , (3.15) 

 Nd SdT Vdp mdH     ， (3.16) 

还已知巨正则系综中有磁场的吉布斯自由能全微分为 

 dG SdT Vdp dN mdH     , (3.17) 

根据式(3.16)和(3.17)得出 dG Nd dN   ,所以G N ,又已知磁场中巨热力学势的

定义式为 F G mH    ，所以 

  , ,p T H V   , (3.18) 

又已知巨正则系综中有磁场的巨热力学势的全微分形式为 

 d pdV SdT Nd mdH      ， (3.19) 

对比(3.11)式和(3.19)式，以及利用(3.18)式可得 

 
 

, , , ,

, ,

V T H V T H

p T H
N V


 

  
          

， (3.20) 

 

 
 

, , , ,

, ,

V H V H

p T H
S V

T T 

           
,   (3.21) 

从(3.11)式中我们可知，对于分子有限制条件 0, 0, 0dN dT dV   ，根据(3.12)以及(3.20)

式，可得 

+

0

N N N N
dN dV dT d dH

V T H

p p
V d V dH

H





  

   
  
   

      
          


， 

 
2 2

2

p p
d dH

H


 
 

 
   , (3.22)  
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根据熵的全微分(3.13)式以及(3.21)式，可得 

2

2 2

2

2

2 2 2 2

2

2

2

+

+

S S S S
dS dV dT d dH

V T H

S S
d dH

H

p
dH

p pH
V V dH

pT H T

p p p p
H T T H

V dH
p












  



   
  
   
 


 


   

   


   
      




 

最终，我们得出分子为 

 

2 2 2 2

2

, , 2

2

|N T V

p p p p
S H T T H

V dH
pH

  



   


       



， (3.23) 

对于(3.11)式的分母有限制条件， 

 0, 0, 0,dN dH dV    (3.24) 

根据分子中类似的推导，可得出 

 

22 2 2

2 2

, , 2

2

|N V H

p p p
T TS

pT

 



           



,   (3.25) 

 因此，最终可得  

   

2 2 2 2

2

2 2 2

2 2

, ,
2

, ,

|
= .

|

p p p pS
H T H TN T VH

mag S p p pN V HT
TT

H H

T T

 



   
     

   
  


 


  (3.26)     

最后，我们根据推导过程中用到的基本热力学量总结得出它们之间的关系，如表

3.1 所示。 
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表 3.1 正则系综和巨正则系综中有磁场时的热力学量 

定义 正则系综 自变量 巨正则系综 自变量 

内能 U W Q   dU TdS pdV Hdm    ( , , )S V m  
dU TdS pdV

Hdm dN
 

 
 ( , , , )S V m N  

自由

能 
F U TS   +dF SdT pdV Hdm    ( , , )T V m  

dF SdT pdV

Hdm dN
  

 
 ( , , , )T V m N  

吉布

斯能 

G U TS

pV mH

 
 

 -dG SdT Vdp mdH    ( , , )T p H  
dG SdT Vdp

mdH dN
  

 
 ( , , , )T p H N  

巨热

力学

势 

F N

mH

  


 / / 
d SdT pdV

mdH Nd
   

 
 ( , , , )T V H   

对比相图 3.1，我们讨论 MGP 在三个不同相内的情况。图 3.3 为随着有效磁场强度

H 的变化，MGP 从纯玻色相到玻色费米混合相，再到纯费米相的变化。蓝色竖直虚线

为零温时当化学势 0/ =2  时解析得到的从纯玻色相到混合相和混合相到纯费米相的相

变点。在纯玻色和纯费米区域的极限情况下，可以很容易地得到 =0mag 。从图中可以

看出，当温度趋向于绝对零度时，MGP 在相变点会发生剧烈变化，不同于 GP 的是，

MGP 在两个相变点的峰值为一正一负，且变化都较大。 

 

图 3.3 通过调节磁场强度得到 MGP 在三个不同相内的行为变化，化学势 0/ =2  .  

    图 3.4 为关于 mag 的玻色费米混合物有限温相图。图中的黑色虚线为解析得到的玻
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色费米混合物的零温相图[47]，对比零温解析得到的相图，我们来分析低温下 mag 在量子

临界点的行为。从图 3.4 中我们可以看出 mag 能够清晰地标注相区，在每一个相区内 mag

值基本不变，但在相边界附近有峰值出现，从玻色态到混合态的峰值为正，从费米态到

混合态的峰值为负，通过调节参数 ,H 可以使 mag 取不同的值。 

与 GP 相比，MGP 在量子临界点附近的行为尺度变化更明显，是研究量子相变一个

很有利的工具。实验上已经对某些材料的这种行为进行了实验观察和研究[36,48]。 

 

图 3.4 关于 MGP 的有限温相图. 横坐标是有效磁场强度 0/H  ，纵坐标是化学势 0/  ，通过调节

这两个参数可以使系统穿过四个不同的相区。颜色条代表的是 mag 值，这里温度取为

0/ 0.03t T   . 

3.3 玻色费米混合物的量子临界性 

    量子临界现象是当前固体物理学中广泛关注的一个热点，在这一背景下，大量的相

关材料被研究，而重费米子扮演着尤为重要的角色，越来越多的重费米子(HF)金属明确

地显示出磁量子临界点[49-51]。这些系统中的实验有望为量子临界金属的一般物理学提供

相当多的线索。事实上，最近的实验[49,50]表明，至少在某些 HF 金属中，传统的金属磁

性量子相变理论已经失败了。文献[51]中有一幅图像描述了 0T  时自旋密度波(SDW)的

跃迁，并相应地描述了量子临界行为的平均场型。最近的研究表明，近藤共振的破坏会

导致自旋密度波图[51,52]的破坏；取而代之的是一些新的局域临界的量子临界点[52]。 
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从绝缘磁铁、重费米子化合物到铜酸盐超导体等越来越多的系统中所观察到的异常

行为都归因于量子临界点的存在。当系统在 0T  时通过不断地调节某些控制参数（化

学势或磁场）会诱导连续量子相变发生，这种零温临界点可以决定材料在大范围温度下

的性能。一般来说，量子临界点比经典临界点更难描述。在经典临界点，热力学量通常

是发散的；相关的临界指数在我们最终理解尺度和普适性时发挥了核心作用。然而，其

中一些发散必须在量子临界点上消失：由于相变是在零温度下发生的，所以热力学第三

定律对其进行了限制。考虑到这些实验和理论的发展，这里，我们主要研究在玻色费米

混合物中用热力学量的二阶导描述相变点的行为。我们通过数值求解 TBA 方程，探讨

了热力学性质在量子临界状态下的普适标度行为。 

 

图 3.5 压缩率和磁化率在相变点的行为。左图为不同温度下 0/ 1H    时重新标度的压缩率 随着

化学势变大在从真空态到玻色态的行为；右图为不同温度下 0/ -0.5   时重新标度的磁化率  随

着磁场强度变大在从真空态到纯费米子态的行为。 

在这里，我们数值演示了玻色子和费米子混合物的普遍标度行为，用 TBA 方程(3.5)

很容易数值解出用压缩系数 和磁化率  ，它们刻画了从真空态到自由玻色子和从真空

态到自由费米子的量子相变行为。如图 3.5 所示，我们发现不同温度下的压缩系数和磁

化率都相交于临界点。在这两种情况下，随着温度的降低，压缩系数和磁化率总是呈现

一个峰值，这表示相变发生时态密度的变化。当温度接近极限 0T  时，压缩系数和磁

化率在临界点趋向于发散。 

我们通过数值求解 TBA 方程(3.5)来显示不同温度下重新标度的密度分布，如图 3.6

左图所示。同样也可以看出在不同温度下从纯玻色态到混合态粒子数密度相交于临界点
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0/ 0H   。图 3.6 右图显示为从纯费米态到混合态时磁化率随有效磁场强度的变化情

况。可以看出它们在临界点交于一点，这是由于低温下临界点附近态密度的变化。量子

临界态下热力学性质的普遍标度行为为量子临界现象提供了物理根源。 

 

图 3.6 粒子数密度和磁化率在相变点的情况。左图是不同温度下从纯玻色态到混合态相变点附近粒子数

密度随有效磁场强度的变化情况。右图为不同温度下 0/ 1   时从纯费米态到混合态时磁化率随有效磁

场强度的变化情况。 

3.4 小结 

本章我们首先介绍了玻色费米混合物模型，然后在玻色费米混合物系统中研究了

GP和MGP，发现两者在量子临界点都会发生剧烈变化，但有不同的行为尺度，以及作

出关于 MGP 的相图，参照解析得到的玻色费米混合物零温相图，发现其在零温时的相

变点附近有明显变化，说明在低温下该参数也可以很好地描述相变。最后，我们数值

得到粒子数密度和压缩率，磁化率在不同量子临界点的行为，发现它们接近零温时有

发散行为，且不同温度是时它们都交于临界点，这是由于在相变点态密度的改变。 
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第四章 总结与展望 

本文首先介绍了一维量子可积系统中玻色费米混合物的制备以及 GP 的背景知识，

然后主要介绍了一维 Lieb-Liniger 模型中 GP 的性质。它在强相互作用区域（理想费米

气体）和弱相互作用区域（理想玻色气体）都具有理想气体的性质，趋于常数 2。第三

章主要介绍了玻色费米混合物系统中的 GP 和 MGP，发现两者在玻色相-混合相和费米-

混合相的相变点都有会发生剧烈变化，在远离相变点几乎都保持一个恒定的常数，区

别是两者在相变点具有不同的行为尺度特性，GP 在两个相变点的变化值都为负，且在

玻色相到混合相临界点的变化值较小，MGP 在两个相变点的值为一正一负，且变化的

尺度都较大。最后介绍了热力学量的二阶导（比如压缩率，磁化率等）在量子临界点的

行为，发现当温度趋于零时，压缩率和磁化率有发散行为，并且由于低温下临界点附

近态密度的变化，可以看出它们在临界点交于一点。 

    本文对两个参数的研究是在低温下进行的，但是与之比较的却是玻色费米混合物

的零温相图，因此 GP 和 MGP 对相变点的描述可能会产生偏差。我们是在一维可积模

型中研究的两个参数，对于三维模型，其他模型是否适用，也有待进一步的证明研究。 

总之，量子临界性是凝聚态物理中最具挑战性的问题之一，研究它对物理学的发展

具有重大意义。 
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附录 A 

这部分我们介绍用数值迭代方法求解 TBA 方程组的方法步骤。玻色费米混合物的

TBA 方程为 

                 2 ln 1 exp /
2 2

H T
k k d K k T  







                 ， (A.1)  

                ln 1 exp /
2

T
H dkK k k T 







         . (A.2) 

其中，积分内核   2 2

4

4

c
K z

c z



。 

a、首先给定温度T ，磁场强度H ，相互作用强度 c和化学势的值； 

b、根据理想气体的费米分布估计出 k 的边界 0k 取值，的边界 0 取比 0k 大的一个

值，在 0 0,k k 范围内离散准动量 k 和在 0 0,  范围内离散； 

c、设缀饰能的初值为 2
0 ( ) ;

2
H

k k         0 H   ； 

d、用初值 0 ( )k 代替积分方程(A.1)右边积分号中的函数 ( )k ，通过积分计算得到新

的    ；用  0  代替积分方程(A.2)右边积分号中的函数 ( )  ，通过计算得到新的

( )k ，其中运用 Simpson 公式计算积分， 

 
       

         2
4 2 2 4 3

3 2 2 1 4 2 1

b

a

f a f a h f a h f a hh
f x h

f a n h f a n h f b

       
  

        



， 

其中 h为步长，
2

b a
h

n


 ； 

e、然后用缀饰能 1( )k 代替 ( )k ，可以得到新的  2  ，同样的，用  1  代替得

到的 ( )  ，可以得到新的 2 ( )k ,。定义相对误差公式为 

         

   

2 2

1 1

2 2

+n n n n
i i

n n
i i

i i i i

err
i i

   

 

  




 

 
， 

当相对误差值小于一个极小的数值，比如 -1010 ，停止迭代，此时我们认为 ( )n k ，

 n  是 TBA 方程组的解； 

f、最后根据(3.6)式可得到压强 p 。 
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附录 B 

下面给出函数(3.9)式所用到的压强 p 的导数所满足的积分方程。 

我们首先对(A.1)和(A.2)做无量纲处理。对(A.1)式左右两边同除以 2c ，得 

 
 

 
 

22 2 2

2 2 2 2 22

22 2 2

2 2 2 2

/( ) / / 4
ln 1 exp

2 2 /1 4 / /

// / 4
ln 1 exp

2 2 /1 4 / /

ck k H c T c c
d

c c c T cc k c c

ck H c T c
d

cc c T ck c c

 













                              
                          



 .
    

(B.1) 

对式(B.1)作如下替换 

 
   

2 2 2 2 2

( )
( ), , , , , , ,

k T H k
k T H k

c cc c c c c

                (B.2) 

因此，(B.1)式可表示为 

 
 

 

   

2
2

2

2 1
( ) ln 1 exp

2 1 4

2
ln 1 exp ,

2

H T
k k d

Tk

H T
k d a k

T

  

 









                          
                      





    

     

 (B.3) 

其中，积分核  
2

1

1 4
a z

z



。为了方便书写，我们把(B.3)式写作 

      2 2
( ) ln 1 exp /

2
H T

k k d a k T 




             , (B.4) 

同样，可得 

       2
ln 1 exp ( ) /

T
H dka k k T 




       ， (B.5) 

接下来我们给出关于压强 p 的各阶导数。首先利用 TBA 方程推导出关于压强 p 对

化学势的积分方程。 

  
0

ln 1 exp /( ,
2

)
LT

p kdk T


       (B.6)     

对(B.6)式求导，得 

    

( ) ( )
1 1

2 1 exp ( ) / 2 1 exp ( ) /

k k
p T

dk dk
k T T k T
 

  
 

 

       
 

  ， (B.7)  

TBA 方程对化学势 求导，得 
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 

 

  

 

 

  

( ) 2 1
1

1 exp /

2
1

1 exp /

k T
d a k

T T

d a k
T

，




  



 









       
 
     







 (B.8) 

 

     

   

( )
2 1

1 exp ( ) /

( )
2

.
1 exp ( ) /

k
T

dka k
k T T

k

dka k
k T

 
 












    

  












 (B.9)  

根据附录 A 过程我们已经得出关于 ( )k 和 ( )  的结果，把 ( )k 和 ( )  当做已知，

把
( )k






和
 


 
 当做未知变量，按照附录 A 同样的步骤迭代解得

( )k






和
 


 
 的值，

最后根据(B.7)得出
p



 的值。 

同理得，压强 p 对磁场强度H 的偏导数为 

    

( ) ( )
1 1

2 1 exp ( ) / 2 1 exp ( ) /

k k
p T H Hdk dk
H k T T k T 

 

 

       
 

  ， (B.10) 

TBA 方程对磁场强度 H 求导，得 

 
 

 

  

 
 

  

( ) 1 2 1
2 1 exp /

1 2
2 1 exp /

k T Hd a k
H T T

Hd a k
T

，



 


 









       
 
     







 (B.11) 

 

     

   

( )
2 1

1
1 exp ( ) /

( )
2

1
1 exp ( ) /

k
T Hdka k

H k T T

k
Hdka k

k T














     

   












， (B.12) 

同理得，压强 p 对温度T 的偏导数为  
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    

    

2

( )
( )1 1

ln 1 exp ( ) /
2 2 1 exp ( ) /

( )
( )1 1 1

ln 1 exp ( ) /
2 2 1 exp ( ) /

k
T kp T Tdk k T dk

T k T T

k
T k

Tdk k T dk
k T T

 

 

 

 

 

 

      
     

 

 

 
 

 
 

， (B.13) 

TBA 方程对温度T 求导，得 

     

          

   

        

   

2

2

( ) 2
ln 1 exp /

2

2 2 1
ln 1 exp /

1 exp /

2 1
ln 1 exp /

1 exp /

k H T
k d a k T

T T

TT Td a k T d a k
T T

T
Td a k T

T T

 
 

  
 

 





 

 





                    
             

                  



 





 (B.14)                                                                    

      

        

      

2

2
ln 1 exp ( ) /

( )
( )2 2 1

ln 1 exp ( ) /
1 exp ( ) /

( )
( )2 1

ln 1 exp ( ) /
1 exp ( ) /

T
H dka k k T

T T

k
T k

Tdka k k T T dka k
k T T

k
T k

Tdka k k T
k T T

，




 







 

 





            
       

            



 





 
 

 
 

                                    

 (B.15)     

经过同样的计算，在一阶导数的基础上我们也可以得到二阶导数的积分方程。压强

p 对的二阶导数，即为压缩率，用 表示，                            

    

  

2

2 2

2 2

( ) ( ) 1 ( )
1 exp ( ) / exp ( ) /

1
2 1 exp ( ) /

k k k
k T k T

Tp
dk

k T

  




       
 

   


， (B.16) 

 

 

  

 

            

   

2

2

2

2

2

( ) 2
1

1 exp /

1
1 exp / exp /

2

1 exp /

k
d a k

T

T T
T

d a k
T

，




  

    
 









               
  

           
 







 

  (B.17) 
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   
    

  

2

2 2

2 2

( ) ( ) 1 ( )
1 exp ( ) / exp ( ) /

2

1 exp ( ) /

k k k
k T k T

T
dka k

k T

  






        
 

   


， (B.18) 

压强 p 对H 的二阶导数为磁化率，用  表示，                            
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同理可得，压强 p 对T 的二阶导数为比热，用 VC 表示, 
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最后，根据(3.9)式中所涉及的得出压强 p 关于参数 , ,H T 的三组二阶交叉导数， 
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









   



 

 (B.33) 

最后，我们总结数值迭代求解(3.9)式的计算过程。首先，根据附录 A 中过程解得

TBA 方程，得出 ( )k 和    ，然后与得出 ( )k 和    的迭代过程类似，根据(B.8)和(B.9)

式的一阶导数积分方程得出
( )k






和
 


 
 值，然后根据(B.7)式积分得到

p





，同理得出

其余两个一阶导数积分方程，进而利用同样的迭代步骤得出其余的二阶导数积分方程，

最后可以得出关于压强 p 的所有导数，则可得出值。 
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