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中文摘要 

I 

 

中 文 摘 要 

 超冷原子的实现以及激光冷却原子技术开辟了冷原子物理这一新的研究领域，为

在实验上实现玻色—爱因斯坦凝聚提供了充分的技术准备。实验上通常将原子捕陷

于由多束激光互相干涉形成的光晶格中来研究超冷原子的物理性质。随着“安德森

局域化”概念的提出，人们便将无序的随机势引入光晶格中，发现当无序为零时，

粒子呈现扩展态的性质，即其本征函数为布洛赫函数；而随着无序的逐渐增大，波

函数在空间呈现指数衰减的特点，也意味着发生了安德森局域化现象。因此，无序

体系的研究也受到了广泛关注，国内外科学家们尝试着在其它无序体系中研究安德

森局域化。 

Aubry 和 André 预测了在一维准周期光晶格中也存在安德森局域化转变，通过

引入非公度的在位化学势，提出著名的 Aubry-André(AA)模型，掀起了人们对 AA 模

型的研究热潮。本文介绍了经典的 AA 模型以及该模型下单粒子的一些性质。AA 模

型具有一个安德森局域转变点 / 1 J ，即当 / 1J  时，本征态全部处于扩展态；

/ 1J  时，所有的态都是局域态。在转变点处，本征态具有多分形的特征。因此，

AA 模型不存在迁移率边。通过改变在位化学势和格点间的跃迁规则，出现了一系列

推广的 AA 模型，其迁移率边具有简洁的解析表达式。 

迁移率边作为无序系统中最重要的概念之一总是受到格外关注。在具有相互作

用的无序系统中，希尔伯特空间的维度超过了计算的范围，因此多体迁移率边的存

在性一直是个开放性问题。本文研究了在强相互作用下的一维准周期晶格中，运用

微扰理论得到粒子对的有效哈密顿量，从而得到玻色子对的迁移率边；数值上，利

用精确对角化方法，并且通过计算每个本征态标准参与率（NPR）值得到数值结果。

分析了参数b取不同值时，玻色子对迁移率边的数值结果和解析结果。 0b 和小b情

况下，数值结果和解析结果相吻合。特别地， 0b 时，迁移率边为 1/ E ,随着相

互作用强度的增大，系统的扩展态区域和迁移率边将会消失。 L   极限下，对系

统的扩展态区域和局域态区域的 NPR 值做尺寸分析，扩展态的 NPR 值正比于1/ L，

趋近于一个有限值；局域态的 NPR 正比于 21 / L ，趋近于 0。在 1b 时，调制势是

发散的，解析表达式将不再适用。期望我们的结果可以打开多体迁移率边的新视野。 

 

关键词：光晶格；安德森局域化；无序；迁移率边；多体局域化 
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ABSTRACT 

  The realization of ultra-cold atoms and cooling atoms technology with 

laser have opened up a new field of researching on cold atom physics, 

providing sufficient technological preparation for the experimental realization 

of Bose-Einstein condensation. Experimentally, atoms are trapped in the 

optical lattices formed by interference of multiple laser beams to study the 

physical properties of ultra-cold atoms. With the introduction of the concept 

of "Anderson localization", one introduces the disordered random potential 

into the optical lattice, and finds that in the absence of the disorder, the 

particle exhibits an extended state, of which eigenfunction is Bloch function, 

and as the disorder increases gradually, the wave function exhibits 

exponential decay in space, which also means that Anderson localization 

occurs. Therefore, it becomes a focus of attention which will contribute to 

extensive investigation of Anderson localization in other disordered systems. 

  Aubry and André predicted that Anderson localization also exists in 

one-dimensional quasi-periodic optical lattices. They proposed the famous 

Aubry-André (AA) model by introducing the incommensurate on-site 

potential which aroused great interest in researching on AA model. This 

paper shows the classical AA model and some properties of single particles in 

this model. The Anderson localization transition point of AA model is at 

/ 1J  , when / 1J  , all eigenstates are extended and when / 1J  , all the 

states are localized. At the transition point, the eigenstates exhibt multifractal 

features. Hence, there is no mobility edges in AA model. By changing the 

forms of the on-site potential and the hopping rules between sites, there 

emerges a series of generalized AA models with a simple expression of 

mobility edges. 

Mobility edge as one of the most important concepts in the disordered 

systems which draws great interest all the time. However, the existence of the 

many-body mobility edges in the interacting disordered systems is still an 
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open question due to the dimension of the Hilbert space beyond the 

numerical capacity. In this paper, we obtain the effective Hamiltonian of 

particle pairs by using the perturbation theory and obtain the mobility edges 

of the boson pairs trapped in one dimensional quasi-periodical lattices 

subjected to strongly interactions. And we get numerical results by the exact 

diagonalization method to calculate the standard participation rate (NPR) 

value of each eigenstate. The numerical calculations finely coincide with the 

analytic results for 0b   and small b  cases. Especially, for 0b   case, the 

mobility edges of the bosonic pairs are described as 1/ E   .The extended 

regime and the one with the mobility edges will vanish with the increase of 

the interaction U  to infinity. We also study the scaling of the NPR with 

system size in both extended and localized regimes. The NPR of the extended 

states ( ) 1 /E L   with the increase of L  and L , ( )E tend to finite 

value, while for localized case, 2( ) (1/ )E L   tend to zero when L . 

1b  limits are also considered. Since the modulated potential approaches 

singularity when 1b , the analytic expression does not fit very well. We 

hope our theory will provide new insights for studying the many-body 

mobility edges. 

 

Keywords: optical lattice; Anderson localization; disorder; mobility edge; 

many-body localization 
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第一章 绪论 

1.1 晶格系统 

1.1.1 超冷原子 

在极低温环境（接近绝对零度）下，原子的量子力学性质将发生改变，此时的

原子状态就称为超冷原子。通常通过扩散气体与激光场的相互作用来制备超冷原子

样品，激光的发明促进了用光操纵原子的技术的发展。 1975 年，Hänch 和 Schawlow

首次提出用激光冷却原子，利用多普勒效应使原子上的辐射力依赖于其速度，这种

技术称为多普勒冷却。如图 1.1 所示，为多普勒冷却原理图。在 , ,x y z 三个方向分别加

上由两束光组成的驻波光场，如图，在 6 束光的交汇处，原子将受到三维阻尼力的

作用，在三个方向上都得到减速，使其动能降低，从而实现冷却。不久，多普勒冷

却在理论上也给出了严格的证明，并且可以求得原子的冷却极限温度
[1]
。 

 

图 1.1  6 束激光的原子三维冷却图[1] 

在这之后，多普勒冷却在实验方面的实现不断推进。1985 年，由美国贝尔实验

室的朱棣文带领的实验小组首次成功地实现了钠原子的冷却极限温度，为 240 K [2]
，

恰好为理论计算得到的多普勒冷却极限温度，并把 6 束激光交汇处的这团原子和光

子集合体叫做“光学粘团”。之后，美国国家标准与技术研究所的 Phillips 研究组重
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复了朱棣文的实验，让人意外的是，钠原子可以被冷却 43 K [3]
，这远远低于钠原子

的多普勒极限温度，这表明激光冷却可以将原子冷却到更低的温度。1987 年迈出了

制造超冷原子样品的重要一步，Rabi 等人实现了第一个磁光阱（MOT），MOT 通过

施加磁场将原子限制在空间中，使得激光不仅提供速度依赖力而且提供空间变化的

力。使用 MOT 可以实现的典型温度为数十至数百 K 。1997 年诺贝尔物理学奖授予

了朱棣文，Cohen-Tannoudji 和 Phillips，表彰他们的激光冷却和捕获原子的技术。自

此，冷原子物理学受到了各研究领域的关注，原子团的冷却技术也开始应用于玻色

爱因斯坦凝聚实验的实现。 

1.1.2 玻色—爱因斯坦凝聚 

在正常温度下，玻色子可以处于任何一个能级，但在足够低的温度下，大部分

玻色子会突然跌落到最低的能级上，此时，玻色子处于一种新的量子物态，称为玻

色-爱因斯坦凝聚态(Bose-Einstein Condensation,简称为 BEC)。此时的微观量子现象，

特别是波函数干涉，在宏观上变得很明显。这种状态首先是由玻色和爱因斯坦于 1924

年预测的，并且提出玻色气体的概念，即具有整数自旋的全同粒子为玻色子。实现

玻色爱因斯坦凝聚态的条件极为苛刻:需要极低的温度并且原子体系处于气态。金属

原子气体不会因制冷出现液态，也不会因为高度聚集成为固态，所以实验上一般用

金属原子来实现 BEC。 

实验上 BEC 的实现通常要经历三个过程：(1)得到实验所需的原子团：室温下

利用磁光阱捕获；(2)激光冷却原子团：用激光冷却至几十甚至几百 K 数量级；(3)

继续蒸发冷却原子团：将原子团放到静磁阱中，使用蒸发冷却技术继续将原子团冷

却直至达到 BEC 转变温度。1995 年 6 月，美国科学家康奈尔、维曼与德国科学家克

特勒在铷原子蒸气中第一次观测到了玻色爱因斯坦凝聚态
[4-5]

，并于 2001 年获得诺贝

尔物理学奖
[6]
。到目前为止，全世界已经实现了 9 种元素的 BEC，主要包括碱金属

原子、氦原子和镱原子。玻色爱因斯坦凝聚引起了物理界的广泛关注，建立在 BEC

基础之上的研究发展迅猛，如超冷费米气体、BEC 中的相干性、约瑟夫效应和涡旋

等现象。 

1.1.3 光晶格 

光晶格类似于固体物理中晶体的晶格结构，是由多束激光相互干涉形成的网状

结构，是一种人造光晶体。干涉产生的周期势可通过斯塔克效应捕陷超冷原子，被
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冷却的原子将聚集在势能最小值的位置。相互干涉的波的数量和方式决定了光晶格

的类型，通常有一维、二维和三维的光晶格。图 1.2 展示了二维和三维光晶格的示意

图。1989 年 Dalibard 和 Cohen-Tannoudji 提出一维光晶格的理论实现原理，也就是

周期势的实现，由两束反向传播的激光束相互叠加而形成
[7]
，两激光束的干涉形成了

一列驻波，具有以下性质： 

    2
0, 0, sinx x xV x V k x  (1.1)           

其中 0,xV 是光晶格势的深度， 2 /x xk   是激光的波矢， x 是 x 方向激光的波长。而

二维光晶格是由 4 束互相垂直的激光在同一个平面相互叠加形成，如图 1.2(a)中的左

图的方式，这样就可产生类似右图的一系列势能管。若在此基础上，如图 1.2(b)的左

图，再加两束与刚才 4 束激光都垂直的激光束，就可以得到形如 1.2(b)中右图的三维

简立方光晶格
[8]
，即三个方向驻波的叠加，可用下式表示： 

      2 2 2
0, 0, 0,sin sin sinsq x x y y z zV V k x V k y V k z    (1.2) 

其中，  0, , ,V x y z   是  方向驻波的振幅。实验上第一次实现光晶格是在 1987 年。 

光学晶格有两个重要参数：阱深和周期性。通过改变激光器的功率可以实时调

谐光学晶格的阱深度，激光器通常由 AOM 控制。通过改变激光的波长或通过改变两

个激光束之间的相对角度可以调节光学晶格的周期性。由于激光的波长不能在很大

的范围内变化，因此晶格的周期性通常由激光束之间的相对角度来控制。由于光晶

格良好的操控性，之后，光晶格便成为有关 BEC 方面的实验中不可或缺的部分。 

图 1.2 二维和三维晶格示意图[8] 
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1.2 无序模型 

1.2.1 无序 

固体材料一般分为晶体、非晶体和准晶体。理想晶体中原子的排列有一定的几

何规则，不同的晶体具有不同的晶格结构。固体物理中提到的简单立方晶格、体心

立方晶格、六角密排晶格等体现了晶体中原子排列的周期性，其排列方式如图 1.3(a)

图所示，具有严格的周期性。当系统中这种严格的周期性遭到破坏时，即存在无序，

图 1.3 为几种无序的示意图。根据晶体结构被破坏的方式和程度，无序大致可分为以

下三类：(1)成分无序，如图 1.3(b)所示，晶格由多种原子组成，每种原子在晶格上的

位置是随机的，即原子的排列不具有周期性，失去了长程有序，又可称为替代式无

序；(2)位置无序，虽是同种原子，但原子的排列分布没有规则，近邻原子的分布发

生畸变，固体非晶态材料一般属于这种情况，原子的排列方式如图 1.3(c)所示，晶格

的形状发生了明显的扭曲。(3)拓扑无序，如图 1.3(d)，近邻原子的配位数和化学键的

键长、键角均发生改变，并且有时还存在未饱和的悬挂键，此时的无序称为拓扑无

序。无序材料是自然界中存在最广的一种材料，它不仅包括非晶态固体材料，如玻

璃、金属玻璃、磁性玻璃、非晶半导体等，还包括杂质晶体、缺陷晶体、无序合金、

有机高分子材料等。因此无序的研究，不仅是固体物理学的重要方向，而且也是现

代材料科学发展的需要。 

 

      (a)晶体            (b)成分无序         (c)位置无序           (d)拓扑无序 

                       图 1.3 无序示意图[9] 

1.2.2 安德森局域化和安德森模型 

1958 年，美国物理学家安德森（P. W. Anderson）首次指出无序系统的局域性，

开创了无序系统研究的先河。他指出，若在导体内加入杂质，电子在传导时将被杂
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质散射，散射波互相干扰使得导体内电子的运动受阻碍而停止，金属的导电性消失，

呈现出绝缘体的性质。紧接着，他提出局域态和扩展态的概念。扩展态是指在具有

周期性的晶格中，电子的运动体现共有化的性质，其本征函数为布洛赫波的形式；

如果存在随机的无序杂质，晶格的周期性将被破坏，电子将局域在某处，其波函数

在空间中呈现出指数衰减的特点，这种态称为局域态。在三维情况下，安德森提出，

当无序强度大于某个临界值时，系统从金属向绝缘转变，并且提出了“安德森局域

化”的概念,即无序导致波函数发生指数衰减，出现局域态的现象
[10]
。 

基于安德森局域化理论，如何在理论上实现随机的无序杂质？安德森设想通过

改变化学势的周期性来引入无序，并且提出了著名的安德森模型
[10]

，即在格点上加

入随机变化的化学势来实现这种无序，一维安德森模型对应的哈密顿量为： 

               
 †

0 1
ˆ ˆ ˆ ˆ. .j j j j

j j

H J c c h c n    
                   

(1.3) 

其中，J 为格点间的跃迁强度，这里仅考虑最近邻格点之间的跃迁， �̂
jc  ĵc 为 j格点

的产生（湮灭）算符，    ,j W W 是所谓的安德森无序项，即每个晶格的势阱深度，

在每个格点随机分布，无序的引入破坏了晶格的周期性，当无序值足够大时，粒子

可被完全局域。安德森型无序提出以后，人们都尝试在化学势上做文章来实现无序，

提出了一系列准周期模型，最经典的莫过于 1980 年由 Aubry 和 André[11]
提出的 AA

模型，其无序由准随机变化的化学势来实现，这个模型将在第二章中做重点介绍。 

1.2.3 安德森局域化的实验实现 

安德森的成果吸引了许多物理学家对无序体系的关注，科学家们尝试在各种体

系中观察安德森局域化现象，特别是由于冷原子系统良好的可控性和高度纯净的特

点，为实现安德森局域化提供了可能。同时，在光波、声波、微波和电子气体中也

都观察到了安德森局域化现象。2008 年 Juliette Billy 实验小组尝试利用光斑势在物

质波中实现安德森局域化并取得了成功[12]，如图 1.4(a)所示，为光斑势产生示意图，

激光束照射到扩散板上，散射光通过透镜的聚焦作用在聚焦平面上形成散斑图，由

于散射波相位的随机性导致了无序的产生，实验上可通过修改扩散板孔径的大小来

改变光斑势，图 1.4(b)为各向异性的散斑图案[13]。整个实验中，他们选用 41.7 10 个 87Rb

原子，利用光学散斑产生 BEC 并将它们捕陷于一个由横向半径为 3 m 的光场与纵向

半径为的 35 m 的磁场构成的混合阱中，如图 1.5(a)，显示了 BEC 的分布情况，可以 
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 图 1.4 (a)产生光斑势的示意图；(b)各向异性的散斑图案 [13] 

看到，纵向的那条细线即为 BEC 的分布位置。在 0t  时开始计时并撤去纵向的磁场，

同时激光器产生沿 z 轴方向的光波导，BEC 开始沿波导扩散，如图 1.5(b)为撤去势阱

之后 BEC 的扩散，图 1.5(c)为 z 方向原子的密度分布图，淡粉色实线为 0t  时刻的

密度分布图，红色实线为撤去势阱后 1s 后原子的密度分布图，可以看到原子密度呈

现指数分布的特点，蓝色实线为拟合的指数函数图像，这意味着出现了明显的安德

森局域化现象[12]。 

 

图 1.5 一维磁光阱中的安德森局域化[12] 

(a)磁光混合势阱中的 BEC 现象；(b)撤去势阱后的安德森局域现象；(b)原子在 z 方向的密度

分布图 

Roati 小组在一维准周期光晶格中也成功地观察到了安德森局域化现象
[14]
,他们
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将处于 BEC 态的 39K 原子放于光阱中，通过调节简谐势阱的大小来改变 BEC 扩散的

程度。当无序强度为 0 时，粒子均匀地扩散于整个晶格，体现出扩展态的性质，随

着无序的逐渐增大，扩散的现象逐渐消失，局域化现象越来越明显；当无序增大到

一定程度时，粒子完全被局域，趋向于局域在某个格点，并且不随时间发生任何变

化。这个结果完全符合安德森在 1958 年得出的理论结果。 

1.2.4 迁移率边 

基于安德森局域化理论，人们开始研究无序系统的能谱。英国物理学家莫特
[15]

提出了无序系统中的又一基本概念——迁移率边，即如果无序不够强的话，体系中

可能同时存在扩展态和局域态，区分扩展态和局域态的能量值称为迁移率边
[16]

。如

图 1.6 给出了无序系统电子能态密度的示意图，阴影部分为带顶和带尾区域，该区域

内的电子态为局域态，能带的中间空白部分为电子的扩展态区域，两态的分界 cE 和

'
cE 为迁移率边。无序的强度直接影响迁移率边的位置，无序强度越大，带尾态区域

就越宽，无序增大到两条迁移率边重合时，所有的态将全是局域态。而对于任意一

个给定的能量，这个能量值所对应的态要么为扩展态，要么为局域态。  

 

图 1.6 无序系统电子能态示意图[9] 

1.3 多体问题 

由 N 个粒子组成的体系中，由于粒子间存在相互作用使得体系复杂化，薛定谔

方程不能直接求解，这类复杂的问题统称为多体问题。 

1.3.1 多体局域化 

无序与相互作用都存在的系统是凝聚态物理中非常受关注的话题之一。在一个
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无相互作用的随机势存在的一维或二维系统中，任意小的无序都足以使单粒子态局

域[17-18]，而在三维系统中，单粒子迁移率边的出现会导致金属—安德森绝缘转变。

在无序和相互作用都存在的系统中，多个粒子的安德森局域化现象能否发生、如何

发生以及发生的条件一直都吸引科研工作者的强烈关注。一些理论研究表明，在强

互作用的多体系统中，高激发态上可以发生局域化。 

多体局域化问题中常常会涉及到多体局域相和热化相，热化是具有相互作用的

封闭系统经过长时间演化后达到热平衡的现象[19-20]。不同于热化相的是，多体局域

相对应的纠缠熵随时间对数增加，因此，实验中常用纠缠熵随时间的变化作为热化

到多体局域化转变的判据。2015 年，Schreiberd 等人第一次成功地观测到多体局域化

现象[21]，他们的系统为 AA 模型加入了在位相互作用的一维模型。2017 年，在二维

系统中，Bordia[22]等成功观测到了多体局域化现象。最近，在具有迁移率边的系统中，

Kohlert[23]等也实现了多体局域化。这些实验的完成对多体局域化方面的理论研究具

有极大的促进作用。 

1.4 本文安排 

整个论文以晶格系统为出发点，主要介绍了一维准周期无序模型中的安德森局

域化现象。首先介绍了超冷原子、玻色—爱因斯坦凝聚、类似于固体中晶格结构的

晶格模型以及与无序模型相关的重要概念。第二章主要介绍无序模型中经典的 AA

模型以及该模型的一些性质，如安德森局域转变、自对偶性等，接着，介绍了两类

具有迁移率边的一维准周期调制模型。论文的第三章在强相互作用极限下，通过微

扰理论和精确对角化方法从理论上和数值方面研究了玻色子对的迁移率边。希望我

们的结果能对多体局域化问题有所贡献。 
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第二章 一维光晶格中的无序模型 

2.1 简介 

上节中，我们对安德森局域化进行了详细介绍，局域化现象的描述首先需要一

个具有无序的有效模型，然后使用标准量子力学技术来分析它们的影响。那么，一

般用两个标准的方案来描述：第一个是 Anderson 模型
[10]
，由格点能量的随机振幅表

示无序，这在实验上并不好实现。另一个是由 Aubry 和 André 两位物理学家于 1980

年提出在玻色哈伯德模型中加入规律变化的化学势来实现无序，由此建立了标准的

AA 模型
[11]
，该模型中的无序来源于两个具有非公度波长的晶格势相互叠加而成，在

此无序晶格中存在金属—绝缘体转变，即具有扩展态和局域态的相变点。2008 年，

Roati 实验小组第一次成功地在冷原子系统里模拟了 AA 模型，并且观测到了明显的

安德森局域化现象[14]。这一章，我们主要介绍 AA 模型以及它的相关性质，包括它

的自对偶性、无序对能态的影响以及所有本征态能谱的特征等。AA 模型已成为研究

其他无序系统或其他物理现象的一个重要平台，因此，人们热衷于在 AA 模型的基

础上做一定的变形得到其他无序模型，例如在 AA 模型上加入 p波配对项
[24-26]

，多数

用来研究安德森局域相与拓扑超导相的转变；或者在 AA 模型上加入多体相互作用

来研究多体局域化转变
[27-29]

。这一节的后面部分我们介绍了几种由 AA 模型变形得到

的具有迁移率边的准周期模型，并且从理论上和数值上验证了单粒子在该模型下的

迁移率边
[16,30]

。 

2.2 Aubry-André 模型 

2.2.1 Aubry-André 模型的实现 

AA 模型是以超冷玻色子的一维哈密顿算符为出发点的，质量为M 的玻色子限

制在外势  V x 中并受到接触势相互作用，它的表达式可写为： 

              † †
2 2

† 2 1 4ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ
2 2

saH dx x V x x dx x x x x
M M

     
           

 (2.1) 

其中， sa 为 s波的散射长度，     †ˆ ˆ x x 是玻色子的产生（湮灭）场算符，遵循玻色

子的对易关系    †ˆ ˆ, 1x x      ，外势  V x 由下式给出       T optV x V x V x ，其中，

 TV x 是缓慢变化的磁场谐波势阱，  optV x 是光学晶格势。图 2.1(a)为  V x 的草图。 在
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存在无序的情况下，  optV x 由两个光学晶格组成[31]，主晶格    
1

2
1 1 1sin RV x s E k x ，用

于为原子创建一个紧束缚环境，次晶格    
2

2
2 2 2sin +RV x s E k x  创建了光学无序[32]。 

 

图 2.1 (a)外势  V x 的示意图，由磁场谐波势  TV x 和光学晶格势  optV x 组成 

(b)粒子在晶格中跳跃的示意图
[33] 

主次晶格相互叠加产生了以下双色光晶格势： 

 
         

   
1 2

1 2

2 2
1 2 1 1 2 2

2 2
1 1 2 1

= sin sin +

sin sin +

opt R R

R R

V x V x V x s E k x s E k x

s E k x s E k x



 

  

 
 (2.2) 

其中 js 是以反冲能量 2 2/ 2  
jR jE h M 为单位的格子的高度,  2 / 1, 2   j jk j 是波矢

量， j 是激光的波长， 1 2= /   为两束激光波长之间的比率，是非公度的数，为了

确保系统在适当的大小内保持非周期性，通常取  = 5 1 / 2  。如图 2.1(a)所示，蓝

色的实线为双色光晶格的示意图。 

对于单个原子并且无序 2 0s ，等式(2.1)的本征态是布洛赫（Bloch）波函数。

众所周知，布洛赫态的线性组合产生瓦尼尔(Wannier)波函数    jx x ，其特征是晶

格位置 j周围具有较大几率幅。瓦尼尔函数具有正交性和定域性，因此，常用来描述

单格点上的原子状态。在瓦尼尔基下，展开玻色场算符  ̂ x 和  †̂ x ： 

    ˆ ˆ   j j
j

x c x x  (2.3) 

     †† *ˆ ˆ   jj
j

x c x x  (2.4)                          

 †ˆ ˆ jjc c 是瓦尼尔基下格点 j上粒子的产生（湮灭）算符。它们满足如下对易关系： 

 †ˆ ˆ,     u ujjc c  (2.5) 

   ††ˆ ˆ ˆ ˆ, , 0    u j u jc c c c  (2.6) 

对于弱无序即 2 1s s ，次级晶格只会轻微地改变由主晶格产生的势能极小值的

位置[34]，也就是说主晶格的最小值不会发生显著变化，利用玻色场算符的展开式，
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得到下面哈密顿量： 

 †† † † †
, , ,

, , , , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆuj u j uj u j uj u j u j l v u l vj
u j u j u j u j l v

H J c c c c c c U c c c c           (2.7) 

这里我们定义了以下常量： 

      
1

2
* 2 2

, 1 1sin
2

 
           

u j u R jJ dx x x s E k x x x
M

 (2.8) 

      *
,u j u T jdx x x V x x x      (2.9) 

      
2

* 2
, 2 1sin +u j R u js E dx x x k x x x        (2.10) 

        
2

* *
, , ,

4
2
         s

u j l v u j l v
a

U dx x x x x x x x x
M

 (2.11) 

方程(2.7)中的第一项描述了原子从格点u跳到格点 j所需能量，u j ,如图 2.1(b)所示

为粒子在光晶格中跳跃的示意图。跃迁几率 ujJ 与不同格点瓦尼尔函数的交叠成比例。

这里我们应用紧束缚近似方法，即这种重叠只对最近邻格点起作用，忽略次近邻之

间的跃迁效应。主晶格势最小值间距近似不变，晶格常数 1 / 2a  ，跳跃系数 ujJ 变为

与格点无关的常数 J 。对于u j 的情况， jjJ 项表示同一格点能量的偏移，这对于所

有格点都相等，因此可以忽略。此外，第二项 uj 代表能量在不同格点的转换，假设

谐波势阱的振荡频率为 T ,振荡的基态波函数振幅  / TM ，考虑赝势近似，并且

我们需要从第一激发带分离能量，要求  / TM a  ，因此忽略谐波势阱的贡献
[34]
。

等式(2.7)中的第三项是晶格中的无序项。为了处理它，我们首先使用三角关系

    2
1 1sin 1 cos 2 / 2       k x k x ，其中 2   。将此关系代入等式(2.10)并删除常

量，可以得到：  

      22 *
1cos 2

2
R

uj u j
s E

dx x x k x x x          (2.12) 

同样，对于足够深的晶格，式(2.12)的主要贡献是u j 项，这对应于同一格点能量的

偏移。我们做如下变换，令 jy x x  的变化，得到 

     22 2
1cos 2

2
R

jj j
s E

dy k y x y        (2.13) 

在紧束缚近似中，瓦尼尔函数是高度局域化，因此令 jx ja ，并运用三角变换 

 
     

   
1 1 1

1

cos 2 2 cos 2 cos 2

sin 2 sin 2

k y k ja j k y

j k y

     
  

    
 

 (2.14) 
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代入(2.13)式，且利用对称性质去解正弦积分，式(2.13)变为 

      22 2
1cos 2 cos 2

2
R

jj
s E

j dy k y y         (2.15) 

令    ，并且定义    22 2
1cos 2

4
Rs E

dy k y y    ，得到一般无序项为： 

  2 cos 2     uj ujj  (2.16) 

通过考虑紧束缚近似，可以简化相互作用能量项，即仅考虑   u j l v，相互作用

强度为：  

  
2

4
, , ,

4
2
    s

j j j j
a

U U dx x
M

 (2.17) 

令  
2

44 saU dx x
M
  

，得到化学势调制的一维准周期玻色哈伯德模型，其哈密顿

量为： 

  †
+1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 1
2j j j j jj

j j

U
H J c c n n n      (2.18) 

其中，  2 cos 2    j j ， †ˆ ˆ ˆj jjn c c 是格点 j上的粒子数算符。令 0U ，在实验上

通过菲斯巴赫（Feshbach）共振技术[35]调节原子间的相互作用强度为零，得到经典的

Aubry 和 André 的实验实现[14]模型，即 AA 模型，这里把它的哈密顿量表示为： 

 †
0 1

ˆ ˆ ˆ ˆj j jj
j j

H J c c n    (2.19) 

该模型以及相互作用的模型已经在双色光晶格中的超冷原子[31,33]实验中实现。 

2.2.2  Aubry-André 模型的对偶性 

AA 模型下单粒子的定态薛定谔方程可写为： 

           1 1 2 cos 2J j j j j j              (2.20) 

 j 为本征态在第 j个格点的几率幅，1980 年，Aubry 和 André 找到如下变换： 

    2 i j j

j

j e j  


 
 

(2.21) 

将(2.21)式代入(2.20)式，同时令 0 ，可以得到式(2.20)的对偶方程： 

           1 1 2 cos 2j j J j j j               (2.22) 

其中， j 表示对偶空间的格点指标，  j  为对偶空间本征态在第 j个格点的几率幅。 

对比(2.20)式和(2.22)式，两个方程具有相同的结构。当波函数在坐标空间处于局域

态时，在对偶空间处于扩展态，反之亦然。由此得到，   J 是扩展态和局域态的

转变点。 
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2.2.3 精确对角化方法 

精确对角化方法是得到哈密顿量本征值和对应波函数的直接方法。首先，必须

将哈密顿量写成矩阵形式，其次，对它进行对角化处理后就可以得到本征值和本征

波函数。(2.20)式两边同时除以 J ，设定能量标度，得到无量纲方程： 

          2
1 1 cos 2j j j j j

J J
              (2.23) 

等式(2.23)写成矩阵形式，其哈密顿矩阵为：  

 

 
 

 

2 / cos 1 2 1 0

1 2 / cos 2 2 0

1

0 0 1 2 / cos 2

J

J

J L

  
  

  

                      

H




  
(2.24) 

从哈密顿矩阵(2.24)可以看出，在我们的数值计算采取开边界条件。在下面的计算中，

我们取 , 0 J ，并令 601L ，对于较大的尺寸有类似的结果。 

2.2.4 无序对基态波函数的影响 

现在，我们找到矩阵H的特征值和特征向量。图 2.2 是我们利用数值求出的基

态波函数在每个格点上的密度分布   2
1j j  ，  1 j 是基态下第 j个格点的几率幅。

在图 2.2(a)中，我们画出零无序时的基态密度，正如人们所预料的那样，在没有无序 

 
图 2.2 参数 / J 取不同值时，基态波函数在每个格点上的密度分布 

 (a) / 0 J  (b) / 0.9 J  (c) / 1 J  (d) / 1.1J  ， / 5    

的情况下，粒子的密度在所有的格点上均有分布，且粒子密度不出现尖锐的峰值，
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这表明粒子在晶格中是非局域的。图 2.2 (b)为 / 0.9 J 时的基态密度，可以发现基

态的密度分布有多个峰值，这说明格点之间存在不同的深度差。然而，波函数仍然

在所有晶格上扩展，此时，仍然处于扩展态。当 / 1 J 时，取两个不同的无序的值

观察基态的密度分布，图 2.2 (c)对应的是 / 1 J ，图 2.2 (d)对应于 / 1.1 J 。从这些

密度分布图可以看出， / 1 J 表示扩展态到局域态的过渡状态，此时的波函数既不

属于局域态，也不属于扩展态，而是体现出多分形的性质[36-37]，图 2.2 (c)的小图表示

中间格点左边 101 个点密度图的放大。 / 1.1 J 表示当无序振幅增大时，局域化程度

也随之增大，图 2.2 (d)中可以看到基态波函数基本完全局域于一个格点，在那个格

点上的密度接近于 1，此时的波函数处于局域态。 

在描述局域化转变时，文献中广泛使用的一个参数是逆参与率（ inverse 

participation ratio, 简记为 IPR）。对于一个标准态，IPR 的定义为： 

  
 

 

4

2
2

r
j

r

r
j

j

IPR

j







     




 (2.25)                                          

IPR 给出了波函数占据的格点数的倒数。对于扩展态波函数，IPR 随着尺寸的增大趋

近于零，它的值大约为1/ L；而对于局域态，IPR 是一个有限大的数，并不会随着系

统尺寸变化而变化。当它的值为 1 时，对应于单个格点上的局域态。IPR 可以用来辨

别单粒子波函数所处的是局域态还是扩展态。图 2.3 为基态波函数的 IPR 值与参数

/ J 的关系图，图中的每个点对应于 100 个相位 随机抽样的平均值。在 / 1 J 时， 

 
图 2.3 基态的 IPR 值随参数 / J 的变化 
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IPR 趋近于 0，而当 / 1 J 时，随着无序强度的增大，IPR 的值越来越趋近于 1，在

局域转变点处 IPR 的值有一个突变，这个特征使得 IPR 成为研究局域化转变的一个

很好的参数。IPR 曲线的这种特殊行为是导出 AA 模型时使用紧束缚近似的直接结果

[36]。然而，当考虑次近邻的格点时，两条曲线之间将出现明显的的重叠[37-39]。 

2.2.5 全能谱特征 

这一节，我们首先取不同的无序强度，画出了 AA 模型中，IPR 值随参数 / J 和

本征值的变化，图上的每一个点表示 IPR 的值，黑色代表扩展态，黄色表示 IPR 的

值接近于 1，表示粒子将完全局域在某一格点。蓝色的实线为扩展态到局域态的转变

点  J ，很容易看到，蓝色实线左边的能态全部处于扩展态，右边的能态全部处于

局域态。由图 2.4(b)所示，AA 模型中不存在迁移率边，蓝色实线的表达式为 / 1 J 。

图 2.4 (a)画出了 AA 模型局域态转变点处的能谱与参数的函数，相位 0 。在前

面的计算中，我们保证了  的非公度性，取  5 1 /2   ，这里作为一个变量取

 0,1  ， / 1 J 时，能谱图为 Hofstadter 蝴蝶谱[40-41]。 

 

图 2.4 (a)能谱随参数的变化 (b)IPR 值随参数 / J 和本征值的变化 

2.3 具有迁移率边的一维准周期模型 

前面提到的安德森模型和 AA 模型都是不存在迁移率边的，这一节，我们介绍

几种具有迁移率边的一维准周期模型[16,30]，它们都是 AA 模型的推广模型。 
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2.3.1 广义的 Aubry-André 模型 

这一小节我们介绍将 AA 模型化学势变得更复杂的一个模型，化学势表示为： 

 

 
 
 

 
 



 
cos 2

2
1 cos 2j

j
b j  

(2.26)
               

 

 1,1b   ， j 在 1b   处是发散的， 0b  时是前面提到的 AA 模型。该模型下，单

粒子的薛定谔方程可以写为： 

         1 1 jJ j j j j           (2.27) 

令



 cosh2
tanh

g ，1/ coshb  ，    
 

   
sinh=

cosh -cos 2 +p p
，那么 

 
 

    
    

 


 
 
cos 2

2 2 cosh
1 cos 2 p

p
g

b p  
(2.28) 

 (2.27)式重新写成如下形式： 

             1 1 2 coshpJ p p g p p                (2.29) 

而  p  可写为： 

 
 

      
 

 

      

   

 


  


 




  

 

2 2

2

=p i p i p

s is p

s

e e
e e e e

e e

 (2.30) 

令 , , 0b J   并令 0  。下面，我们定义如下对偶变换，在这个变换下，方程(2.29)

是自对偶的： 

               2 1
0

i km mj jp
j

mjp
f k e p  (2.31) 

定义 2i jp
j ppv e u  ， 02 cosh 2 coshJ      ， 02 sinhJ  ，(2.29)式两边同乘以

2i jpe  ，并对 p求和，得到： 

        1
0

j s
j j s

s
v g e v  (2.32) 

同样地，(2.32)式两边同乘以 2i mje  ，并对 j求和，并且定义    2 1
0

im j
m j jj e

    
得到： 

   01 m s
m m s

s
g e         (2.33) 

接着，定义      2i mk
mmf k e ，(2.33)式两边同乘以 2i mke  并对m求和，得到下面关
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于  f k 的紧束缚模型： 

              


     0
0

sinh1 1 2 cosh
sinh kJ f k f k g f k J f k  (2.34) 

若 0  ，与原始紧束缚模型相比，上式对  f k 而言是自对偶的。得到系统的迁移

率边为： 

      2 sgnb J  (2.35) 

在下面的计算中，取 , , 0b J  ,迁移率边的表达式为: 

    2b J  (2.36) 

数值上，利用精确对角化方法求得本征能量和对应的本征态，并计算出每个态对应

的 IPR 值。图 2.5 画出了 IPR 随参数 b和能量本征值 的变化， 1, 0J   。图中显

示了单粒子迁移率边的数值结果和解析结果，蓝色实线表示迁移率边的表达式，即

(2.36)式，图上每一点的颜色代表 IPR 的值，黑色表示扩展态，其余颜色表示局域态，

从图上可以看出，我们的数值结果和解析结果符合地很好，迁移率边接近完美地将

扩展态和局域态区分开来,蓝色实线以上的态都是局域态，蓝色实线下面的态都是扩

展态。对于这个模型， 0b 时对应的是 AA 模型，图 2.5 (a)中 0b 时能态的 IPR 都 

 
图 2.5 IPR 随参数b和本征能量的变化，蓝色实线为迁移率边 

接近于 0，表示所有的态都处于扩展态；2.5 (b)图中 0b 时能态的 IPR 都是一个有限

大的值，意味着所有的态都是局域态。这与我们前面提到的 AA 模型安德森局域化
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的性质相吻合。 

2.3.2 长程跃迁模型 

接下来我们要介绍的模型是在 AA 模型的跃迁项上做变化来实现的[31]，薛定谔

方程变为： 

        1 2 cos 2p j j

j j

J e j j j j      


     (2.37) 

其中， 1
pJ e ， 0p ，这里的跃迁不只包括最近邻的跃迁项，跃迁项的强度随格点

距离的增大，呈现指数衰减的特点。按照 AA 模型的对偶变换，这里作相似的处理。

定义参数 0 0p  ，满足如下方程： 

     2
1 2 cos 2 jJ j T          (2.38) 

    
 

0

0

cosh cos 2
sinhj

p j
T

p
    (2.39) 

其中，  2 2
1= 4J     ，由(2.38)和(2.39)式，可得  1

0cosh
2
J

p



  ，(2.37)式变为： 

    2
1

p j j
j

j

T j J e j   


   (2.40) 

接着做如下变换： 

      2im j
j

j

u m e T j    (2.41) 

对 0p ，有 

  21 p m im j
j

m

T e e      (2.42) 

并代入(2.40)式，得到  

    02
1

p m m
m

m

T u m J e u m  


     (2.43) 

其中，定义 mT 为： 

 
   

 
cosh cos 2

sinhm
p m

T
p
    (2.44) 

对比(2.40)和(2.43)式，在(2.41)式的变换下，如果 0p p ，(2.40)式是自对偶的。与

AA 模型的讨论相类似，当 0p p 时，所有的态都是扩展态；当 0p p 时，所有的态

都是局域态。迁移率边的表达式为： 

   1cosh =
2
J

p



  (2.45) 

图 2.6 给出了 IPR 随无序强度和本征能量的变化，以 1J 为能量单位，蓝色实线为迁

移率边的解析解，蓝色实线左边为扩展态，右边为局域态。分析式(2.37)，随着 p的
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越来越大，我们只需考虑最近邻格点的跃迁， p  时，系统可看成 AA 模型，不

存在迁移率边。对比两幅图和解析结果，可以发现确实存在这样的趋势。 

 
图 2.6 IPR 随无序强度和本征能量的变化，蓝色实线为迁移率边 

2.4 小结 

本节我们围绕无序系统中的局域化现象，介绍了凝聚态物理中的经典模型—AA

模型，并介绍了该模型下系统的相关性质，从几个方面说明了 AA 模型中的局域化

转变点，并且可以得出该模型下系统不存在迁移率边。接着，我们介绍了推广的 AA

模型，其具有移率边，并对迁移率边表达式的得出做了详细的说明和解释。以上的

研究都是对单粒子而言，下一节我们将讨论相互作用存在且很大的情况下，玻色子

对的迁移率边问题。 
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第三章 一维准周期晶格中玻色子对的迁移率边 

3.1 简介 

60 多年前，安德森在一篇标志性的文章中预测了无序系统中的单粒子波函数具

有局域的特性，这一现象被称为安德森局域化
[10]

，在凝聚态物理的各个重要分支被

广泛关注。安德森模型中最为重要的概念之一是存在扩展态与局域态的迁移率边

[16,30,42]
，即费米面从位于扩展态区域穿过迁移率边进入局域态区域时系统从金属相转

变为绝缘体相
[37,43]

，反之亦然.不同于三维无序系统，对于一维和二维的安德森模型

[44-46]
，标度理论指出自由粒子总是局域化的，不存在金属绝缘体转变

[47]
。而三维系统

中当无序大于某一阈值时将导致局域化，对于弱无序
[44]

，系统则呈现金属的特性，

具有有限的电导。最近实验已经能够在光子晶体和冷原子体系中直接观测安德森局

域化现象以及迁移率边
[48-50]

。 

另一方面，一维具有非公度准周期调制势的 AA 模型
[11]
，展现了完全不同的局

域化性质。由于 AA 模型的自对偶特性，通过调节系统的参数，系统中所有的本征

态要么全为局域态要么全为扩展态，并不存在迁移率边。然而基于 AA 模型得到迁

移率边的方法一般有两种，其中一种是破坏系统的自对偶性质，如增加次近邻跃迁

项等
[16]

；另外一种是寻找具有能量依赖的自对偶模型
[30]

，这类模型的迁移率边往往

具有非常简洁的解析形式，受到了广泛的关注和研究。 

自从无序模型被提出，相互作用在无序系统中如何影响安德森局域化这一问题

一直困扰着人们
[51-55]

。最近 Basko 等人提出在无序体系中
[56]
，相互作用的多体系统将

会经历所谓的多体局域化转变
[57-58]

，在强无序下，相互作用不足以热化系统，所以系

统的电导为零。而对于弱无序情况，系统可以被热化，具有有限的导电率。多体局

域化相和多体局域化转变由于其独特的性质对量子统计物理的基本问题发起了挑战。

在多体局域化相，系统的局域可观测量不能够被热化
[59]
，这违背了本征态热化假说。

最近在这一领域有很多的进展，如一维随机无序系统中的多体局域化转变
[57]

，包括

AA 模型和一维具有裴波那契（Fibonacci）势
[60-61]

的系统。一个重要的问题是：在多

体局域化系统中是否存在迁移率边？虽然一些数值结果声称在多体系统中存在多体

迁移率边，但是由于系统尺寸的限制，这一问题仍然是一个开放性问题,值得人们继

续探索。 
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本章节主要研究具有一维准周期势的晶格中玻色子对的迁移率边的性质，我们

利用微扰方法得到系统迁移率边的解析表达式，证明在两粒子系统中存在迁移率边，

进一步与精确对角化结果比较，该研究对理解多体系统迁移率边
[62]

有重要意义。最

近有人用类似的方法研究了三维随机无序系统中的粒子对的迁移率边问题
[63]
。 

3.2 理论模型及方法 

我们考虑两个具有相互作用的玻色子在一维非公度的准周期晶格中的运动，系

统的哈密顿量可以表示为 0
ˆ ˆ ˆH H U  ，就是在 2.3.1 节的系统中加入相互作用项，其

中： 

  †
0 1

ˆ ˆ ˆ ˆ.j j jj
j j

H J c c h c n     (3.1) 

并且 

  ˆ ˆ ˆ 1
2 j j

j

U
U n n   (3.2)

                       

这里 J 为跃迁强度，它被设为单位能量 1J  ，这里仅考虑最近邻格点之间的跃迁，

 †ˆ ˆ jjc c 为第 j个格点的产生(湮灭)算符， †ˆ ˆ ˆj jjn c c 为第 j个格点的粒子数算符。化学势

项为 2.3.1 节中(2.26)式，这里相位 0  。化学势为参数b的连续函数，其中  1,1b   。 

可以看出当 1b 时，在格点数目趋于无穷的情况下存在发散点。而当 0b 时，哈密

顿量 0Ĥ 回到标准的 AA 模型；对于 0b 的情况，单粒子系统 0Ĥ 存在能量依赖的自对

偶特性，它的迁移率边在 2.3.1 节(2.36)式已给出。相互作用项(3.2)式为玻色哈伯德相

互作用形式，其中U 为相互作用强度。本章关注强相互作用极限下粒子对的情形，

而U 的符号并不影响我们的结果。 

3.3 玻色子对的迁移率边 

系统的定态薛定谔方程可以写为： 

  0
ˆ ˆH U E    (3.3) 

应用格林函数算符   1
0

ˆ ˆ
EG E H

  ，方程(3.3)可以表示为 ˆ ˆ
EG U  。对于两玻色子

情况，相互作用项可以在格点基矢 ,j k 下写出，即 ˆ , ,U U k k k k  。考虑玻色子对

空间，我们用态 ,j j 投影到方程(3.3)两边，得到 

    ˆ, , , ,Ej j U j j G k k k k    (3.4) 

其中  , , |j j j j  。而格林函数算符可以在能量基矢 ,r s   中表示为： 
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   1ˆ , ,E r s r s r sG E      
         (3.5) 

其中  r s   为 0Ĥ 的本征态，相应的本征能量为  r s   。因此方程(3.4)中， 

 
       

,

ˆ, , r s r s
E

r sr s

j j k k
j j G k k

E

   
 

 
   

  
    (3.6) 

其中  r j  表示第 r 个本征态中第 j个格点上的几率幅。令    ,f j j j ，

  ˆ, , ,E EK j k j j G k k ，结合方程(3.4)和(3.6)，我们将处理如下的本征值问题： 

      1
,E

k

f j K j k f k
U

  (3.7) 

这里 , 1,2,j k L  ，本征值 1 /U  。对于能量值小于无相互作用的两粒子基态能量

 12E  的情况，本征值 都为负值，对应于吸引的束缚态。而当能量值大于无相互

作用的两粒子最高激发态能量 2 LE  ，所有的本征值 都为正值，对应于排斥的束

缚态。而波函数  f j 既能描述能量为 E的吸引的束缚态也能描述能量为 E 的排斥的

束缚态。在强相互作用 ,U t 下，两玻色子紧密地结合为玻色子对，具有相当大的

有效质量。通过将  ,EK j k 对 1E 展开到三阶，得到 

  
2

, , 12 3 3

2 4 41 2
, j j

E j k j kK j k
E E E E

 
  

 
     

   
(3.8) 

带入到方程(3.7)，整理得到 

        
2 242 2 4

1 1 2
j

j
E

f j f j f j E f j
E E E U E




                  
 (3.9) 

上式表明在一阶近似下 E U ，即玻色子对能量分布在U 附近。由于讨论紧束缚的粒

子对，尽管金属绝缘体转变点 1 ，然而当 1b 时，方程(3.9)中， 2 24 / 4 /j jE U 

将会无法忽略。因此首先讨论b取值比较小的情况，我们可以放心的忽略方程(3.9)

式中的 24 /j E 项。对比于单粒子定态薛定谔方程(2.27)式，方程(3.9)式具有和无相互

作用下推广的 AA 模型具有相类似的形式，即有效跃迁几率 2 /effJ E ，有效化学势

强度 2eff  。因此玻色子对的迁移率边可以由如下方程所描述： 

 
2 4 1

4
E

b E
U E E


             

 (3.10) 

这是本文中心结论。接下来围绕方程(3.10)讨论玻色子对在一维准周期势中的迁移率

边. 
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首先我们讨论 0b 的情况，在无相互作用时，系统为标准的 AA 模型，不存在迁

移率边，然而根据方程(3.10)，在 AA 模型中的玻色子对存在迁移率边为 1/ E 。

为了验证我们的结果，引入标准参与率 (normalized participation ratio，简记为 NPR)

 E 来表征多体态是否局域化
[19]
，它表示为： 

  
  1 2

4
1 2, ,

1

, ,
L

E L Hn n n

E
n n n V





  

 (3.11) 

其中， HV 表示希尔伯特空间的维度，  1 2, ,E Ln n n  表示为哈密顿量 Ĥ 在福克基下

的本征能量为 E 的多体本征波函数。在热力学极限下，  E 趋于零时，多体波函数

为局域态，而当  E 为有限值时，波函数为扩展态。图 1 展示了 0b 时，标准参与

率  E 在不同的相互作用强度U 下随无序强度变化的情况。图 3.1 (a)-(d)分别对应

15,U  20, 40  和 100 于，这里 150L  ，图中蓝色实线为解析结果(3.10)式。我们看

到在不同的相互作用下，随着的增加系统确实存在从扩展态到局域态的转变。当

15U  时已经明显可以看到迁移率边的存在,通过解析解的求解，具有迁移率边的区

间大约为  0.0637,0.0675  。随着 U 的增大，这个区间逐渐变小，在 100U   时，图

中的迁移率边几乎变为 0.01  的一条直线。由此我们可以推测，在 U 趋于无穷大时，

系统的迁移率边和扩展区将逐渐消失.图 3.2(a)展示了 0, 100b U  时，扩展态与局

域态的转变点 0.01  两侧的格点密度分布 ˆj jn  的情况。红色五角星实线表示

0.008, 100.044E  的密度分布，它展现了扩展的特性，而蓝色方块实线为 0.012,

100.044E  的密度分布情况，这时密度分布为局域的。为了进一步证明我们的结果，

我们对转变点两侧的 NPR 作标度分析。以 0, 100b U  为例，我们分别计算了扩展

区间 0.008  ， 100, 100.044, 100.0732E    和局域区间 0.012  ， 100, 100.04,E  

100.08 所对应的本征态的 NPR 随尺寸变化的情况，如图 3.2(b)所示。图中实线为拟

合的结果，其表达式可以写为： 

  
21 1

E p q l
L L

                 (3.12) 

其中对于不同本征态的 NPR 随尺寸变化的拟合参数分别为 ,p q和 l。在局域区间，波 

函数的 NPR 随着 21 / L 衰减到零，即参数 0l  。而在扩展区系统的 NPR 是随着1/ L线

性衰减到一个有限的值约为 510 量级,即 0p ， 0q 和 510l  。 
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图 3.1 0b 时， NPR 在不同的相互作用强度U 时，随无序强度和能量本征值 E 的变化。 

(a) 、(b) 、(c)、(d)分别对应 15U  、 20U  、 40U  和 100U   ，蓝色的实

线对应迁移率边的表达式(3.11)，这里取 150L  。 

 

图 3.2 (a) 0, 100, 100.04b U E   时,分别为 0.008和 0.012所对应本征态的密度分布； 

(b) 0, 100b U  时,不同和 E 所对应的本征态的 NPR 随1/ L的变化。 
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在小 b情况下，玻色子对的迁移率边由方程(3.10)所描述，通过求解方程(3.10)

我们能够得到迁移率边的结果，如图 3.2 (a)蓝色实线所示。 

 

图 3.3 (a) NPR 在 150L  时随无序强度和能量本征值 E 的变化，蓝色的实线对应迁移率边的

表达式；(b) 0.048  , 150L  时，能量 20E  和 20.37 所对应的密度分布；(c)不同能量的

NPR 在 0.048  时随1/ L的变化。这里我们选取 0.2b ， 20U  。 

图 3.3 (a)中给出了 0.2, 20, 150b U L   时，随着化学势强度的增加，不同能量的

NPR。由图可以看出，我们解析结果和数值结果符合的很好，蓝色实线以上所有的

态都为局域态，而实线以下的部分都为扩展态，存在迁移率边的区间为

 0.0373,0.0638  。以 0.048  为例，相应的迁移率边所对应的能量约为 20.17 ，我

们分别计算了 20E  和 20.37 所对应的本征态的密度分布，如图 3.3(b)所示。当能

量处于迁移率边以下时，相应的密度展现扩展的特性，而能量处于迁移率边以上时，

相应的密度分布为局域的。图 3.3(c)展示了 0.2, 20, 0.048b U    时，不同能量所对

应的 NPR 随尺寸变化的情况。其拟合曲线仍然符合方程(3.12), 在迁移率边以下的扩

展态，其 NPR 线性依赖于1/ L，在 L   时，NPR 为有限大的值 510l  ，而当对于
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能量处于迁移率边以上的局域态，随着 L的增加，    21 /E L  衰减到零。 

由于调制势在b趋近于 1 时趋近于发散，方程(3.9)式中的 24 /j E 项对比于 2 j 将

不再是小量。图 3.4(a)、(b)分别展示了 0.5b 和 0.96时， 2 j 和 24 /j U 在格点上的分

布情况。在 0.5b 时， 22 4 /j j U  ，因此方程(3.10)仍然适用.通过对 NPR 的计算，

我们发现此时数值和解析结果符合的很好 [图 3.4(c)]。然而对于 0.96b ， 24 /j U 和

2 j 相比拟 [图 3.4(b)]，方程(3.9)式中 24 /j E 不能被忽略，系统不存在自对偶特性，

从而无法推导出迁移率边的解析形式。图 3.4(d)展示了 0.96, 20b U  时，系统的NPR

随着调制强度变化的情况，其中蓝色实线为方程(3.10)给出的结果。可以看出数值

结果和解析结果发生了较大偏离。然而通过数值计算我们发现即使在 1b 情况下，

玻色子对系统仍然存在迁移率边。 

 

图 3.4 (a)、(b)分别为 0.08  , 0.5,0.96b 时， 2 j 与 24 /j U 在格点上的分布情况； 

         (c)、(d) NPR 在 150L  时随无序强度和能量本征值 E 的变化，其参数与(a)、(b)相同。

蓝色的实线对应迁移率边的表达式。 

3.4 小结 

  多体迁移率边是研究多体局域化系统的过程中被提出的，已经吸引了广泛的兴

趣，但是由于数值能力等限制，它的存在性仍然是一个开放问题。在本文中，我们

证明了捕陷于一维准周期晶格的紧束缚的玻色子对系统存在迁移率边。在强相互作
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用极限下利用微扰方法扩展到三阶，我们得到了一个有效的玻色子对的哈密顿量，

它具有和单粒子薛定谔方程相类似的形式，通过对比，我们给出b比较小时迁移率边

的解析形式。数值结果和解析结果符合的很好。然而在 1b 时，由于化学势趋于发

散导致解析结果发生偏离。数值结果表明，即使在 1b 极限，系统仍然存在迁移率

边。我们希望我们的结果对研究多体迁移率边有一定的帮助。进一步，我们将研究

在实验上如何去探测玻色子对系统中的迁移率边。 
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第四章 总结与展望 

 4.1 总结 

  本文我们首先以晶格系统为出发点，研究一维准周期系统中的安德森局域化现

象。首先介绍了研究的背景，其中包括：超冷原子的概念以及它的实验室制备，玻

色爱因斯坦凝聚体以及光晶格的形成；接着我们引入全文的焦点，无序以及安德森

无序和它的实验实现，最后介绍了多体局域化的相关概念。 

我们着眼于一维光晶格中的无序模型，主要介绍了 AA 模型以及它的实现和相

关性质，这是研究无序的一个经典模型，通过该模型的自对偶性质，并且引入参数

IPR 的计算，说明该系统不存在区分扩展态和局域态的能量边界——迁移率边，即体

系中的所有能量要么全为扩展态，要么全为局域态， / 1 J 为系统的安德森局域转

变点。之后介绍了由 AA 模型的变形得到的几种具有迁移率边的一维准周期模型，

并且给出了迁移率边的理论推导和数值结果。 

最后，我们将强相互作用下的玻色子对作为研究对象，在一维准周期晶格中，

利用精确对角化方法和微扰理论，得到玻色子对的有效哈密顿量，并与和它有类似

形 式 的 单 粒 子 薛 定 谔 方 程 作 对 比 ， 得 到 了 其 迁 移 率 边 的 表 达 式

2 4 1
4

E
b E

U E E


             
。在 0b 和小b情况下，数值结果和解析结果相吻合；在 1b  

时，调制势是发散的，解析表达式将不再适用。 

 4.2 展望 

 目前，在相互作用的无序系统中，由于系统希尔伯特空间的维度随粒子数的增多

而超过了计算范围，因此，对多体迁移率边的研究存在一定困难。我们可以尝试在

缓变势模型、随机无序模型等模型中研究粒子对的迁移率边问题，期望为这些模型

下的多体迁移率边问题起到一定的参考作用。 
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