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 I

中 文 摘 要 
 

强关联多体量子体系中量子相变的确定与刻画一直是当今物理学研究前沿

的一个重要研究课题，而且在这个研究领域已经涌现出许多重要的研究成果。其

中，无序和无序引起的量子相变问题是此领域中的一个重要热点。著名的

Aubry-André Harper（AAH）模型是研究这类无序问题的一个经典模型，它具有

非公度的格点势，是一种准周期势，可以用来模拟一维紧束缚系统中的无序现象。

在此基础上推广得到的广义 AAH 模型已成为研究无序诱导的局域化现象及分析

拓扑性质的一个重要的研究框架。本文的主要研究对象为非对角 AAH 晶格中的

一维硬核玻色系统。硬核玻色气体是一类重要的强关联量子多体系统。所谓硬核

玻色气体，就是粒子与粒子之间具有强排斥相互作用的玻色气体，要求玻色子满

足硬核极限。由于其独特的性质，硬核玻色气体自上世纪 60 年代起就备受关注。

在本论文中，我们主要研究光晶格中硬核玻色系统的基态量子关联，并用其来确

定和刻画一类晶格系统的基态量子相及量子相变。 

在第二章中，我们基于一维对角 AAH 晶格模型的实例，从一种非常具体的

角度详细介绍了光晶格中的一维硬核玻色系统严格的研究方法。这种严格的计算

方法本质上是一种玻色费米映射，它基于 Holstein-Primakof 变换及 Jordan-Wigner

变换而来。借助于玻色费米映射，我们可以利用 Slater 行列式的性质获得系统的

严格基态。进而，作为一个简单的实践与练习，我们介绍了利用以上方法计算得

到的一维对角 AAH 晶格模型中硬核玻色子的噪声关联性质。 

在第三章中，我们研究了一维非对角 AAH 光晶格中的硬核玻色子系统。其

特点为系统的跃迁项受到一个模拟无序的外加非公度跃迁项的调制。利用第二章

中介绍的研究硬核玻色系统的严格数值方法，我们得到了系统的严格基态。借助

于并行数值运算，得到了体系在不同参数区域的动量分布和噪声关联。此外，对

以上量子关联进行细致的标度分析，我们可以看到在此参数区域内，对于超流相、

临界点和玻色玻璃相，显示出清晰而迥异的标度行为。体系具有两个性质区分明

显的基态相：超流相和玻色玻璃相。最后，我们还分析了这些量子关联的中心强

度及其关于准周期无序强度的导数。可以看到在临界点附近动量分布和噪声关联

中心强度的一阶导数都出现了明显的峰值。这提供了一种强有力的信号，可用来

在实验上探测无序诱导的量子相变。 
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ABSTRACT 

 

The determination and characterization of quantum phase transitions 

in strongly correlated many-body quantum systems has always been an 

important research topic in the frontiers of physics nowadays, and many 

important research results have emerged in this field. Disorder and 

disorder-induced quantum phase transitions are one of the hottest topics   

in this field. The famous Aubry-André Harper (AAH) model is a typical 

model to investigate this kind of disorder problem. It has an 

incommensurate lattice potential and is a quasi-periodic potential that can 

be used to mimick the true disorder in 1D tight binding systems. The 

generalized AAH model popularized on this basis has become an 

important research framework for studying the localization phenomenon 

of disorder induction and analyzing the topological properties. We mainly 

investigate hard core bose systems in one dimensional off-diagonal AAH 

lattice. Hard-core bose gase is an important kind of strongly correlated 

quantum many-body system. The so-called hard-core bose gas is a bose 

gas with strong repulsion interaction between particles, which requires 

that the bosons satisfy the hard core limit. Due to its unique properties, 

hard-core bose gas has attracted much attention since the 1960s. In this 

thesis, we mainly investigate the ground state quantum correlation of hard 

core boson system in optical lattices and use it to determine and 

characterize quantum phase transitions of the ground state. 

In Chapter 2, based on a 1D diagonal AAH lattice model, we 

introduce the exact approach of one-dimensional hard core bose system in 

optical lattice from a very specific point of view. This exact approach is 

essentially a Bose-Fermi mapping, which based on the Holstein-Primakof 

transformation and the Jordan-Wigner transformation. Utilizing 

Bose-Fermi mapping, we can obtain the exact ground state of the system 

by using the properties of Slater determinant. Furthermore, as a simple 

practice and exercise, we introduce the noise correlation of hard core 
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bosons in the one-dimensional diagonal AAH lattice model calculated by 

the above approach, and characterize the quantum phase transitions in the 

system. 

In Chapter 3, we investigate a hard core boson system in 1D 

off-diagonal AAH optical lattices, in which hopping term of the system is 

modulated by an additional incommensurate hopping term mimicking 

disorder. By using the exact numerical method introduced in Chapter 2, 

we obtain the exact ground state of the hard core boson system. By means 

of parallel numerical calculation, we obtain the momentum distribution 

and noise correlation of the system in different parameter regions. In 

addition, by means of detailed scaling analysis of the above quantum 

correlations, we can see that the scaling behavior of superfluid phase, 

critical point and bose glass phase is clear and different in this parameter 

region, and the system has two distinct ground state phases: superfluid 

phase and Bose glass phase. Finally, we compute derivatives of the 

central intensities of these quantum correlations with respect to the 

strength of the quasiperiodic disorder, and there are clear peak appears at 

the critical point. This provides a powerful signal that can be used to 

detect quantum phase transition induced by disorder experimentally.  

 

Keywords: hard-core bosons; noise correlations; quantum phase 

transition; bose-glass phase; AAH model 
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第一章 绪论 

强关联量子系统（strongly correlated quantum systems）是当今物理学中非常

基本又最吸引人的物理系统之一。本论文研究的光晶格中的一维硬核玻色气体就

是这类系统的一个重要例子。在正式介绍我们研究工作之前，我们先来简要概述

一下相关的背景知识与模型方法。量子关联及其在实验上的测量是非常重要的，

此外，量子关联还可以刻画量子相变。而光晶格中的一维硬核玻色气体系统是将

超冷玻色原子构成的玻色爱因斯坦凝聚体载入到精妙设计好的光晶格中，并辅以

必要的光学势、磁势而得到的物理系统。本章结构即以此逻辑展开。 

1.1 量子关联 

1.1.1 量子关联简介 

量子关联是量子理论中的一个基本概念，它对于量子多体系统的描述非常重

要，所有的物理可观测量都可以用粒子产生和湮灭算符之间的的关联函数来表

示。量子关联刻画的是由至少两个部分组成的系统的量子特性。量子关联[1-3]的

不断发展为核心量子技术奠定了基础。比如，量子关联是完成许多量子信息[4]

与量子计算任务的重要物理资源，它们在信息处理任务中往往比经典理论更具有

显著的优势。此外，量子关联在量子物理中的应用也很广泛。众所周知，它是各

种潜在技术应用的核心，例如超密集编码（superdense coding）、量子隐形传输

和量子密码术[5-8]。 

对于量子关联，物理学家可以从不同的角度对它们进行表征和量化。在历史

上，人们已经提出了许多类型方法来对物理系统的量子关联进行量化描述。比较

著名的例子包括 2005 年 Genovese 提出的 Bell 型非局域关联和 2009 年 Horodecki

等人提出的量子纠缠等。在本世纪初，Henderson 和 Vedral 以及 Ollivier 和 Zurek

分别提出了量子失协（quantum discord）的概念。在此基础上，其他物理学家们

进一步提出了一系列类似量子失协度量的相关方法，并从不同方面进行了研究，

例如 Modi 等人在 2012 年的相关研究工作[9]。 

此外，对量子关联时间演化的研究也是物理学者们所关注的。众所周知，量

子关联是非常脆弱的，很容易被意料之外的与环境间相互作用破坏。因此，量子

关联在各种噪声环境中的时间演化一直是量子信息处理和量子计算的重要课题。

2018 年，刘霞及其实验研究小组利用熵不等式，即 Braunstein-Caves（BC）链式

贝尔不等式，研究了量子关联的演化[10]。她们利用全光学实验装置，实验制备
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了高保真度的两比特纠缠态，并模拟了比特翻转和相移噪声。然后，利用熵的信

息差，研究了两比特纠缠系统在不同噪声信道和噪声环境下的量子关联演化。 

1.1.2 超冷原子气体中量子关联的实验测量 

相较于其它领域，在超冷原子物理系统中对量子关联的观测，其起步还是比

较晚的。在量子光学、核与基本粒子物理学等领域，高阶量子关联中的噪声关联

的实验观测与分析早已成为一种重要的基本研究手段。但是直到 1996 年，才有

冷原子实验通过测量噪声关联（noise correlations）直接观测了非简并冷玻色子原

子云的聚束效应（bunching effect）。量子多体理论指出，所有物理可观测量都

可以根据粒子产生或湮灭算符构成的关联函数来描述。因此，这些关联函数的测

量可以被视为量子多体问题的一个操作性的解决方案。这就使得量子关联在超冷

原子物理实验中的测量非常重要。 

2004 年，I. Bloch 实验小组直接观测了从光晶格释放出来的自由扩散的超冷

玻色原子气体的空间密度涨落的关联函数。实验中他们将超冷玻色原子气体制备

在 Mott 相上，然后将光晶格势撤掉，让原子气体自由飞行，之后用一束探测激

光照射扩散中的原子气体，获得吸收成像图。最后通数据分析获得体系的噪声关

联。噪声关联的定义为[11] 

  
   
   

2

2

2 2
d

2 2

n x d n x d d x
C

n x d n x d d x

  


 



 (1.1)               

它表示在两个由向量d

分隔的位置上找到两个粒子的条件概率，在所有这些位置

上平均。在方程式（1.1）中，  n x 是从单个吸收图像获得的列密度，括号 表

示独立获取图像的集合的平均值。不关联粒子对应于  d 1C  ，而  0 1C  表示

粒子具有聚束效应，这是玻色子的统计性质。I. Bloch 实验小组的实验结果表明，

从完全混乱的密度涨落中利用高阶量子关联，即噪声关联，可以清晰提取出光晶 

 

图 1.1 自由扩散的超冷玻色原了的吸收成像图及相应的噪声关联
[11] 
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格的规则晶格序等信息，如图 1.1 所示。这个重要的超冷原子实验表明高阶量子

关联可以获取物理体系许多隐含的信息。这正是物理学家开展量子关联相关研究

的一个重要依据和动机。 

近年来，更高阶的量子关联也越来越受到物理学家们的关注，其原因在于，

基于现在的超冷原子实验技术，实验物理学家已经可以比较方便地从实验上测量

这些量子关联。如 2011 年 S. S. Hodgman 研究小组通过综合利用两个关键实验因

素实现了同时进行的二阶和三阶关联测量，即亚稳态氦原子 eH 的单原子探测特

性（亚稳态 3
12 S 态的寿命约为8000s [12]，并含有 20eV 的内部能量，能够实现高

检测效率[13]）和一种新的原子系综[14]的关联统计的大量数据的收集方法。 

实验原理如图 1.2所示。探测器记录了原子云中每个原子的位置和到达时间。

然后，通过测量到达每个分析区域的原子之间的延迟时间 ，可以确定两粒子（二

阶）和三粒子（三阶，放大显示）的关联。中间的插图（蓝色框）更详细地显示

了原子系综的到达探测板时的过程，而右侧的插图（绿色圆柱）则显示了分析区

域内三个原子的到达时序。三阶关联函数表征了三个原子的到达时间差 1 和 2 。 

 

 

图 1.2 实验装置：一组氦原子（红色球体）在重力作用下落在 MCP 探测器上，形成一系列

在空间和时间上分离的探测结果（黄色）。
[15] 

然后由相对到达时间为 1 和 2 的重合个数确定非归一化三阶关联函数

 3
1 20, ,G   (第一个粒子的时间原点为 0  )(如图 1.2)。对于在 microchannel 

plate（MCP）上测量的每个检测活动，记录700 m 内所有粒子在到达时间 1 中

的差异。然后检查每对粒子，以确定第三个粒子是否到达相同半径内，在这种情

况下，还记录了粒子 2 和粒子 3 之间的时间差 2 。 

然后通过除以局域粒子密度获得归一化时间关联函数  3
1 20, ,g   。这是通过

在 x y 平面上平均分析区域上的单个粒子数来实现的，并通过下落粒子的撞击

速度来识别 与 z 相关来实现的。这产生了飞行时间关联函数[15] 
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    
     

3
1 23

1 2
1 3

0, ,
0, ,

0

G
g

 
 

    
  (1.2) 

上式中，    是测量第一个粒子后在 时刻的密度。在理想情况下，对于热原

子，探测器的分辨率是无限的，这会在非常大的延迟时间 下产生渐近值为 1，

在零延迟时间的峰值为  3 0,0,0g （即 6）；峰的宽度定义了原子系综的关联时

间。 

 

图 1.3 归一化三阶关联函数  3 0,0,0g ,A 是热原子系综，B 为 BEC。[15] 

图 1.3 中是刚好高于 BEC 转变温度（ 1.0cT K ）的热原子以及 BEC 的测

量三阶关联函数。由于探测器的分辨率和实验时的分块方法有限，热原子的

 3 0,0,0g 从理想情况下对应的值大大减小了。 

1.1.3 量子关联探测量子相变 

量子关联奠定了许多新型量子技术的核心基础，随着量子信息技术的快速发

展，量子关联的应用也是物理学者们关注的热点。例如，利用量子关联可以检测

量子相变的临界点。在这里，我们以一维 AA 模型中的费米子为例来介绍一种利

用量子关联刻画量子相变的实验方法。 

实验中所研究的是有相互作用的一维费米子 AA 模型，其哈密顿量描为[16]， 

 
 
 

†
, 1,

,

†
, , , ,

,

ˆ ˆ ˆ . .

ˆ ˆ ˆ ˆcos 2

i i
i

i i i i
i i

H J c c h c

i c c U n n

 


 


 



 

  

  



 
 (1.3) 

其中， J 是近邻格点间的隧穿系数，  †
, ,ˆ ˆi ic c  是带自旋费米子在格点 i处的产生

（湮灭）算符，  ,    。第二项描述了准随机无序，即由于外加的非公度晶

格导致的格点能量偏移，其主要特征是晶格周期 、无序强度和相偏移。U 是

格点相互作用能， ,ˆin  是粒子数算符。 

在研究中，该实验是在具有双色，准随机无序晶格势的超冷费米子的一维系

统中进行的。他们通过监测系统参数淬火后局域可观测量的时间演化来识别多体
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局域相。具体来说，首先准备一个具有强电荷密度波（charge density wave，简

称 CDW）的高能初态，并在随后的单一演化中测量该电荷密度波的弛豫。主要

观察的是偶数（ eN ）和奇数（ oN ）位置上各自原子数之间的不平衡性（ ）[16]， 

 e o

e o

N N
I

N N





 (1.4) 

它可以直接测量 CDW 序。虽然初始的 CDW（ 0.9I  ）在热化情况下会迅速变

至零，但在局域系统中并非如此，在该系统中，因为局域系统的遍历性被破坏，

系统不能作为其自身的热浴。直观地说，如果系统是强局域化的，那么在时间演

化过程中，所有的粒子都会保持在它们原来的位置附近，因此只会稍微抹掉一点

CDW。较长的局域化长度对应于更大的扩展态，并将导致 CDW 值为较低的稳

态值。因此，可以长时间将稳态值有效地用作多体局域（many-body localization）

相的有序参数，并且人们在相互作用的参数空间与无序强度之间映射遍历和非遍

历阶段之间的相界。特别是，在非相互作用系统中，CDW 渐渐地消失为 21  。

与之前研究无序对全局扩展动力学影响的实验相反，CDW 序参数作为一个纯粹

的局域探测器，直接捕获遍历性破坏。 

在实验中，研究小组通过在主短晶格（ 532s nm  ）上再叠加一个非公度的

无序晶格 738d nm  （因此 0.721s d    ）并且同时通过晶格深度和两个晶

格之间的相对相位控制 ,J 和来实现 AA 模型。两种不同自旋态的原子间的相

互作用（U ）通过磁性 Feshbach 共振进行调谐。总的来说，这提供了对U 、J 和

的独立控制，使实验员能够连续地将系统从无相互作用情况下的安德森绝缘体

调到相互作用粒子的多体局域状态。另外一个长晶格（ 1064 2l snm   ）与短

晶格一起形成一个 2 周期超晶格[17,18]，并且在初始 CDW 状态的准备期间和检测

期间使用。沿正交方向（ 738nm  和 36 RV E  ）的深晶格，创建一个去耦的

一维管阵列。其中  2 22R latE m  代表反冲能量，为普朗克常数，m 为原子质

量， lat 为晶格激光器的相应波长。他们使用 40K 原子的双组分简并费米气体，

它 由 325 30 10  个 原 子 在 两 个 最 低 超 精 细 态 9 2, 7 2   和

, 9 2, 9 2FF m     中的等量混合物组成，初始温度为0.24 FT ，其中 FT 为费

米子温度。原子最初在长且正交晶格中以有限温度带绝缘态[19]制备。然后，通

过以倾斜的形式向上倾斜短晶格，向下倾斜长晶格，来分割每个晶格位置。这会

产生电荷密度波，其中奇数晶格位置上没有原子，但每个偶数位置上只有零个，

一个或两个原子。接着，允许初始 CDW 在8.0 RE 深短晶格中的特定作用强度U ，
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存在无序条件下演化一段时间。在最后一步中，通过采用带映射技术检测偶数

和奇数晶格位置上的原子数，该技术将它们映射到超晶格的不同波段。 

 
图 1.4 初始电荷密度波的时间演化。

[16] 

实验人员跟踪不同相互作用U 和无序强度的不平衡 I 的时间演化（见图

1.4）。在短时间内，这种不平衡表现出一些由快衰减和一些阻尼振荡组成的动

力学特性。在几个隧穿时间  2h J  后，不平衡接近一个平稳值。在没有无

序的系统（ J ）及弱无序系统中，不平衡的稳态值接近零。然而，对于更强的

无序，这种行为会发生显著的变化，并且不平衡达到了一个不会消失的稳态值，

这个值在所有观察时间内都会持续存在。由于在这些高能下接近热平衡时不平衡

性必须衰减到零，因此 I 的非平稳值直接表示非遍历动力学。在局域相的深处，

无偏差数值密度矩阵由于纠缠增长缓慢，重整化群（ Density-Matrix 

Renormalisation Group）计算是可行的，并且发现模拟中得到的平稳值与实验结

果非常吻合。这些模拟是在没有任何俘获电势的单一均质管上进行的。在实验中

观察到的较强的振荡阻尼可归因于由不同 1D 管之间 J 的变化引起的失相。 

1.2 硬核玻色气体 

硬核玻色气体是现代物理学中的一个重要概念，又称 Tonks-Girardeau(TG)

气体，它以物理学家 Marvin D. Girardeau 和 Lewi Tonks 的名字命名。1960 年

Girardeau 首先从理论上研究了一维 TG 气体。在这个著名的理论工作中，他建立

了 TG 气体与无相互作用极化费米子气体之间的精确映射[20]。所谓硬核玻色气

体，就是粒子与粒子之间具有强排斥相互作用的玻色气体，即要求玻色子满足硬

核极限。比如，考虑一维格点线上的一排玻色子，当两个玻色子接近时，它们彼

此会感受到极强的排斥相互作用，而当两者远离时，彼此之间则没有相互作用，

这让人联想到费米子系统的 Pauli 不相容原理。因此这种现象一般被称作玻色子
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的“费米化”。事实上，Girardeau 的理论工作指出，这种一维硬核玻色子体系

的许多特性的确与费米子系统的性质非常类似。不过，硬核玻色子系统的行为在

几个重要方面与费米子的行为也有着明显的不同，比如，大量硬核玻色子可以占

据相同的动量态，也就是其基态动量分布更符合玻色子的性质，但也不同于普通

玻色子系统。 

TG 气体被提出后，一直被看作是一个纯理论的模型（toy model），因为在

当时这几乎是没有可能在实验上实现的。这种状态一直持续了将近半个世纪，直

到超冷原子物理兴起。2004 年，实验物理学家贝伦·帕雷德斯(Belén Paredes)

等人在光晶格中载入了超冷原子气体首次在实验上制备出了晶格中的硬核玻色

气体系统，此工作发表在当年 5 月 20 日出版的科学杂志 Nature 上[21]。 

实验中制备的光晶格中的TG气体可以用如下硬核Bose Hubbard哈密顿量来

描述， 

   †† † 2
1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ     B l l l l H l l

l l

H J a a a a V l a a  (1.5)               

上式描述了光晶格中的一维超冷硬核玻色原子在简谐波势中的运动，而 HV 是简

谐势的强度，它与简谐势的频率有关， 2 21 8  HV m 。  †ˆ ˆl la a 是玻色子在格

点 l处的产生（湮灭）算符，满足对易关系 †ˆ ˆ,l l lla a   ，此外产生湮灭算符还要

满足附加的硬核条件 † 2 2ˆ ˆ 0 l la a ，这一条件排除了光晶格格点上的多粒子占据。 

此外，除了上述光晶格中的一维 TG 气体的实验实现外，在同一年，来自宾

夕法尼亚州立大学的 Kinoshita 等人成功地在实验上观测到了一维连续系统中的

TG 气体[22]。该实验实现的是连续的一维硬核玻色系统，它对应如下理论模型 

  
2 2

2
1 12

N N

HCB j
j jj

H V x
m x 


  

 
 (1.6)             

此模型可以通 Bethe-Ansatz 方法精确求解。本论文着力研究晶格系统，故在此不

作展开叙述。 

   众所周知，光晶格中的原子量子气体结合了各种特性，成为研究量子现象的

独特实验平台。因为这些系统参数是高度可调的，包括维数、晶格几何、相互作

用强度、自旋态数等。因此光晶格中硬核玻色气体也一直是理论物理学家和实验

物理学家广泛关注的焦点，并已涌现出很多重要的成果。例如，在 2016 年 Karlo 

Lelas 等人研究了激光辅助隧穿效应在光晶格中 TG 气体的适用性[23]。2018 年，

Luis A. Peña Ardila 及其小组成员提出了一个依赖于远距离晶格点之间的大型有
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效隧穿耦合工程和基于两次连续淬火后测量位置占有的方案，并用其在实验上测

量了光晶格中硬核玻色子的单粒子密度矩阵[24]。  

1.3 AAH 模型介绍 

过去的几十年中，在无序导致的局域化现象获得广泛关注的背景下，

Aubry-André Harper（AAH）[25,26]模型在理论和实验上都引起了广泛的关注。随

着实验技术和技能的快速发展，这个模型现在可以在光子晶体[27-29]和冷原子系统

[30]中实现,这有助于我们对非公度系统有更多的理解。众所周知，在一维（1D）

系统中，安德森局域化是平庸的，任意强度的无序都会使系统变为局域的，没有

物理学家们关心的相变点，缺乏真正的量子相变，进而无法研究备受关注的无序

诱导的金属-绝缘体相变问题。与一维 Anderson 局域化模型相比，AAH 模型则

具有明显的局域化相变的特征，可以明确看到系统从扩展态到局域态的量子相

变，因此在研究局域化时备受欢迎。目前，AAH 模型已成为在一维系统中研究

局域现象和拓扑性质的重要平台。AAH 模型的原始形式仅包含非公度格点势，

最初引入这样的非公度势就是用来在一维格点系统中研究局域化现象的，这种非

公度势的存在可以模拟真正的无序。在本论文中我们主要研究非对角 AAH 模型。 

原始的 AAH 模型可以用以下 Hamiltonian 描述[31] 

    † †
1

1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ. cos 2
N N

n n n n
n n

H t c c H c bn c c  
 

      (1.7)           

其中， t是最近邻跃迁， †ˆnc 和 ˆnc 分别是费米子的产生、湮灭算符， v是非公度势

的强度，是相位因子。当b 取为无理数时，格点势是准周期的，该模型具有有

限的局域化相变临界值：0 2t  ，所有的本征态都是扩展态； 2t  时是局域

态。 

经过物理学者们的广泛研究，原始的 AAH 模型被推广到适应不同物理问题

的各种形式。例如，具有纯非对角耦合的 AAH 模型已被用于研究拓扑绝热泵浦

（Adiabatic pumping）现象[29,32,33]。近期的一些实验[29,34]已经在光晶格中实现了

准周期 AAH 模型，并观察到了与理论一致的局域化相变的特征。一维 AAH 模

型还可以精确地映射到二维 Hofstadter 模型[26,35]。 

广义的 1D AAH 模型的哈密顿量具有如下形式[36] 
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 

 

1
†

1
1

†

1

ˆ ˆ1 cos 2 . .

ˆ ˆcos 2

N

n n
n

N

n n
n

H w bn c c H c

bn c c

  

  








     

 




 (1.8)             

这是具有 N（ 1,2n N  ）个格点的一维链。采用的是开边界条件， 1n  和 n N

是两个边界点。在无相互作用的一维量子系统，这对于玻色子也同样适用。哈密

顿量中的第一项是最近邻跃迁的动能，最后一项是格点势能。跃迁强度和势能项

的不均匀性通过和 v的余弦调制来描述。余弦调制周期为1 b，相因子为  和

v 。其特殊情况， 0  ，对应对角 AAH 模型， 0v  即对应非对角 AAH 模型。 

近年来，基于对 AAH 模型的研究还提出了许多具有奇异特征的广义 AAH

模型，如具有 P 波超导（SC）配对项的 AAH 模型。由于 SC 配对，系统在从扩

展相变到局域相之前会显示出一个临界区[37]，目前已经有研究工作对此临界区

域进行了深入的讨论。此外，随着科学的发展，许多物理现象都可以在 AAH 模

型中被广泛研究，比如，在 2018 年 Archak Purkayastha 和 Sambuddha Sanyal 等

人研究了 AAH 模型在孤立的热力学极限和开放系统中的传输特性[38]。 

1.4 玻色玻璃相变            

相变描述了物理系统整体状态的突然改变，例如固体的熔化或液体的凝固。

经典相变通常是热力学相变，一般发生在物理系统温度低于临界温度的状态时，

且以宏观秩序[39]的明显变化为特征。而量子相变则发生在绝对零度，它们是由

外部参数或耦合常数[40]的变化引起的，并由量子涨落驱动，例如量子霍尔系统

中的相变等。对于处于绝对零度附近的系统，其几乎所有的热涨落都被冻结，量

子涨落占据主导地位。近年来，量子相变一直是物理学研究领域的一个重要课题，

其中，无序和无序引起的量子相变一直是该领域的热点之一，这是由安德森的开

创性工作所开启的一个重要研究方向。安德森在其著名的工作中指出当无序强度

大于一个临界值时系统波函数会从扩展态变为局域态。 

如今，基于光晶格中的超冷原子体系来研究量子相变已经成为物理学家们一

种理想途径[41]，比如，通过改变光晶格的深度可以观察到超流（SF）相和莫特

绝缘（MI）相之间的量子相变[42]。光晶格中超冷原子系统的高度可控性使之尤

其方便于研究无序效应。利用激光散斑或多色光晶格[43,44]产生的光学势，可以方

便地在冷原子系统中产生人为可控的无序（或伪无序）。安德森局域研究的通常

是弱相互作用或无相互作用系统中的无序效应。对于强相互作用的无序玻色系统
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来说，则具有更多有趣的物理性质。对处于强相互作用区的无序玻色-哈伯德模

型的研究工作[45,46]揭示了一种叫做玻色玻璃（BG）相的新型绝缘相的存在。无

序和相互作用的竞争合作使凝聚态系统发生超流体到绝缘体的相变。对于玻色系

统来说，这种绝缘体就是玻色玻璃（BG）相。与莫特绝缘体（MI）不同，玻色

玻璃（BG）相具有无能隙激发谱的特征，并且是可压缩的。光晶格中囚禁的超

冷原子气体于是成为研究玻色玻璃相的理想实验系统，此系统中无序振幅和相互

作用强度[47-50]都可以进行可控地调节。 

目前，已有许多超冷原子实验实现了玻色玻璃相。比如，在第一次尝试用超

冷原子制备 BG 相时，物理学家使用了双色准无序光晶格。研究者在实验中测量

了超冷玻色原子系统的吸收谱和长程空间相干性，来确认实验观测到的量子相即

是 BG 相。而另一个稍后的实验工作[50]表明，在三维系统中，无序的存在导致

SF 相以及 SF 和 MI 共存相的凝聚因子（Condensation fraction）显著降低。他们

将凝聚因子的消失作为 BG 相的探测手段。 

如前文所述，光晶格势中相互作用玻色气体由玻色-哈伯德哈密顿量描述[48] 

  †

,
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ1

2j j j j j jj j j j

U
H J b b n n n
        (1.9)              

其中  †ˆ ˆ
j jb b 是格点 j 处粒子的湮灭（产生）算符， †ˆ ˆˆ j j jn b b 是粒子数算符， ,j j

表示对最近邻格点的求和。这里的 j 是依赖于格点位置的格点能，它的取值是随

机的，用以描述体系中的无序。 

 

图 1.5 无序相互作用下玻色子的相图[48] 

其中 J  表示跃迁能，U 表示相互作用能，   表示无序强度 

    当（1.9）式中 0j  时，系统的基态由 J 和U 之间的竞争决定。当U J� 时，

系统处于超流态，此时玻色子是扩展的且隧穿确保了长程相干性。而当U J� 时，

系统处于局域 MI 态，其中相位相干性消失，并且在晶格位置处产生 Fock 态。

所以通过调节 J 和U 的关系可以使系统发生从 SF-MI 的量子相变。 

格点势是有界的随机变量，取值为  2, 2j    ，对于弱无序 U  ，MI
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会逐渐缩小并出现一个新的相，即玻色玻璃相，如图 1.5（b）所示。当 U  ，

最终 MI 相消失，系统完全变为玻色玻璃相。此 BG 相与 MI 相有共同的特征，

即两者都是绝缘状态，没有长程相干性，超流因子为零。 

量子相变的刻画也一直是现代物理学家广泛研究的热点，近年来，许多物理

学家们尝试用高阶量子关联来刻画量子相变，比如，我们前面提到噪声关联，它

实质是涨落之间的关联，它可以刻画单粒子关联不能刻画的性质。本论文主要工

作即为尝试利用一阶及二阶量子关联来刻画 AAH 晶格中的一维超冷玻色原子气

体中的基态量子相及相应的量子相变的物理性质。我们计算了前文提到的玻色玻

璃相的噪声关联，分析了其量子关联的标度性质。 

1.5 论文结构安排 

基于以上的背景知识及基础理论概述，本论文后面的内容的结构安排如下：

在第二章中，我们基于一维 AAH 模型的一个实例，从一种非常具体的角度详细

介绍了光晶格中的一维硬核玻色原子系统严格的研究方法。这种严格的计算方法

是一种玻色费米映射，它基于 Holstein-Primakof 变换及 Jordan-Wigner 变换而来。

借助于玻色费米映射，我们可以利用 Slater 行列式的性质获得系统的严格基态。

进而，作为一个简单的实践与练习，我们介绍了利用以上方法计算的一维 AAH

模型中硬核玻色子的噪声关联，并以之刻画体系中的量子相变。在第三章中，我

们研究了一维非对角 AAH 光晶格中的硬核玻色子系统。基于第二章中的研究硬

核玻色系统的严格数值方法，我们得到了系统的严格的基态。借助于并行数值运

算，我们得到了体系在不同的参数区域的动量分布和噪声关联。对以上量子关联

进行细致的标度分析，我们可以看到在此参数区域内，体系具有两个性质区分明

显的基态相：超流相及玻色玻璃相。最后，在第四章中，我们对论文工作进行了

总结并在其基础上对未来研究工作及下一步可以具体着手的想法作了展望。 
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第二章 硬核玻色系统的严格求解方法 

硬核玻色气体自其概念提出起，在物理学界就一直是一个备受物理学家们关

注的重要研究课题，包括理论物理学家和实验物理学家，都对此有着浓厚的兴趣。

由第一章的介绍，我们知道在硬核玻色系统中，粒子与粒子之间具有强排斥相互

作用，对于这样的晶格系统在理论上通常很难直接求解。不过，鉴于一维硬核玻

色子体系的许多特性与费米子系统的性质非常类似，一种间接的方法是将硬核玻

色系统精确映射到无相互作用的费米子体系中，这样可以精确地计算出许多物理

性质。本章我们基于一维 AAH 模型的这一具体实例，详细介绍了光晶格中的一

维硬核玻色原子系统严格的研究方法即玻色费米映射，它是综合

Holstein-Primakof 变换及 Jordan-Wigner 变换得到的。借助于玻色费米映射，我

们可以利用 Slater 行列式的性质获得系统的严格基态。然后利用以上方法计算一

维 AAH 模型中硬核玻色子的噪声关联，并用来刻画体系中的量子相变。 

2.1 玻色费米映射 

在研究硬核玻色体系时，为了方便，通常需要借助于玻色费米映射将体系简

化为费米子体系，这样系统变为无相互作用体系，本质上成为一个单粒子问题。

此时，系统的很多性质如基态性质等都容易计算。对于晶格系统中的玻色子，玻

色-费米映射其实就是 Jordan-Wigner(JW)变换[51]和 Holstein-Primakoff(HP)[52]变

换的结合。 

事实上，玻色-费米映射是分两步进行的。第一步是通过 Holstein-Primakoff 

变换给出硬核玻色子和自旋系统之间的对应关系，Holstein-Primakoff 变换其实

是玻色算符和自旋算符之间的变换 

 

† † †

†

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ1 , 1

1ˆ ˆˆ
2

i i i i i i i i

z
i i i

b b b b b b

b b

 



    

 
 (2.1)               

当玻色子为硬核玻色子时，有 

 †ˆ ˆˆ ˆ,i i i ib b     (2.2)              

其中 ˆi
是自旋升降算符且 ˆ z

i 是 spin 1 2 系统 Pauli 矩阵的 z 分量。一个简单的

分析表明当且仅当硬核玻色子产生和湮灭算符按正规序（normal order）排列时，

 †ˆ ˆ
i ib b 可直接用  ˆ ˆi i   替换；也就是说，在映射之前，所有产生算符都必须放

置在湮灭算符的左侧。硬核玻色子和 spin 1 2 系统之间的这种差异的根源在于，

尽管受到多重占有态的抑制，但多重占有的虚态可能出现在玻色-哈伯德模型的
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无穷大的U 极限中，因此需要适当考虑这些状态才能正确计算玻色子的关联性。

如上所述，一般而言方程 †2 2ˆ ˆ
i ib b 不适用于玻色子系统（与U 的值无关）：

† † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0 0 1 1 2bbb b bb  ，如果用自旋算符直接替代了硬核玻色子算符将会导

致一个严格的零期望值。因此，为了避免这个问题，正确的方法是在做替换

   †ˆ ˆ ˆ ˆi i i ib b    之前，使用玻色对易关系使硬核玻色子算符按正常顺序排列。  

在第二步中，spin 1 2 系统的升降算符可以通过 Jordan-Wigner 变换映射到

无相互作用的费米子系统的产生、湮灭算符 

 

† †1 1ˆ ˆ ˆ ˆ†

1 1

†

ˆ ˆˆ ˆ,

1ˆ ˆˆ
2

i i
i f f i f f

i i i i

z
i i i

f e e f

f f

   

 

 



 
 

 

 

 

 
 (2.3)               

其中 †ˆ
if 和 ˆ

if 分别是无自旋费米子的产生和湮灭算符。(2.3)式的变换是最常用的

将硬核玻色子算符映射到费米子算符的变换，但最初 Jordan-Wigner 变换是一种

将自旋升降算符映射到费米子产生和湮灭算符的变换，它首先由 Pascual Jordan

和 Eugene Wigner 提出用于一维晶格模型，但现在二维晶格模型也已经有了类似

的变换。Jordan-Wigner 变换通常用于精确求解一维自旋链，例如 Ising 和 XY 模

型，方法是将自旋算符转换为费米子算符，然后在费米子基础上进行对角化。这

个变换实际上表明 spin 1 2 粒子和费米子之间是没有区别的，它可以应用于任意

维度的系统。  

下面我们先介绍一下如何将自旋 spin 1 2 粒子的 1D自旋链映射到费米子体

系。将自旋 spin 1 2 泡利算符用于一维链的格点 j ， ˆ j ， ˆ j   ， ˆ z
j 。其中 ˆ j ，

ˆ j   满足反对易关系 ˆ ˆ, 1j j    ，正如从费米子产生和湮灭算符所预期的那样。

然后将会试图设定 

   †ˆˆ ˆ ˆ 2x y
j j j ji f       (2.4) 

   ˆˆ ˆ ˆ 2x y
j j j ji f       (2.5)               

 †ˆ ˆˆ 2 1z
j j jf f    (2.6)               

我们可以得出在同一格点费米子的反对易为 †ˆ ˆ, 1j jf f  ，但是，在不同的格点费

米子的产生湮灭算符之间的关系为 †ˆ ˆ, 0j kf f    ，其中 j k ，可见，不同格点是

对易关系而不是反对易关系，因此上述变换即(2.4-2.6)式存在问题。由此我们可

知，在将自旋算符和费米子算符进行类比之前，必须要加以纠正。在此基础上，



第二章 硬核玻色系统的严格求解方法 

 15

Jordan和Wigner于 1928年重新进行了一次变换。这是Klein变换的一个特例， 采

用了费米子链来定义一组新的算符，它们与前面定义的式子相比只是多了一个相

因子
1 †
1

ˆ ˆj
kkk

i f f
e





  ， 

 
1

1ˆ
j

k kk
i

j ja e
   

  


   (2.7) 

  
1

1†ˆ
j

k kk
i

j ja e
   

  
   (2.8)  

  

† †

† †

ˆ ˆˆ ˆ

ˆ ˆˆ ˆ

j j j j j j

j j j j j j

a a f f

a a f f

 

 

 

 

 

 
 (2.9)               

其中， 

      † † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , 0, , 0i j ij i j i ja a a a a a    (2.10)           

由此可得出自旋算符和费米子算符之间的映射关系可变为 

 

1 †
1

1 †
1

ˆ ˆ
†

ˆ ˆ

ˆˆ

ˆˆ

j
kkk

j
kkk

i f f

j j

i f f

j j

e f

e f
























 (2.11)               

结合前面 HP 变换及上述 JW 变换，经过多次验证和修正，最终我们得到的硬核

玻色子和费米子之间的映射关系为 

 
† †

1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ† †

1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ,
j j

i f f i f f

j j j jb f e b e f   

 

 
 

 

    (2.12)               

2.2 一维玻色-哈伯德模型中硬核玻色子的噪声关联 

2.2.1 理论模型 

在 Bose-Hubbard 模型的硬核极限中，哈密顿量可以写成[53] 

  †
1

ˆ ˆˆ ˆ.HCB i i i i
i i

H t b b H c V n      (2.13)               

其中 t代表跃迁参数， iV 是一组格点势。在格点 i处硬核玻色子的产生和湮灭算

符分别可以表示为 †ˆ
ib 和 ˆ

ib ， †ˆ ˆˆi i in b b 表示格点 i 处的粒子数算符。玻色对易关系

†ˆ ˆ,i j ijb b     适用于所有格点，但同一格点产生和湮灭算符满足关系 †2 2ˆ ˆ 0i ib b  ，

由上节我们知道，这一关系排除了晶格位置的多重占有。对于上述硬核玻色子体

系，利用 2.1 节中得到的最终的玻色费米映射可以将硬核玻色子的哈密顿量映射

到精确可解的无相互作用的费米子的哈密顿量，如下式 

  †
1

ˆ ˆˆ ˆ. f
F i i i i

i i

H t f f H c V n      (2.14)                 

其中 †ˆ ˆˆ f
i i in f f 是格点 i处费米子的粒子数算符。该映射表明，硬核玻色子的所有
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热力学性质和实空间密度关联与无相互作用费米子系统相同。因为本论文我们是

要借助费米子体系进而研究系统的量子关联，所以在计算量子关联时，为了计算

单粒子关联，可以将单粒子密度矩阵写为 †ˆ ˆˆ ˆ ˆij i j i jb b     ，此外， 

  ˆ ˆ ˆ ˆ1 ij

i j ij j i

           (2.15)                 

因此，要计算单粒子密度矩阵 ˆ
ij ij  ，可转化为计算下列格林函数 

 

 

† †
11 ˆ ˆ ˆ ˆ†

1 1

†

ˆ ˆˆ ˆ

det

ji
i f f i f f

ij i j F i j F

i j

G e f f e

P P

   

 

 


 

 

   

    

 
 (2.16)                

其中 

 †

11

ˆ 0
N L

F l l
l

P f
 

    (2.17)           

(2.16)式是对应于费米子波函数的斯莱特行列式（ L 是格点数），并且

 
, 1L N

P


, ,i j  ，是使用斯莱特行列式的性质得到的，并写为 

 

for , 1, ,

for , 1, ,

for 1

l

l l

l

P l N

P P l N

N



 



 
 

 

 
  
  



  (2.18)               

一旦计算出 ij ，就可以用傅立叶变换确定动量分布函数 

  1 ika i j
k ij

ij

n e
L

   (2.19)                 

其中， a是晶格常数。 

此外，噪声关联可定义为[54] 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆkk k k k k k k k nKn n n n n        ，  (2.20)                 

其中 2K a 是倒格矢， n是非零整数。这里重点讨论如何计算第一项 ˆ ˆk kn n   

     † †
2

1 ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ika i j ik a l m
k k i j l m

ijlm

n n e b b b b
L

  
    (2.21)               

为此，扩展了计算两点关联的方法[55,56]以获得四点关联，从而获得噪声关联。根

据硬核玻色算符和自旋算符之间的映射，可得到自旋算符中四点关联函数的以下

表达式 
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 

† † † † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 1 jl

i j l m jl i m i l j m

jl i m i j l m

b b b b b b b b b b





           

 

  
 (2.22)               

(2.22)式中的 ˆ ˆ ˆ ˆi j l m       可化简为下式 

 

 
   
 

   
   

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ1

ˆ ˆ ˆ ˆ1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ1

1 1

1 1

ij

lm ij lm

ij lm im

ij lm

ij lm ij lm im

i j l m

ij lm lm j i

ij m l lm j l

j m i l

ij lm lm ji ij ml

lm jl jmil

G G

G G



  

  

 

    

   

    

     

   

   



   

 

   

     

  

  

   

 

     

   

 (2.23)               

其中 ˆ ˆ ˆ ˆijkl i j k lG        。与上文中计算两点格林函数的方法类似，可得到四点格

林函数为 

 

††

† †

11 ˆ ˆˆ ˆ

1 1

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ† †

1 1

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ji
i f fi f f

ijkl F i j

k l
i f f i f f

k l F

G e f e f

f e f e

 

  



 

 

 



 

 
 

 

 

 

 

 
 (2.24)               

使用 Slater 行列式的性质，(2.24)可计算为 

  †
det ij kl

ijklG P P    
 (2.25)               

2.2.2 均匀链中的噪声关联 

下面我们将以均匀链中的硬核玻色子为例，具体介绍利用上述方法计算得到

的噪声关联，并详细分析了其性质，对于本小节中考虑的所有硬核系统，都是周

期性边界条件。 

在图 2.1 中，展示了强相互作用超流体系统的典型噪声关联模式图，其中格

点数为 200，体系处于半填充状态。该模式图中有三个明显的特征。首先，在

0k k  时出现一个非常大的峰值，这反映了系统中的准凝聚。其次，由于玻色

子系统中通常存在聚束现象，因此可以找到 k k  的极大值线。最后，沿着 ,0k 和

0,k线出现了下降，这一现象与系统中的量子耗散有关。 
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图 2.1 在 200 个格点上具有 100 个硬核玻色子的均匀系统中， 

噪声关联作为 k 和 k 的函数。[53] 

图 2.2 是噪声关联 0k 作为密度 N L  的函数，描述了沿 ,0k 线的噪声关联

的演化。在图 2.2 中可以更清楚地看到 0k  ， K 峰值周围噪声关联 0k 的下降。

可以看到，在 0.5  时， 00 的最大值出现，这表明了粒子-空穴对称性的破坏。 

 

图 2.2 在 200L  的系统中， 0k   的噪声关联随着 k 和  的改变。[53] 

此外，在这样的硬核玻色体系中还可以对不同密度范围的 00 做标度分析，

并可通过此噪声关联 00 的标度性质来刻画系统的量子相变。这在下一节及第三

章我们的研究工作中会详细分析，所以在此不作具体描述。                                    

2.3 噪声关联的标度 

在此，我们以非公度超晶格中的一维硬核玻色系统为例，对硬核玻色系统精

确求解后，可计算出系统的噪声关联，进而对噪声关联进行标度分析的结果，以

此来研究准周期无序中硬核玻色子（HCBs）的量子相变。 

在单带近似下，非公度超晶格中的一维硬核玻色子的哈密量为[57] 

  †
1

ˆ ˆˆ ˆ. b
HCB j j j j

j i

H t b b H c V n      (2.26)                 

其中设定 1t  ， jV 是格点 j 处的外势，由次晶格产生，主晶格是紧束缚近似中唯
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一描述的晶格。另一方面， jV 的形式如下, 

  2 cos 2jV j     (2.27)                

其中参数与用于产生次晶格的激光强度成比例， 是两个晶格的波矢之间的比

率， 是一般的相位因子。这里，选择 为零且在整个工作中都考虑的是周期边

界条件。准周期晶格的特征在于无理数 ，这是由两个叠加晶格的非公度周期性

引起的。在本节中，设定 为黄金比率的倒数，  5 1 2 0.61803    。同

样利用玻色-费米映射换将硬核玻色系统映射到无相互作用的费米子体系，然后

可以进行数值求解并计算关联函数。 

研究中关注可观测量噪声关联 kk  （定义见式(2.20)）。对不同区域中的噪声

关联进行有限系统尺寸大小的标度研究见图 2.3 所示。如图 2.3 计算了对于三个

不同的值的噪声关联 0k ，分别代表超流体相，临界点，以及局域相。 

 

图 2.3 在三个不同值下，硬核玻色子的噪声关联 0k 。 

其中， 233, 166L N  ，并且 166 233  。 

插图表示了噪声关联中的一组子晶格峰。
[57] 

在这里研究的各种量子相中，噪声关联峰的高度在显著变化。例如，在超流

体相中峰值是负的，此外，亚晶格峰消失在单位填充时的莫特绝缘相。 

此外，还可以计算噪声关联峰 00 的标度，它是系统尺寸 L的函数，且图 2.4

中画出了各种值的情况。填充因子固定在 0.5  ，因此超流体与 1  的情况

相关，且扩展相、相变点和局域相中的标度行为有明显的区别。从图 2.4 中可以

看到， 00 在超流相和临界状态下都表现出幂律标度，而在玻色玻璃相，它们基

本上随系统尺寸 L的变化保持不变。对于 1  ，体系是一种 1K  的 Luttinger 液

体[58]。对于 1  ，图 2.4 显示， 00 不随系统尺寸改变而变化，这表明在玻色玻

璃相中的关联是指数衰减的，因此不具备 Luttinger 液体行为。 

在临界点时， 00 的幂律标度，其指数大约是 Luttinger 液体状态指数的一半。
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在图 2.4 中，相变点的拟合指数在 1 2  时为 0.48 0.03 ，在 1 3  时为

0.45 0.02 。可看到，随着系统尺寸的增加，这些数据在临界点及以上会出现明

显的波动，这些是有限尺寸效应引起的，其主要来源可能是填充因子以及 在不

同尺寸的晶格尺寸之间的轻微波动。 

 

图 2.4 在各种不同值下半填充系统 00 中心峰的标度。 

黑色虚线是幂律拟合。
[57] 

为了更好地理解强相互作用系统中无序诱导的相变及其特征，还可以研究临

界点附近的噪声关联的行为，可分析峰值强度及其导数随着的变化。可知在临

界值处噪声关联下降的速度剧增且其导数最大值出现在临界值处，从而可得知在

临界值处发生了量子相变，这将在我们的研究工作第三章中详细描述。 

2.4 小结 

本章主要介绍了硬核玻色系统的严格求解方法及其应用。首先介绍了玻色-

费米变换的发展及推导。其次，以具体的一维光晶格中硬核玻色体系为例，说明

利用此精确求解方法，在计算得到严格基态之后，可进而计算其噪声关联等量子

关联性质，分析在各种量子相中，噪声关联峰的高度在显著变化。而对噪声关联

进行标度分析后发现扩展相、相变点和局域相中的标度行为有明显的区别，以此

也可判断出系统处于不同的量子相。同时还可以通过研究噪声关联的峰值强度及

其导数随无序强度的变化趋势，可发现系统在临界值处的明显特征，这可作为判

断量子相变的依据。下一章我们将用本章介绍的严格的求解方法研究非对角非公

度 AAH 光晶格中硬核玻色子的量子关联，并详细研究其物理特性。 
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第三章 非对角 AAH 晶格中硬核玻色子的量子关联 

在本章中，我们考虑一维非对角 AAH 模型中的硬核玻色系统，其中系统的

跃迁由一个模拟无序的外加非公度跃迁相调制。理论上可以在无序强度的有限临

界值处观察到无序诱导的从超流到玻色玻璃相的量子相变。利用第二章中介绍的

基于玻色-费米映射和 Slater 行列式性质的精确数值方法，我们详细计算了体系

在不同参数区域的动量分布和噪声关联，此外，对以上量子关联进行细致的标度

分析，我们可以看到在此参数区域内，对于超流相、临界点和玻色玻璃相，显示

出清晰而明显的标度行为。最后，我们通过监测随着非对角准周期无序的调制动

量分布和噪声关联的行为，重新审视了非对角准周期性无序的量子相变。在临界

点附近动量分布和噪声关联中心强度的一阶导数都显示了明显的极大值。这提供

了一个强大的实验信号，可用来在实验上探测无序诱导的量子相变。 

3.1 模型和方法 

在单带近似下，一维非对角非公度光晶格中的硬核玻色子由如下紧束缚哈密

顿量[59]描述 

  †
1

1 1

ˆ ˆ ˆ. .
L L

i i i i i
i i

H J b b H c n
 

     (3.1)               

其中 

  cos 2i odJ t i      (3.2)               

iJ 的第二项是非公度跃迁调制， 是一个无理数，在本章中我们选择 为

 5 1 2 。这里 t是相邻格点之间的主要跃迁能量，并且设置为能量单位( 1t  )。 

od 描述了非对角线余弦调制的强度。  †ˆ ˆ
i ib b 是玻色子在格点 i处的产生(湮灭)算

符，满足玻色对易关系 †ˆ ˆ,i j ijb b     和同一格点的硬核约束 †2 2ˆ ˆ 0i ib b  。 †ˆ ˆˆi i in b b  

表示格点 i处的粒子数，且 i 为格点 i处的化学势。L表示晶格尺寸， ˆ
i i

N n 为 

总粒子数。在本章中，我们研究了具有固定非整数填充因子 0.2N L   的不同

大小的系统。最后，我们考虑了 HCBs 的周期性边界条件，并且在整个工作中将

所有 i 都设置为零。 

在硬核极限下，根据第二章中我们介绍的硬核玻色系统的求解方法，即遵循

由两个步骤组成的玻色-费米映射过程，(3.1)式可映射到精确可解的无相互作用

的费米子哈密顿量 
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  †
1

1 1

ˆ ˆ ˆ. .
L L

i i i i i
i i

H J f f H c n
 

     (3.3)           

其中  †ˆ ˆ
i if f 是格点 i处无自旋费米子的产生(湮灭)算符。并且无自旋费米子哈密

顿方程(3.3)的基态波函数 F 与第二章中的(2.17)式形式相同即 

 †

11

ˆ 0
N L

F ij i
ij

P f


    (3.4)                

我们的工作致力于分析两个观测量，动量分布函数 kn 和噪声关联 kk ，它们

的定义见第二章(2.19)和(2.20)式。动量分布和噪声关联中的两点关联 †ˆ ˆ
i jb b 和四

点关联 † †ˆ ˆ ˆ ˆ
i j l mb b b b 同样可转化为计算两个半自旋格林函数 ijG 和 ijklG ，在这里我们

详细介绍了计算过程，首先计算
†

1
ˆ ˆ†

1

ˆ
j

i f f
j Ff e  








 ，则有 

 

 

   

†

†

†

†

1
ˆ ˆ†

1

1
ˆ ˆ† †

11 1

1
ˆ ˆ† † † †

2 2 1 1
1 1

1
ˆ ˆ† † † † † † †

1 21 2 11 1 2 2 1 1
1

†

ˆ

ˆ ˆ 0

ˆ ˆ ˆ ˆ 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 0

ˆ

j
i f f

j F

j N L
i f f

j ij i
ij

j N
i f f

j Lj L j j
j

j
i f f

j L L LN L N N

j

f e

f e P f

f e P f P f P f

f e P f P f P f P f P f P f

f P

 

 

 

 

























 




 










   

      





 

 





  

 
 

† † † †
1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ† † † †
1 1 21 2 11 1

1 1 1 1

† † †
2 2 1 1

† † † † †
1 1 21 2 11 1

†

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ

j j j j
i f f i f f i f f i f f

L L j j

LN L N N

j L L j j

LN L

f e P f e P f e P f e

P f P f P f

f P f P f P f P f

P f e

          

   

   
   

   

  
      

  
 

    

    



    

 

  

 
 

† † † †
1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ† † †
2 2 1 1

1 1 1 1

† † † † †
1 1 21 2 11 1

† † † †
2 2 1 1

ˆ ˆ ˆ 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ 0

j j j j
i f f i f f i f f i f f

jN j N N

j L L j j

LN L jN j N N

P f e P f e P f e

f P f P f P f P f

P f P f P f P f

          

   

   
   

   

 
 
  
      
   
     
      

    

  

 

 
   

† † † †
, 1 , 1 1, 1 1 1, 1 1

† † † † † † † †
2 2 1 1 1 1 21 2 11 1

1
†

11

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 0

ˆ 0

L N L j N j j N j N

LN L jN j N N L L j j

N L
j

ij i
ij

P f P f P f P f

P f P f P f P f P f P f P f P f

P f

     










     
              

 

 

    

 (3.5)                 

新的矩阵    1

j

L N
P

 
的第 1N  列中， , 1 1j NP   ，其余的元素都为零。 
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同理可求得
†1 ˆ ˆ

1

ˆ
i

i f f

F ie f







  的形式，如下式 

  †1 1ˆ ˆ

11 1

ˆ ˆ0
i N L

i f f i
F i j i i

ij

e f P f



  

  
  

     
(3.6)

              

根据式（3.5）和（3.6）可计算出 ijG 为
 

 

 

        

 

† †

1

1 1

11 ˆ ˆ ˆ ˆ†

1 1

1 1
†

1 11 1

1 1
† † †

1 1 2 2 2 2 1 1
1 1

1,

ˆ ˆˆ

ˆ ˆ0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0 0

N

ji
i f f i f f

ij i j F i j F

N NL L
i j
j i i ij i

i ij j

N N
i i i j j j
j j L j L Lj L j j

j j

i
i

i i

G e f f e

P f P f

f P f P f P P f P f P f

P

   

 

 




 

 

 

  
   

   
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(3.7)

          
    

上式的推导中用到了下列公式 

 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

†
, ,

ˆ ˆ ˆ ˆ0 0 N

N N N Ni i i i i i i if f f f    

         
 

(3.8)
             

式中当 1 1N   是 Levi-Civita 符号[60]，还可以写为下标形式
1 1N 

 ，且行列式的

定义形式可以写为 

 
1 2 1 2

1 2

1 2det
m m

m

mD a a a     
  

  



 

(3.9)
              

式中
1 1N 

 的值的计算可以写为 

 
1 1

1 2 3

2 3 1

1 2 1 3 2 3

1,

1,

0,
N

or or
 

  
   

     



 
   

  
(3.10) 

              
利用同样的方法可得到四点关联函数为 
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式中当 1r u  时 uv v
rs rsP P  ，当 r u 时 uv v

rs rsP P ，其中 1s N  ，且 , 2
uv

r N ruP   。

在上面的表达式中   , , ,u v i j k l 。随着 HCBs 系统尺寸的增大，半自旋费米子格

林函数的计算变得相当耗费时间。例如，每个涉及  †ijP 与 klP 的矩阵乘法和矩阵

结果的行列式计算，其计算量分别正比于  2
2N L 和  3

2N  。 

式(3.1)中的非对角 AAH 模型的显著特征是无理数 ，介于周期性和完全随

机性之间，并表现出从超流相到玻色玻璃相的量子相变。为了进一步了解基态量

子相的性质，我们利用精确的数值方法，通过计算两个可观测量动量分布和噪声

关联，来研究它们的关联性质。 

3.2 量子关联 

3.2.1 动量分布 

首先，我们计算了所有局域单粒子关联 †ˆ ˆ
i jb b 并研究了 HCBs 系统的两个基

态量子相的动量分布 kn 。动量分布定义为单粒子关联傅里叶变换的对角部分。典

型的动量分布图如图 3.1 所示。 

 

图 3.1 400L  且填充因子 0.2  时，在四个不同的od 值下非对角非公度晶格中 

HCBs 基态的典型动量分布图。(a) 0od  ，(b) 0.7od  ，(c) 1od  ,(c) 1.3od  。 

对于四个不同的 od 值，计算格点数为 400L  和固定填充因子 0.2  的动量

分布， od 的不同值分别表示没有无序的超流相、无序超流相、临界点和玻色玻

璃相。正如预期的那样，图 3.1（a）和（b）中零动量点有清晰尖锐的峰，这反
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映了 HCBs 系统在该参数区域中的强量子相干性，并表明该系统处于有扩展态的

超流相。并且可看出随着非对角非公度调制强度 od 的增大， kn 的中心峰值受到

了轻微的抑制。然而，对于图 3.1（c）中的临界点 1od  ， 0k  时的动量分布 kn

的中心峰值受到明显抑制。而且分布范围大大变宽，高动量态占据明显。此时的

动量分布曲线仍然相当平滑和规则。此外，当调制强度增加到超过临界点时，如

图 3.1（d）所示的 1.3od  时，动量分布曲线变得非常平坦，并出现了几个小的

峰值。需要提到的是，在 0k  点时图出现了一个明显的谷而不是像先前一样的

峰。 

3.2.2 噪声关联 

然后，我们同样利用精确数值方法计算所有四点局域关联
† †ˆ ˆ ˆ ˆ
i j l mb b b b ，以获

得的非对角非公度晶格中 HCBs 相应的噪声关联 kk  。我们详细研究了不同晶格

尺寸的系统。典型的噪声关联图如图 3.2 中所示，为了获得关键精细结构的最佳

清晰度，这里我们以格点数为 50L  的系统为例。 

 

 

图 3.2 非对角非公度晶格中的 HCBs 在三种不同调制强度值下的噪声关联图。相应的晶

格大小为 50L  ，填充因子固定为 0.2  。(a) 0.1od  .(b) 1od  .(c) 1.3od  。 

在图 3.2（a）中，非对角调制强度 0.1od  ，特征峰出现在倒晶格位置处，

反映了主晶格的周期性。沿着 k k  ，噪声关联 kk  保持为正，这表明由于 HCBs

的玻色子量子统计产生了聚束效应，见图 3.3（a）。并且如图 3.2（b）所示，沿

着线 ,0k 和0,k在 00 附近发现有下降，反映了 HCBs 系统的量子耗散。在低于

临界点 1od  时，随着非对角调制强度的增加，除了峰值略微降低之外， kk  的

特征结构在性质上保持一致。然而，在图 3.2（b）中的临界点 1od  处， 00 处

的峰值在很大程度上受到抑制，而且沿 k k  线，峰基处明显变宽，见图 3.3（c）。

在图 3.2（c）中， 1.3od  ，噪声关联中的峰被强烈抑制，并且在整个  ,k k 平

面中出现了许多小峰。图 3.2（c）与图 3.2（a）中的特征结构在性质上不同，这

表明系统处于不同的量子相。如图 3.3（e）所示，沿着对角线，噪声关联 kk 的
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曲线与 0.1od  时相比有显著差异。峰值出现在高动量点处，而相对下降发生在

00 。此外，如图 3.3（f）所示，沿线 ,0k 和0,k，除了原始峰外，还出现了几个

小峰，这反映了非对角调制的结构。 

 

图 3.3 对于不同的 k 值，k k （左列）和 0k  （右列）的噪声关联 kk  和 0k 。上、中、

下三行分别对应 0.1od  ， 1od  和 1.3od  。 

3.2.3 动量分布和噪声关联的标度 

接着，我们研究了非对角非公度晶格中 HCBs 的量子关联的有限尺寸标度，

主要是动量分布 kn 和噪声相关 kk  的标度。对于不同的 od 值， 0kn  和 00 作为系

统尺寸 L的函数如图 3.4 所示。而且虚线是对相应离散数据的幂律拟合，其拟合

函数的形式为aL 。很明显，随着非对角调制强度的增加，出现了具有不同标度

特性的三种不同的区域。对于区域 1od  ， 0kn  和 00 都随着晶格尺寸 L的增加而

增大。根据定义， 0kn  和 00 实际上分别是所有两点和四点局域关联的总和。 0kn 

和 00 随 L的增大意味着系统中的量子关联随系统尺寸的增加而增大。这就意味

着在这个区域内系统具有准长程序。在临界点 1od  时， 0kn  和 00 也都随着晶

格尺寸的增大而增大，但是速度要慢得多。对于第三种情况，随着系统尺寸的增

大， 0kn  和 00 基本上保持不变。这意味着该区域中系统缺乏准长程序。 

     在图 3.4（a）中，对于 0kn  ，其中 0.1,0.5,0.8od  和0.9 时，幂律拟合指数

分别为 0.5414,0.5265,0.5036  和 0.4895 。这与众所周知的超流体量子相中

HCBs 的 0 ~kn L 标度行为相符。注意，这里填充因子固定为 0.2  ，因此对于

1od  ，HCBs 系统处于超流体相。在图 3.4（b）中，对于扩展区域 1od  的 00 ，

其拟合指数分别约为1.085,1.059,1.005和0.9467 。这些结果与超流相的线性标度

行为 00 ~ L 一致。另一方面，对于 1od  ， 0kn  和 00 都不与晶格尺寸成比例，
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这是量子关联指数衰减的结果，表明系统处于玻色玻璃相。 

 

图 3.4 对于不同的 od 值，具有固定填充因子 0.2  的非对角非公度晶格中 HCBs 的动量

分布和噪声关联的有限尺寸标度。(a) 0kn  vs. L .(b) 00 vs. L .黑色虚线是离散数据的幂律拟

合。显然，超流相、临界点和安德森绝缘相的指数是不同的。 

3.3 量子相变 

在这一部分中，我们将重新讨论由非对角无序引起的从超流体到玻色玻璃相

的量子相变。临界点为 1od  ，这也可以通过 3.2 小节中的非对角非公度晶格中

HCBs 的有限尺寸标度性质推断出来。为了更好地理解这种量子相变，我们进一

步详细研究了在临界点 1od  附近动量分布和噪声关联的行为。我们研究这些量

子关联的中心强度及其导数随着非对角非公度强度调制的变化特点。 

在图 3.5（a）中，对于 150, 30L N  的系统，绘制了 0kn  作为为非对角调

制强度 od 的函数图像。结果表明，随着非对角无序强度的增加， 0kn  将缓慢下

降，但是在临界点 1od  附近，下降速度显著增大。从 0kn  的一阶导数可以更清

楚地看出这一点，其在临界点 1od  附近出现尖峰。这是无序诱导的量子相变的

一个明显信号。 

 

图 3.5  150, 30L N  的系统中，(a)动量分布(b)噪声关联及它们的导数作为非对角调制

强度 od 的函数图。在 0kn  和 00 的一阶导数中，尖峰标志着量子相变的开始。 
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有趣的是，在噪声关联 00 中也可以看到量子相变的清晰信号。在图 3.5（b）

中，还描绘了 150, 30L N  的系统中作为 od 的函数 00 的图像，与 0kn  类似，

在 1od  附近，显示出一个明显的结点。并且在临界点附近， 00 的一阶导数也

有一个尖峰。 

 

图 3.6  HCBs 系统中， 00 和 0kn  关于 od 的一阶导的最大值，其作为系统尺寸 L的函数图

像。显然，随着系统尺寸 L的增加， 00 odd d 和 0k oddn d 最大值的发散是可预测的。 

对于具有不同晶格尺寸 L的系统， 0kn  和 00 的一阶导数的最大值都可以在

临界点 1od  附近找到。和 0kn  00 的一阶导数峰值的有限大小标度如图 3.6 所

示。我们可以清楚地看到， 0kn  和 00 的一阶导数的最大值将随着系统大小的增

加而发散，即一阶导的最大值随着系统尺寸的增大而增大。因此我们可以预测它

们将提供非常明显的实验信号，有助于定位量子相变。 

因此，如图 3.5 和图 3.6 所示， 0kn  和 00 都可以通过它们关于准周期无序强

度的一阶导数来表征无序诱导的量子相变。由于动量分布 kn 和噪声关联 kk  都是

借助飞行时间成像技术[61]得到的实验可观测量，因此图 3.5 和图 3.6 中所示的结

果表明无序引起的量子相变可以通过实验检测。HCBs 系统可以在超冷原子实验

中制备，例如，使用超冷 87Rb原子。并且如图 3.6 所示，尖峰的高度随着晶格尺

寸的增大而发散。因此，这些理论预测的峰值应该在噪声背景中存在，并且在未

来的超冷原子实验中可见。 

3.4 小结 

综上所述，本章我们研究了非对角非公度光晶格中 HCBs 的量子相关特性。

利用精确的数值方法，计算了多体 HCBS 系统中的所有两点和四点局域量子关

联函数。基于这些局域关联函数，然后获得包括动量分布和噪声关联的实验可观

测量的非局域量子关联。有趣的是，虽然超流体相中 HCBs 系统出现了预期的量

子关联性质，但在玻色玻璃相中的 HCBs 系统的动量分布和噪声关联的中心都出
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现了相对下降而不是峰。 

对不同晶格尺寸 L和不同非对角调制强度 od 的各种 HCBs 系统做了类似的

计算，以证明 HCBS 在不同基态量子相中的标度特性。对于两个不同的量子相，

有限尺寸标度行为显示出明显的差异。对于超流相，量子关联的中心强度随着系

统尺寸的增大而增大。而对于玻色玻璃相，量子关联的中心强度随着 L的变化基

本上保持不变。 

最后，我们重新讨论了由非对角无序引起的超流体相到玻色玻璃相的量子相

变。随着准周期无序强度 od 的调制，我们重点研究了动量分布和噪声关联的中

心强度的行为。对于动量分布和噪声关联，在临界点 1od  附近显示出明显的节

点。此外， 0kn  和 00 的一阶导数在临界点附近出现清晰的峰，表明无序诱导的

相变发生。因此，这提供了一种检测量子相变的实验方法。 
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第四章 总结与展望 

4.1 总结 

基于我们的工作，本文首先介绍了一些背景和基本理论，简单介绍了光晶格、

硬核玻色气体、AAH 模型及量子相变等。接着，主要介绍了在一维光晶格中硬

核玻色气体的求解方法，并利用此方法重复计算了晶格模型中的动量分布和噪声

关联，研究硬核玻色气体的量子关联及量子相变。 

在有了基本理论和基本方法的基础上，进而展开我们的工作。在第三章我们

重点研究了非对角非公度 AAH 晶格中硬核玻色气体的量子关联，采用前面所介

绍的精确的数值方法，主要计算了两个可观测量动量分布和噪声关联，我们发现

随着无序强度的增大，动量分布的峰值会降低，而当无序强度 1od  时，峰值受

到明显的抑制，当无序强度 1od  时，HCBs 系统的动量分布和噪声关联的中心

都出现了相对下降而不是峰，这表明系统处于不同的量子相。接着对 HCBs 系统

的动量分布和噪声关联做了相对于晶格尺寸 L的标度，我们发现随着无序强度的

增大，动量分布和噪声关联都有三种不同的标度行为。对于两个不同的量子相，

有限尺寸标度行为显示出明显的差异。对于超流相，量子关联的中心强度随着系

统尺寸的增大而增大。而对于玻色玻璃相，量子关联的中心强度随着 L的变化基

本上保持不变。对于临界值，动量分布和噪声关联也都随着晶格尺寸的增大而增

大，但是速度要慢得多。此外，我们又计算了动量分布和噪声关联的中心强度及

其导数随着非对角非公度强度的变化，我们发现随着非对角无序强度的增加，动

量分布和噪声关联都将缓慢下降，并且在临界点 1od  附近，下降速度显著增大。

它们的一阶导在临界点 1od  附近出现尖峰。这是无序诱导的量子相变的一个明

显信号，这为实验检测量子相变提供了一种新的方法。 

4.2 展望 

在本文中我们研究的是硬核玻色子在非对角非公度晶格中的量子关联，考虑

其他粒子如费米子会有什么样的现象呢？动量分布和噪声关联会有不同的行为

吗？ 

而且在本论文中我们只研究了系统的基态量子相变，如果考虑含时关联函

数，可以研究系统随时间演化的动力学性质。 
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