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摘要 

IX 

中 文 摘 要 

磁涡旋态由于其简单的拓扑结构以及丰富的动力学性质，在未来信息存储和通

讯领域具有非常大的潜力。由于偶极相互作用强烈依赖外势的几何形状，能够将自

旋自由度和轨道自由度耦合起来，其作用等效于一个有效磁场，使得原子自发地形

成自旋涡旋态，类似于纳米磁性材料中的磁涡旋态。我们通过数值求解平均场近似

下自旋 1偶极旋量 BEC的 GP方程，研究系统在双势阱中的基态和磁性响应性质，

得到两种不同的基态自旋涡旋对结构，并且通过实时演化研究其碰撞动力学和磁场

淬火动力学，为实验提供依据。 

首先，我们研究自旋 1偶极旋量 BEC束缚在对称双势阱中的基态和磁性响应性

质。我们主要研究自旋涡旋态，所以假设势阱在 z 方向被高度压缩。研究发现，由

于双势阱的出现，产生了两种不同的自旋涡旋结构，即平行耦合涡旋对和反平行耦

合涡旋对。我们还研究了耦合自旋涡旋对在横向静磁场下的磁响应，发现上下两层

涡旋中心随磁场强度的增加而依次消失。 

其次，我们数值模拟了平均场理论下自旋 1偶极旋量 BEC系统中耦合自旋涡旋

对的碰撞动力学和磁场淬火动力学。当系统制备到双势阱的基态后，突然撤掉双势

阱，上下两层的涡旋开始碰撞，而且每次碰撞后两个涡旋的手征发生交换，其密度

特征表明耦合平行涡旋对的碰撞是同相碰撞而耦合反平行涡旋对的碰撞是反相碰撞。

当突然撤掉磁场后，单层凝聚体的涡旋中心开始做螺旋运动，它在 x-y平面上的轨迹

为椭圆，在 y 方向的投影为以固有频率和阻尼率衰减的阻尼振荡。自旋涡旋对的振

荡模式可以通过初始磁场的强度以及高斯势垒的高度来调节，如平行涡旋对中两层

涡旋的螺旋运动不同步，而反平行涡旋对中涡旋的运动轨迹为双螺旋结构，两层涡

旋中心朝着相反的方向运动，但是振荡幅度相同。  

 

关键词：偶极旋量玻色-爱因斯坦凝聚体；双势阱； 平行（反平行）自旋涡旋对；

淬火动力学
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ABSTRACT 

As the simple topological nature and rich dynamic properties, magnetic vortices state 

become a potential applications in information storage and communications in the future. 

Because the dipolar interaction depending strongly on the geometric shape of the external 

potential trap can couple the spin and orbital degrees of freedom, it is equivalent to an 

effective magnetic field making the atoms form a spin vortex state spontaneously which is 

very analogous to the magnetic vortex state found in magnetic thin films. 

       Firstly, we investigate the ground-state and magnetic properties of a dipolar spin-1 

Bose-Einstein condensate trapped in a symmetric double-well potential. In particular, we 

focus on the spin-vortex states by assuming that each potential well is highly pancake 

shaped. We show that the presence of the double-well potential gives rise to two different 

spin configurations for the spin-vortex pair states. We also study the response of the 

coupled spin-vortex pair to static transverse magnetic fields. 

Secondly, the coalitional and magnetic field quench dynamics of a coupled 

spin-vortex pair in dipolar spinor Bose-Einstein condensates in a double well potential are 

numerically investigated in the mean field theory. Upon a sudden release of the potential 

barrier the two layers of condensates collide with each other in the trap center with the 

chirality of the vortex pair exchanged after each collision, showing the typical signature of 

in-phase collision for the parallel spin vortex phase, and out-of-phase collision for the 

antiparallel phase. When quenching the transverse magnetic field, the vortex center in the 

single-layered condensate starts to make a helical motion with oval-shaped trajectories and 

the displacement of the center position is found to exhibit a damped simple harmonic 

oscillation with an intrinsic frequency and damping rate. The oscillation mode of the spin 

vortex pair may be tuned by the initial magnetic field and the height of the Gaussian 

barrier, e.g. the gyrotropic motions for parallel spin vortex pair are out of sync with each 

other in the two layers, while those for the antiparallel pair exhibit a double-helix-structure 

with the vortex centers moving opposite to each other with the same amplitude.  

Key words：Dipolar spinor BEC; Double well; Parallel (antiparallel) spin vortex pair; 

Quenching dynamics. 
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第一章  绪论 

1.1 旋量玻色爱因斯坦凝聚体简介 

当理想的玻色气体的温度降到临界温度时，宏观数量的粒子就会占据系统的基

态，这样就形成了玻色爱因斯坦凝聚体，简称 BEC[1-3]。超冷原子、分子体系，由

于具有独特的量子波动性、宏观量子相干性以及人工可调控性，已经成为当前量子

调控的一个重要国际前沿方向。它既与光晶格以及原子关联效应带来的凝聚态物理

现象有关，还可以与量子涨落、拓扑量子态、量子磁性、量子涡旋以及超冷异核分

子的新奇量子相等联系起来。毫无疑义，它为量子调控提供了一个理想的研究平台，

打开了认识新事物的全新视野。 

自从实验上利用光学囚禁的方法捕获了碱金属的玻色-爱因斯坦凝聚体[4]，旋量

凝聚体成为当今冷原子物理研究最活跃的领域之一。所谓旋量玻色爱因斯坦凝聚体，

是指凝聚体原子被磁势阱“冻结”的自旋自由度在光势阱系统中被释放出来，是相

对于由磁阱束缚的标量凝聚体而言的。原子之间的碰撞相互作用可以产生一个有效

的自旋交换相互作用，相当于磁性理论里中的交换能。旋量凝聚体最早的理论工作

是 1998 年由 Ho, Ohmi 和 Machida 等人建立的[5]，他们采用平均场近似的方法研

究了超精细自旋 F=1 的旋量凝聚体的基态，后来在实验上可以观察到自旋磁畴的形

成，自旋混合动力学以及系统在塞曼场下的自旋布居数振荡行为,从而打开了旋量凝

聚体研究的大门[11-15]。 

国际上从事冷原子研究的小组很多，其中关注旋量凝聚体的主要包括 Berkeley

的 Stamper-Kurn小组，康奈尔大学的 Vengalattore小组，东京大学的 Ueda小组，汉

堡大学的 Sengstock小组，NIST的 Lett小组，佐治亚理工大学的 Chapman小组，德

国的 Pfau小组等。国内也有若干实验小组实现了超冷原子的 BEC而进入这一研究领

域的国际前沿。近几年来由光诱导的原子间自旋轨道耦合也成为旋量 BEC方面的理

论和实验关注热点[16-18]，在一维情况下的有效自旋链模型的理论和实验研究也成

为近期研究的热门课题[19-22]。 

1.1.1 单粒子哈密顿量 

    对于由 N个超精细自旋 1F = 原子形成的玻色爱因斯坦凝聚体，将它囚禁在一个

轴对称的谐振子势阱中， 
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 2 2 2 2 2 21( ) ( ),
2 zU M x y zω ω ω⊥ ⊥= + +r  (1.1.1) 

其中ω⊥和 zω 分别为水平方向和垂直方向的谐振子频率， /zλ ω ω⊥= 称作压缩比，M

是原子的质量，我们选择对称轴 z为量子化轴，在均匀磁场 B 下，单粒子系统的二

次量子化哈密顿量可以写成 

 †
0ˆ ˆr ( ) ( ) .s zH d h Hα αβ βψ δ ψ= +∫ r r  (1.1.2) 

这里 ˆ (r)αψ 是自旋分量 1,0, 1α = − 的场算符， ( )2 2
0 / 2 ( )h M U= − ∇ + rh ， zH 是系统的

塞曼能，可以表示为 

 †ˆ ˆr ( ) ( ),z F BH d gα αβ βψ µ ψ = − ⋅ ∫ r B F r  (1.1.3) 

其中 Fg  Landé g因子， / 2B ee mµ = h 是玻尔磁子（ em 是电子质量），F是自旋 1F = 的

自旋角动量矩阵，其分量分别为： 

 

0 1 0 0 1 0 1 0 0
1 1 0 1 , 1 0 1 , 0 0 0 .
2 2

0 1 0 0 1 0 0 0 1
x y z

iF F F
−     

     = = − =     
     −     

(1.1.4) 

如果磁场沿着量子化轴的方向， ˆzB z=B ，则它诱导的每个原子的塞曼能移表示为 

 0

0 0
( ) 0 0 .

0 0
z z

E
E B E

E

+

−

 
 =  
 
 

 (1.1.5) 

事实上，超精细自旋态的塞曼能移并不是严格线性的,还应该考虑二阶塞曼效应。对

碱金属而言 

 [ ]2†ˆ ˆr ( ) ( ),z z zH d pF qFα βψ ψ= − +∫ r r  (1.1.6)  

其中 F B zp g Bµ= 和 ( )2 /F B z HFSq g B Eµ= 分别表示线性塞曼能和二阶塞曼能， HFSE 为超

精细能级劈裂。虽然二阶塞曼效应破坏了旋转对称性，但是它依然保持 SO(2)对称性，

对研究旋量 BEC的基态相图和自旋混合动力学具有重要意义。图 1.1描写了 87 Rb原

子的 p和 q跟磁场的关系，可见磁场比较大的时候二阶塞曼能与一阶塞曼能是可以比

较的，不能忽略，而等磁场很小时，两者差的比较大，二阶塞曼能可以不考虑。 
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图 1.1 87 Rb原子近似的线性塞曼效应 p和二阶塞曼效应q与外磁场之间的关系[23]。 

1.1.2 自旋交换相互作用 

上一节我们了解了旋量 BEC的单粒子哈密顿量，下面我们将介绍两个原子间的

相互作用。在一个球对称的势阱中，如果没有外磁场，两个相互作用的原子的总角

动量是守恒的。这里说的总角动量不仅包括两个原子的内部角动量还包括这两个原

子相对运动的轨道角动量。我们假设两个原子的碰撞只发生在 s-波通道，则轨道角

动量可认为为 0。这个假设对两原子间的短程两体碰撞是适用的，而在下一章我们会

提到这种假设并不适用于偶极旋量 BEC系统。 

在这种假设下，入射态的总角动量正好是两个原子超精细自旋的和，

pair 1 2=F F + F , iF是粒子 i的自旋密度矢量。对于两个理想的玻色子，交换对称性要求

碰撞的总角动量量子数 pairF 必须是偶数。 

通常原子之间的接触相互作用采用赝势近似，则两原子之间的相互作用可以写

作[24] 

 ( ) pair

pair

pair

2
3

, even 

41 ,
2

F
i j F

i j F

a
V P

M
π

δ= −∑ ∑r r
h

 (1.1.7) 

其中求和是对粒子对 i和 j，
pairFa 是碰撞通道 pairF 的散射长度，实验上可以通过费什

巴赫共振调节
pairFa 的大小，

pairFP 是将两个原子态投影到总角动量 pairF 的子空间的投影
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算符。首先介绍由两个自旋为 F的粒子组成的系统的恒等算符 
 

pair

pair

1 2
all 

,F
F

I I P⊗ = ∑  (1.1.8) 

其中求和是对所有的 { }pair 0,1,2, ,2F F∈ L ， iI 表示第 i个粒子的恒等算符，⊗表示直

积。根据自旋算符的合成法则 

 ( ) ( )
pair

pair

1 2 pair pair
all 

1 1 1 ,
2 F

F
F F F F P ⋅ = + − +  

∑F F  (1.1.9) 

如上文提到的由于玻色子的交换对称性，只考虑偶数通道，所以对于自旋 1F = 的两

个粒子，我们有 

 [ ]1 2 0 2 ,sI I P P⊗ = +  (1.1.10) 

以及 

 [ ]1 2 2 02 ,s P P⋅ = −F F  (1.1.11) 

其中下标 s表示对称态限制。投影算符可以表示为 

 
[ ] [ ]1 2 1 2

0 ,
3

s sI I
P

⊗ − ⋅
=

F F
 (1.1.12) 

 
[ ] [ ]1 2 1 2

2

2
.

3
s sI I

P
⊗ + ⋅

=
F F

 (1.1.13) 

所以两个原子间的碰撞相互作用除 δ函数外可以写成 

 

( )

[ ] [ ]

[ ] [ ]

2

0 0 2 2

2
0 2 2 0

1 2 1 2

0 2
1 2 1 2

1 4
2
1 4 2
2 3 3

,
2 2

s s

s s

V a P a P
M

a a a aI I
M

c cI I

π

π

= +

+ − = ⊗ + ⋅ 
 

= ⊗ + ⋅

F F

F F

h

h
 (1.1.14) 

其中 0c 和 2c 是相互作用系数，定义为 

 
2

0 2
0

4 2 ,
3

a ac
M
π +

≡
h

 (1.1.15) 

 
2

2 0
2

4 .
3

a ac
M
π −

≡
h

 (1.1.16) 
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则短程碰撞相互作用(1.1.14)的二次量子化形式为 

 

† †0

† †2
' ' ' '

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )
2

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ).
2

col
cH d

c d

α β β α

α α αβ α β β β

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

=

+ ⋅

∫

∫

r r r r r

r r r F F r r
 (1.1.17) 

1.1.3 平均场 GP方程 

当温度接近于零温，而且凝聚体的粒子数比较大时，系统的基态可以用平均场

理论来求解。所谓平均场理论，就是将系统的场算符 ˆ ( )αψ r 用它的期待值来代替。 

在平均场近似下，自旋 1F = 旋量 BEC的哈密顿量就变成了它能量泛函[15]: 

 [ ] ( ) ( )2 2
* 2 0 2

0  ,
2 2

c n c
E d h p q dα α

α

ψ ψ α α ψ
 

 = − + + +  
 

∑∫ ∫
r S r

r r (1.1.18) 

其中粒子数密度 

 ( ) ( )
2

,n α
α

ψ= ∑r r  (1.1.19) 

自旋密度矢量定义为 

 ( ) ( ) ( )*

,

,α αβ β
α β

ψ ψ= ∑S r r F r  (1.1.20) 

它的各个分量分别表示为 

 

( )

( )

* * *
1 0 0 1 1 1 0

* * *
1 0 0 1 1 1 0

2 2
1 1

1 ,
2

,
2

.

x

y

z

S

iS

S

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ

− −

− −

−

 = + + + 

 = − + − + 

= −

 (1.1.21) 

由系统的能量泛函，可以得到平均场近似下波函数随时间演化的方程： 

 
( )

( )* .Ei
t

α

α

ψ δ
δψ

∂
=

∂
r

r
h  (1.1.22) 

描述旋量 BEC动力学行为的多组份耦合 Gross-Pitaevskii（GP）方程 

 ( ) ( )2
0 0 2  .i h p q c n c

t
α

α αβ β
β

ψ
α α ψ ψ

∂  = − + + + ∂ ∑r S r Fh  (1.1.23) 

为得到定态 GP方程，首先将波函数写成下面的形式 

 ( ) ( ) /, .i tt e µ
α αψ ψ −=r r h  (1.1.24) 



偶极旋量玻色-爱因斯坦凝聚体中的耦合自旋涡旋对 

6 

其中µ是化学势，将方程(1.1.24)带入方程(1.1.23)中，可以得到 

 2
0 0 2 .h p q c n cα αβ β α

β

α α ψ ψ µψ − + + + ⋅ =  ∑S F  (1.1.25) 

为了更加明确地得到三组份的形式，我们将上式做进一步展开，其中关键的一项是

耦合项 2c αβ β
β

ψ⋅∑S F ，当 1α = 时， 

 

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

1

1

1 0

11 10

1

1 1

1 0

, ,

, , , ,

, ,

1
20

, , 0 , ,
2

1
0

0
, , 0

0

x

x y z y

z

x x

x y z y x y z y

z z

x

x y z y

z

x y z x y z

x y z

F
S S S F

F

F F
S S S F S S S F

F F

F
S S S F

F

iS S S S S S

S S S

β β β
β β

β

ψ ψ

ψ ψ

ψ

ψ ψ

−

−

 
 ⋅ =  
 
 

   
   = +   
   
   

 
 +  
 
 

 
 
  

   = + −   
    

  
 

+

∑ ∑S F

( )

1

1 0
1 .
2z x yS S iS

ψ

ψ ψ

−

 
 
 
 
 

= + −

 (1.1.26) 

这里我们定义 

 ,
2

x yS iS
S±

±
≡  (1.1.27) 

所以有 

 1 1 0.zS Sβ β
β

ψ ψ ψ−⋅ = +∑S F  (1.1.28) 



第一章  绪论 

7 

我们可以得到当 0α = 和 1− 时， 

 0 1 1,S Sβ β
β

ψ ψ ψ+ − −⋅ = +∑S F  (1.1.29) 

 1 0 1.zS Sβ β
β

ψ ψ ψ− + −⋅ = −∑S F  (1.1.30) 

方程(1.1.25)可以写成如下三个耦合方程 

 

[ ]

[ ]

[ ]

0 0 2 1 2 0

2 1 0 0 0 2 1

2 0 0 0 2 1

0,

0,

0.

z

z

h p q c n c S c S

c S h c n c S

c S h p q c n c S

µ ψ ψ

ψ µ ψ ψ

ψ µ ψ

−

+ − −

+ −

− + + + − + =

+ + − + =

+ + + + − − =

 (1.1.31) 

通过求解方程组(1.1.31)，就可以求解自旋 1F = 的旋量 BEC的基态性质。 

1.1.4均匀磁场中的基态 

对均匀系统，粒子数密度n为常数，平均场波函数可表示为 

 ,nα αψ ζ=  (1.1.32) 

其中旋量波函数 αζ 满足归一化条件 2 1αα
ζ =∑ ，定义归一化的自旋密度 

 ( ) ( )
( )

,
n

=
S r

s r
r

 (1.1.33) 

其形式为 

 

*

,

*

,

1
n α αβ β

α β

α αβ β
α β

ψ ψ

ζ ζ

=

=

∑

∑

s F

F
 (1.1.34) 

由公式(1.1.27)，可以得到如下关系式 

 .
2

x ys is
s±

±
=  (1.1.35) 

在磁场为零的情况下，塞曼能项 p和 q消失，系统基态的磁性是显而易见的。通过最

小化系统的能量泛函可以得出，当 2 0c < 时，如自旋 1的旋量气体 87 Rb，系统的总能

量最低要求 1=F ，这时系统倾向于占据铁磁态。当 2 0c > 时，如自旋 1 的旋量气

体 23 Na，系统倾向于占据 polar态，满足 0=F 。定义 polar态的量子化轴为k。当

0p = 且 0q ≠ 时，根据 q 的正负，凝聚体被分为两种不同的相： 0q > 时的易轴极化
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相(EAP)，满足k zP 和 2 1zF = ； 0q < 时的易平面极化相(EPP)，满足 ⊥k z和 2 0zF = 。

这两个相分别记做极化相 (P) 和反铁磁相 (AF)，相应的序参量分别为 ( )Tζ= 0, 1, 0 .
和 ( )T1/ 2 1, 0, 1 。两者可以通过 y轴旋转 / 2π 互相转化，在无外磁场的情况下，

这两个态是等价且简并的。 

因为原子间的碰撞相互作用(1.1.17)和两个碰撞原子的总角动量是守恒的，遵循

GP方程的自旋动力学的总磁化强度也守恒。所以，如果想找到系统在给定磁化 

 ( )z zM d S= ∫ r r  (1.1.36) 

下的基态，应该将方程(1.1.22)中的 E换成 zE Mλ− ，其中λ是拉格朗日乘子。相应

地，(1.1.31)中的 p就变成了 p p λ= +% 。 

下面简单介绍凝聚体在参数空间 ( ),q p 的基态。在 Thomas-Fermi 近似下忽略动

能项，在均匀系统中势能为 0，则通过比较单粒子的能量 

 ( ) 2 22
0 2

1 1 ,
2 2

p q c n c nα
α

ε α α ζ= − + + +∑ s  (1.1.37) 

就可以得到系统的基态。由于系统关于 z轴对称，我们不失一般性地假设 0yf = ，即 

 xs s s+ −= = . (1.1.38) 

则耦合 GP方程组变为 

 ( )2 1 2 0 0z xp q c ns c nsµ ζ ζ− + + − + =% ， (1.1.39) 

 ( )2 1 1 0 0xc ns ζ ζ µζ−+ − =% ， (1.1.40) 

 ( )2 0 2 1 0x zc ns p q c nsζ µ ζ −+ + − − =% ， (1.1.41) 

其中 

 ( )1 1 02xs ζ ζ ζ−= + ， (1.1.42) 

 
2 2

1 1zs ζ ζ −= − . (1.1.43)  

以及 0c nµ µ= −% 。联立(1.1.39)-(1.1.43)这五个方程组，然后分情况讨论，例如：当 0 0ζ =

时，可以有三种可能的情况，它们分别是： 

 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

(I): 0, 0, 0;
(II): 0, 0, 0;
(III): 0, 0, 0.

ζ ζ ζ
ζ ζ ζ
ζ ζ ζ

−

−

−

≠ = =
= = ≠
≠ = ≠

 (1.1.44) 

根据归一化条件，（I）和（II）对应的基态分别为 
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( )
( )

0

0

(I) : , 0, 0 ;

(II) : 0, 0, ;

z z

z z

Ti iF

Ti iF

e e

e e

χ χ

χ χ

−

−
 (1.1.45) 

其中 0ie χ 是整体的规范变换， z ziFe χ− 是关于 z轴旋转 zχ 角 

 

0 0
0 1 0
0 0

z

z z

z

i

iF

i

e
e

e

χ

χ

χ

−

−

 
 =  
  

. (1.1.46) 

可见这两个态被完全极化， zs 分别为1和 1− ，这就是所谓的铁磁态。对于情况（III），

将 0 0ζ = 带入方程(1.1.39)和(1.1.41)得到 

 
2 2

1 1
2

z
ps
c

ζ ζ −= − =
,
 (1.1.47) 

根据归一化条件可得 

 0 2 21 / 1 /(III) : , 0, ;
2 2

z z

T

i iF p c p ce eχ χ−  + −
 
 

 (1.1.48) 

依次类推考虑到所有可能的情况 0 0ζ ≠ ， 

 ( )0(IV) : 0, , 0 ;z z
Ti iFe eχ χ−  (1.1.49) 

 

( )

( )( )

( )

0

2 2
2

2

2 2 2 2
2

3
2

2 2
2

2

2
2 2

2
(V) :

2

2
2 2

z zi iF

p q c nqq p
q c nq

q p p q c nq
e e

c nq

p q c nqq p
q c nq

χ χ−

 − + ++ 
 
 
 − − − +
 
 
 

− + + −
  
 

. (1.1.50) 

然后根据能量泛函(1.1.37)可以得到它们所对应的能量， 
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( )

0 2

0 2

2

0
2

0

22 2
2

02
2

1 1 ;
2 2

1 1 ;
2 2

1 ;
2 2

1 ;
2

2 1 .
8 2

I

II

III

IV

V

p q c n c n

p q c n c n

pq c n
c n

c n

p q c nq
c n

c nq

ε

ε

ε

ε

ε

= − + + +

= + + +

= + −

=

− + +
= +

 (1.1.51) 

最后通过比较它们之间的大小，得出相边界，从而得出序参量 p和 q下的基态相图，

如图 1.2。 

 

图 1.2 当(a) 2 0c > ，(b) 2 0c = 和 (c) 2 0c < 时，自旋 1 旋量玻色爱因斯坦凝聚体的 p q− 相

图[24]。 

1.1.5偶极相互作用 

随着超冷原子和分子物理领域实验技术的发展，研究人员可以利用 Feshbach 共

振技术来调节原子间的散射长度（如 Cr、K、Li）[1, 25-27]。这样，原子-原子之间

的非常弱的偶极相互作用成为决定这些凝聚体自旋性质的主导因素。最早提出偶极

玻色-爱因斯坦凝聚现象的理论工作是 2000 年的三篇论文[28-30]。之后偶极玻色爱

因斯坦凝聚体的概念被推广到旋量玻色爱因斯坦凝聚体中[31-33]，螺旋状自旋纹理

在 2008年被伯克利的实验组在 Rb原子的旋量玻色-爱因斯坦凝聚体中观察到[34], 
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图 1.3 两个偶极矩之间的相互作用，其中(a)是没有极化的情况，(b)是极化的情况。(c)偶极

相互作用为吸引相互作用时自旋倾向于首尾相接的结构，(d)偶极相互作用为排斥相互作用的边

对边的结构，(c)和(d)下面的表示相关的自旋结构[15]。 

与 s-波接触短程相互作用不同，偶极相互作用是长程且各向异性的，它们之间的竞

争会展示很丰富的物理图像[35]。虽然相对于背景散射长度，碱金属之间的偶极相互

作用远小于自旋碰撞交换相互作用，但是实验上对 Cr原子，Dy原子以及 Er原子等

玻色爱因斯坦凝聚体的实现，极性超冷分子的产生，以及精确测量和调控技术的进

步都使得人们对偶极相互作用产生很大的兴趣。 

两个位于空间 和r  r'点的偶极子之间的偶极相互作用可以表示为 

 ( ) ( ) ( )1 2 1 2
3

3   
,dd dV c

⋅ −
=

e e
r r

r r
i i

, '
- '

D D D D
 (1.1.52) 

其 中 iD ( ) 1,2i = 是 原 子 的 偶 极 矩 ， /e = (r - r') r - r' 为 单 位 矢 量 ，                             

01 / (4 )ddc πε= 和 0 / (4 )ddc µ π= 分别电偶极矩和磁偶极矩的偶极相互作用系数， 0ε 和

0µ 分别为介电常数和真空磁导率，µ表示偶极矩的大小。对于磁偶极矩   F B ig µ=i FD ，

如图 1.3(a) 所示。在特殊情况下，当两个偶极矩被外场极化时，(1.1.52) 的偶极相互

作用可以简化为 

 ( )
2

3
1 3cos ,dd dV c θ−

=r r
r r

, '
- '

 (1.1.53) 

其中θ 为极化方向和相对位移的夹角，如图 1.3(b)。因为当 0θ = 时， ddV 为负，偶极

相互作用倾向于首尾相接（head-to-tail）的结构，如图 1.3(c)，当 / 2θ π= 时， ddV 为

正值，边对边（side-by-side）结构更加稳定，如图 1.3(c)所示。 

利用两个偶极矩之间的相互作用形式(1.1.52)，旋量玻色爱因斯坦凝聚体中磁偶
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极相互作用的哈密顿量形式为 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

† †
' ' ' '3

† †
' ' ' '

' ˆ ˆ ˆ ˆ
2 '

ˆ ˆ ˆ ˆ                               3

d
dd

c d dH α α αβ α β β β

α α αβ α β β β

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

= ⋅−

− ⋅ ⋅ ⋅ 

∫∫
r r r r' F F r r'

r r

r r' F e F e r r'
(1.1.54) 

其中偶极相互作用参数为 

 
2 2

0

4
B F

d
gc µ µ

π
=

.
 (1.1.55) 

自旋交换相互作用 2c 项与偶极相互作用 dc 项为两种典型的和自旋相关的相互作

用，正是这两种相互作用的相互影响和竞争，才产生了丰富多彩的自旋纹理结构。

存在长程各向异性的偶极相互作用系统很多，极性分子就是一种理想的电偶极相互

作用占主导的系统。实验冷却分子的方法有很多，比如缓冲气体冷却[38-40]和完全

减速冷却[41]。而且实验上也已经得到直接用激光冷却的 SrF分子[42]。据我们所知，

异核的 Feshbach共振已经在 6 23Li Na [43]，6 40Li K [44]，6 87Li Rb [45]，40 85K Rb [45]，
87 133Rb Cs [46] 分子中观察到，而且实验制备光缔合分子也在 7 133Li Cs [48]， 6 40Li K

[49]， 23 133Na Cc [50]， 39 87K Rb [51]， 41 87K Rb [52]， 85 133Rb Cs [53]， 174 87Yb Rb [54]，

和 176 87Yb Rb [54]获得成功。另外强电偶极相互作用已经在里德伯激发的玻色爱因斯

坦凝聚体中实现[55]。 

与短程接触相互作用相比，自旋 1偶极旋量 BEC相互作用系统的另外一个特征

是对外势几何形状的强烈依赖。当 BEC气体处在一个三维谐振子势中，通过改变势

阱的纵横压缩比就可以改变 BEC形状。BEC形状不同，会导致系统的基态性质也不

同，易俗和蒲晗已经给出了自旋 1铁磁和反铁磁旋量 BEC关于势阱的纵横压缩比和

偶极相互作用与自旋交换相互作用的相对强度的基态相图,我们在下一章会详细介

绍他们的工作。 

量子化涡旋是量子流体的普遍特性，其形成的根本原因是描述量子系统的复数

序参量的单值性。小到超流液体氦，大到中子星都存在着量子化涡旋现象。实验上

最早是在超流液氦中观察到量子化涡旋，但是由于液氦原子之间的相互作用非常强，

很难用简单的理论来精确的描述。后来随着超冷稀薄原子气体BEC的实验实现[36]，

可以采用专门处理弱相互作用玻色气体的平均场理论来描述，才使得人们对量子化

涡旋的研究更为深入。偶极旋量 BEC能自发形成自旋涡旋态，这与纳米磁性材料中

磁涡旋态非常类似。 
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1.2 磁涡旋态简介 

1.2.1 磁畴 

为了降低静磁能，磁性材料在自发磁化的过程中会产生自发磁矩，而且相邻原

子的自发磁矩之间存在着一种很强的“交换耦合”作用，这使得磁体内部分化成许

多方向不同的小磁化区域，而且每个区域内部都存在大量原子。这些原子的磁化区

域在磁体中整齐排列，但相邻的不同磁化区域之间原子的磁矩排列方向是不同的，

称为磁畴。磁畴的种类很多，图 1.4表示矩形的铁磁性材料中的不同结构的磁畴排列，

从左到右分别为单磁畴，两个反向的磁畴，多个磁畴排列，闭合的磁畴以及多个闭

合的磁畴。磁畴连接面则形成磁畴壁[56]。 

 

图 1.4 矩形铁磁材料中自发形成的不同种类的磁畴分布[57]。 
 

1.2.2 磁涡旋结构  

在玻色爱因斯坦凝聚体中，波函数可以写成 

 ( )( ) ( ) exp ( )iψ ρ θ=r r r ， (1.2.1) 

其中
2( ) ( )ρ ψ=r r 为凝聚体的密度， ( )θ r 为它的相位，相位的相干性是玻色爱因斯坦

凝聚体的重要的秉性。虽然根据量子力学的原理，波函数乘以一个常数相因子并不

改变自身的性质，但是在空间不同位置的相位可以通过函数θ 建立联系。如将(1.2.1)

波函数的具体形式带入量子力学几率流的表达式 

 
( )( ) = ( )
M

ρ θ∇
rr rhj ， (1.2.2) 

其中 ( )rj 和流速的关系为 ( ) = ( ) ( )ρr r rj v ，则超流速度 ( )rv 定义为相位 ( )θ r 的梯度 

 ( ) ( ).v
M

θ= ∇r rh
 (1.2.3) 
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图 1.5 纳米磁子的自旋结构。(a) 圆盘上的单独磁畴态，所有的磁矩都平行排列，在它的周

围产生的磁场会导致静磁能的产生。(b) 无散杂磁场的涡旋态，但是磁矩间的交换能不为 0 。(c)

涡旋核的磁矩垂直于圆盘平面，从而减少涡旋中心的交换能。(d) 和(e) 分别表示方形的磁盘和

椭圆形磁盘中的自旋涡旋结构。(f) 椭圆形磁盘的涡旋中心随外加磁场的变化[58]。 

从(1.2.3)可以看出，凝聚体波函数的相位的梯度与超流体的速度成正比，而且超流速

度是个无旋场，因为它满足关系式 

 0.∇ × =v  (1.2.4) 

从超流体内的任意一点出发，超流速度沿闭合的路径的积分满足 

 d d .l l
M

θ⋅ = ∇ ⋅∫ ∫
hv  (1.2.5) 

式(1.2.5)的环路积分表示经过闭合曲线一周后回到原来位置时相位的变化，由波函数

的单值性可以得到起点和终点虽然是同一个点，但是它们的相位不一定相同，可以

相差2π 的整数倍。故有 

 
2d ,l
M
π κ⋅ =∫

hv  (1.2.6) 

其中 0, 1, 2,κ = ± ± L，这就是所谓的昂萨格-费曼 (Onsager-Feynman) 涡旋量子化条

件，是波函数单值性的一个直接推论。 

涡旋态是形成 BEC的标志之一，从拓扑的意义上说，涡旋是序参量空间的一种
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图 1.6 由镍铁导磁合金组成的铁磁-非磁-铁磁结构的纳米磁性材料，在受到电子束的激发时

的示意图[60]。 

点缺陷。磁涡旋态是纳米磁性材料中很常见的态，它的形成是几个能量相互竞争的 

结果，如原子磁矩之间的交换相互作用能，磁场自身带来的静磁能和磁晶体的各向

异性能，而且影响这三个相互作用能的因素大致为：磁体的大小，磁体的形状以及

磁性材料的性质[58]。图 1.5 是一个直径为 D 的薄磁盘的磁涡旋结构，其厚度远远

小于 D， a 为圆盘上的一个单独磁畴态，b 图表示的是一个无核的涡旋，它没有静

磁场和漏磁场，只消耗交换能，c图表示一个有极性的涡旋，方形的磁盘也能产生涡

旋态，产生四个磁畴和四个畴壁，它们在涡旋核的地方交叉，如 d 图。椭圆形的磁

盘中能够形成一个涡旋对，e 图，f 图表示在细黑线的交叉处有两个涡旋核，当外加

磁场作用时（黑色箭头），它们朝着彼此相反的方向移动。涡旋的旋度 c（circulation）

有两种可能的情况（顺时针和逆时针），涡旋的中心的极性P（polarity）也有两种可

能的情况（垂直于磁盘面朝上或者朝下），它们分别定义为[59]： 

 ( ) ( ){ }sgn 0 ,zc ⊥= ⋅ × ≠  e r M r  (1.2.7) 

和 

 ( ){ }sgn 0 ,z ⊥= ⋅ =e M rP  (1.2.8) 

其中 ⊥M 是在平面上的磁化。所以一个涡旋就可以有四种手征，即 h c= P。除了这

些基本性质，磁片中的涡旋还被提议用作量子存储器和纳米振荡器[61-68]。图 1.6 是

由镍铁磁导合金组成的多层纳米磁性材料，其中上下两层由铁磁性材料构成，可形

成磁涡旋态，中间层由没有磁性的Cr原子组成，当受到电子束的激发时，上下层的

涡旋会展现出丰富的动力学行为[69-78]，如观察到非平庸的拓扑自旋结构——有效

自旋 meron对[60,80]，以及涡旋的极性反转动力学过程等等[81,82]。 
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图 1.7不同的层间距下，相对手征平行和反平行的两个涡旋在受到脉冲的激发后，涡旋核在

x-y平面上的运动轨迹，从上到下的层间距分别为 5,  10,   20 nmd = 和 [92]. 

1.2.3耦合涡旋动力学 

在磁性材料中，掌握磁涡旋之间的相互作用机制，对研究涡旋动力学行为具有

很大意义。许多研究者都致力于去研究涡旋结构以及涡旋动力学[83-86]。特别是近

几年纳米尺寸的电子器件和存储设备的兴起，使得研究和掌握涡旋动力学变得非常

重要[87,88]。磁涡旋在受到外磁场或者自旋转矩的激发时，处在激发态的涡旋就会

开始做螺旋运动，并伴随有圆形的轨迹[83-89]。研究发现当涡旋之间存在弱耦合相

互作用时，由铁磁-非磁-铁磁组成的三层薄磁片中涡旋的运动就类似于一个阻尼谐振 

子[90]。另外，在实验上也观察到了三层结构中涡旋的螺旋运动，而且由于层间的耦

合相互作用使得它们有 180°的相移[91]。 

文献[92]研究了强耦合相互作用下纳米尺寸的三层涡旋结构的动力学行为。镍铁 
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图 1.8 不同的层间距 5,  10,   20 nmd = 和 下，两个涡旋核运动的位移在 y轴上的投影、平

均径向距离以及横向距离随时间的变化。插图表示上下涡旋的核位移，平均径向距离在 x轴上的

投影[92]。 

导磁合金组成的铁磁-非磁-铁磁纳米磁性材料在受到持续脉冲的激发时，相对手征为

平行或者反平行的两种耦合涡旋随时间的动力学演化轨迹如图 1.7所示。当两个涡旋

的相对手征为平行时，涡旋核的初始运动方向是相同的，而当相对手征为反平行时，

它们的初始运动方向却是相反的。尽管涡旋核的初始运动方向由涡旋结构的手征决

定，但是它们做螺旋运动的方向只决定于涡旋核的极性，这里涡旋核的极性都一样，

所以涡旋核做螺旋运动的旋转方向都一样，都为逆时针旋转，与它们的相对手征无

关，如图 1.7 所示。当两个涡旋之间的距离增大为 20 nmd = ，螺旋运动似乎变得跟

两者的相对手征没有关系，然而，当层间距 d较小时( 5 nmd = )，相对而言，反平行 
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涡旋核螺旋运动的振荡衰减得更快，这是由于此时上层和下层涡旋之间存在较强的

耦合相互作用。图 1.8 分别展示了上下层涡旋核的螺旋运动在 y 轴上的投影、平均

径向距离以及横向距离随不同层间距离的变化规律。这里横向距离定义为两个涡旋

核的相对距离，平均径向距离定义为两个涡旋核距离原点的径向距离的平均值，两

者皆为 x-y平面的投影值。由图 1.8可见，在所有情况下，涡旋核的位移都随时间做

衰减振荡。但是对于反平行涡旋，上下层间距越小，振荡行为就衰减的越快。从横

向距离和平均径向距离随时间的变化能够很直观的看出，层间距越小（ 5 nmd = ），

它们衰减到零的速度就越快。这种行为可以归结于上下两层涡旋之间的相互作用为

吸引相互作用。由于这两个核有着相同的极性 ( 1)p = + ，且磁芯磁化强度产生闭合的

磁通，它们更倾向于彼此之间的距离最短。 

在平行涡旋的情况下，上文提到的快速衰减的行为并不存在。虽然两个涡旋核

之间也存在吸引相互作用，但是因为在初始时刻两核间距很小，减小层间距对快速

衰减振荡作用不大。设想如果这两个涡旋之间不存在耦合相互作用，那么这两个涡

旋核之间的横向距离就会一直保持为 0，而事实是，尽管把磁性材料之间的距离增加

到最大（ 20 nmd = )，这意味着两个涡旋之间的耦合强度最弱，两个涡旋核之间的横

向距离也不为 0，而是在附近小幅振荡。更有趣的是，当 5 nmd = 时，耦合振荡行为

振荡的时间最长，跟它相应的平均径向距离也存活的时间最长。而且两个周期之后，

两个涡旋核的振荡开始变得混乱无序。在无序的耦合运动中，两个核之间的横向距

离甚至变得比平均径向距离都大。考虑到两个涡旋核之间的相互作用为吸引相互作

用，所以在无序混乱运动区域，很强的非线性耦合相互作用起着关键作用。 

1.3 碰撞动力学简介 

最近，关于两个凝聚体的碰撞动力学的研究已经引很大关注[93-98]。下面就最

近的几组有关碰撞动力学的实验做简要介绍。 

1.3.1量子牛顿摆 

    图 1.9(a)是一个典型的牛顿摆[93]，当一端的小球被拉起，释放后它会与它相邻

的小球发生碰撞并趋于静止，而另一端的小球会突然弹起，如果不考虑能量损失，

两端的球将会不停地运动下去。这个实验要求小球静止时必须排成一条直线，而且

要求小球碰撞过程中没有热量流失，在经典物理中我们常常用它来演示动量和动能

守恒。 
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图 1.9 a，经典的牛顿摆；b，不同时刻，在 1D非谐振子势阱 U中两团非平衡原子云在不同

时刻的变化示意图；c，第一个振荡周期的吸收图像，碰两次为一个周期[93]。 

在量子物理中，美国物理学家Weiss团队用 BEC气体制造出了一种永远达不到

平衡态的气体，该系统的行为类似一个量子牛顿摆。他们采用相干激光束形成由 3000

个平行的管状势阱组成的阵列，构造出一个一维光势阱，然后将大约 52 10× 个 87 Rb

BEC 注入到制备好的一维光势阱中，再用另一束激光使捕获的原子开始碰撞，使其

以大致相同的振幅振荡，如图 1.9(b)。不同的是，这些原子的动量分布不再发生变

化，即使在振荡了数千次以后，每个原子始终以刚开始实验时的振幅振荡。图 1.9(c)

展示了原子碰撞的第一个周期的吸收成像图，展现出非常好的周期性。 

    这是实验上首次观察到可积系统的动力学行为，而且这项研究有利于我们理解粒

子是如何达到热力学平衡态的，还可以用做精确的力传感器。这种非平衡振荡只发

生在一维量子气体中，因为在二维或者三维空间中，粒子之间的碰撞会很快地导致

我们所熟知的热力学平衡态。 

1.3.2物质波孤子碰撞 

    另外一个碰撞实验是关于两个物质波孤子的碰撞[94]。所谓孤子，即一种在传播

过程中不改变自身状态的行波。两个独立的孤子发生碰撞，在穿过彼此的时候并不

改变彼此的形状、幅度、和速度。Hulet小组将简并的 7 Li原子 BEC采用蒸发冷却的 
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图 1.10  a，孤子对形成过程的实验原理图；b，相对差为 0φ∆ ≈ 的两个孤子随时间演化的

碰撞密度吸收图；c，相对差为 φ π∆ ≈ 的两个孤子随时间演化的碰撞密度吸收图[94]。 

办法制备在 1, 1FF m= = 的态上，然后将它囚禁在一个柱对称的谐振子势阱中，这

个谐振子势阱的径向频率和轴向频率分别为 / 2 254Hzω π⊥ = 和 / 2 31Hzzω π = ，形成

一个有效的一维势阱。一旦形成 BEC，用一束蓝失谐的高斯激光将凝聚体切成两半，

此时高斯激光的作用就相当于是一个双势阱的势垒，如图 1.10(a)所示。然后调节散

射长度，使得 态形成一个中心间距为26μm的孤子对。当孤子对形成以

后，突然撤掉势垒( 60nst < )，这两个孤子就会很快地朝着势阱的中心加速移动。研

究发现这两个孤子的碰撞跟它们的相对相位有很大的关系，图 1.10展示了相对相位

分别为 0φ∆ ≈ 和 φ π∆ ≈ 的两种碰撞的一个完整碰撞周期，它包含两次碰撞。实验发

现，在碰撞过程中，当相位差 0φ∆ ≈ 时，在两个孤子的质心位置会出现一个密度的

峰值（反节点），这就意味着这个碰撞为同相碰撞，而且它们之间的相互作用是吸引

相互作用，反之，当两者之间的相位差变成 φ π∆ ≈ 时，质心的干涉图像的中心变成

了密度节点，这意味着此时的碰撞变成了反相碰撞，两个孤子之间存在一个有效地

排斥相互作用。这个实验的主要目的是为了阐明系统的可积性、相对相位、空间维

度以及平均场相互作用在孤子碰撞中所起的作用。 

1.3.3半量子涡旋碰撞 

在标量超流体中，环绕量子涡的旋超导电流环流可以用单位 /h M 来量化，当量

子涡旋的环流为 / 2h M 时称为半量子涡旋（HQV），其中 h是普郎克常数。为了研究

1, 1FF m= =
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HQV的碰撞[96, 97]，韩国的 Shin小组将处在 1, 0FF m= = 精细自旋态的 23 Na BEC

原子囚禁在一个扁圆的势阱中，用激光扫过处在易轴极化相的凝聚体，得到一对由

两个单荷涡旋组成的环流反向的涡旋偶极子，如图 1.11，(a) 是两个单荷涡旋运动轨

迹的示意图，(b-d) 是在生成涡旋后 4s内的光学密度图像。调节二阶塞曼场 q，使得

原子从 EAP相转化到 EPP相。在 EPP相中，单荷涡旋不稳定，转化为两个 HQV， (f-h) 

是转化到 EAP相的磁化图。我们可以看到在大约 4s左右的时候，这两个 HQV对发

生了碰撞，(i-l) 是 5s 后的磁化图像，(m-p) 用图像表达了涡旋的位置，虚线是传播

线，注意在 (i) 中只能识别一对 HQV偶极子。这个实验旨在演示 HQV之间的短程

相互作用，HQV和磁子之间的耦合，为旋量超流体中涡旋动力学的研究提供了新的

见解。 
 

 
图 1.11 HQV对的动力学碰撞图[97]。 
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1.4 我们的工作 

我们在自旋 1 偶极旋量玻色爱因斯坦凝聚体的基态和动力学性质方面，做了以

下两方面工作： 

首先研究该系统在双势阱中的基态自旋结构和磁过程。双势阱是由一束高度为A

宽度为 0σ 的高斯激光与谐振子势叠加形成。我们重点研究在固定双势阱势垒宽度时，

增加势垒的高度 A对系统基态的影响，研究发现，薄饼形状的单谐振子势阱所对应

的系统自旋涡旋态基态在双势阱系统中变为平行自旋涡旋对 *A A< 和反平行自旋涡

旋对 *A A> 。而且随着外加横向磁场强度的增加，两种自旋涡旋对的涡旋对的涡旋

不是同时消失而是逐一移出原子云。 

然后，基于我们得到的基态涡旋对，研究它们的碰撞及淬火动力学。当系统制

备到自旋涡旋对基态时，突然撤掉双势阱，处在两个势阱中的凝聚体呈现出类似于

量子牛顿摆的周期性的碰撞，两种涡旋对在碰撞过程中形成不同的干涉条纹和密度

图像，为实验上区分这两种自旋涡旋对提供了依据。系统制备在不同磁化程度的基

态之后的磁场淬火动力表明涡旋中心随时间做螺旋运动，涡旋的动力学行为呈现出

与纳米磁片系统类似的特征。 

1.5 本文内容 

本文第二章重点介绍自旋 1偶极旋量 BEC在无磁场和有磁场情况下的基态性质；

第三章介绍系统在双势阱中的基态性质以及磁化过程；第四章介绍耦合自旋涡旋对

的碰撞动力学行为和磁场的淬火动力学行为；第五章是对本工作的总结以及对未来

工作的展望。
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第二章  偶极旋量玻色爱因斯坦凝聚体 

绪论中，介绍了两个冷原子之间的碰撞相互作用，而忽略了原子间的长程偶极

相互作用，但是随着研究的深入以及实验技术的提高，研究者们发现偶极相互作用

在某些区域内起着举足轻重的作用，所以引起研究者的很大关注。偶极相互作用之

所以被忽略，一个很重要原因是跟碰撞相互作用相比它非常的弱。虽然大多数情况

下总的碰撞相互作用强度远远大于偶极相互作用强度，但是自旋交换相互作用却不

一定很大。特别是对自旋 1的 87 Rb原子的精细结构，偶极相互作用能够达到自旋交

换相互作用的 10%，所以偶极相互作用能在总的自旋相关的相互作用能量中起着重

要作用[99-101]。与其它能量相比，自旋相关的相互作用能虽然很小，但是它们在

旋量凝聚体的磁性质方面起着举足轻重的作用。 

单模近似是一个应用广泛的理论工具[35]，它假设不同自旋态的空间部分是相

同的，但是当偶极相互作用很大的时候，单模近似不再适用，因为各个自旋态的空

间分布开始不同，并且出现了不同结构的自旋纹理。由于单模近似具有一定的局限

性，平均场理论成为了研理论工作者究旋量 BEC 通常使用的方法，通过变分法可

以得到不同自旋波函数的耦合 GP 方程。易俗和尤力率先采用赝势方法将偶极相互

作用纳入了描述凝聚体的 GP方程。由于偶极旋量 BEC的非局域 GP方程没有解析

解，人们一般采用数值方法如虚时演化或者近似方法来求解。 

本章介绍自旋 1 偶极旋量 BEC 系统的基本理论。首先介绍单模近似下系统的

哈密顿量，以及单模近似的适用范围，其次介绍平均场近似下的基态相图、自旋结

构以及磁场对平均场基态的影响，最后介绍偶极旋量 BEC系统中的 Einstein-de Haas 

效应及所使用的数值计算方法。 

2.1单模近似下的偶极相互作用 

考虑凝聚体由 N 个自旋 1 的原子组成，囚禁在轴对称的谐振子势阱(1.1.1)中。

原子之间的相互作用既包括短程的碰撞相互作用，又包括长程的磁偶极相互作用，

系统总的哈密顿量可以表示为 

 s col ddH H H H= + +  (2.1.1) 

其中自旋交换相互作用能和偶极相互作用能的竞争关系是我们研究自旋结构的基

础。 
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系统的总哈密顿量(2.1.1)相当复杂，所以要设法简化它。首先介绍单模近似，

假设所有自旋分量都具有相同的空间波函数，系统场算符的形式为 

 ( )ˆ âα αψ φ= r
,
 (2.1.2) 

( )φ r 是归一化的自旋无关的空间波函数。单模近似下系统的哈密顿量为[35] 

 ( ) ( )

( )

*
0

4 4 20 2

2
2 2 2

03

ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ      ( ) 1 ( ) 2
2 2

1 3cos ˆ ˆ ˆˆ      ' ( ) ( ') 3 3 ,
4 - '

SMA F B

d e
z

H d h N g

c cd N N d N

c d d L n N

φ φ µ

φ φ

θ
φ φ

= − ⋅

+ − + −

−
+ − + + −

∫

∫ ∫

∫ ∫

r r r B L

r r r r L

r r r r L
r r

 (2.1.3) 

其中 †ˆ ˆ ˆN a aα α
α

= ∑ 是总粒子数密度算符， 
†

0 0 0ˆ ˆ ˆn a a= 是自旋 0分量的粒子数密度算符，
†ˆ ˆ ˆa aα αβ β=L F 是总自旋角动量算符， eθ 是极角。在孤立系统中原子的总粒子数为常数，

可以忽略掉只与 N̂有关的相互作用项，系统哈密顿量可以简化为 

 ( ) ( )2 2
2 0

ˆ ˆ ˆˆ3 ,SMA d d z F BH c c c L n g µ′ ′ ′= − + + − ⋅L B L  (2.1.4) 

其中两个系数分别定义为 
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2 ( ) ,
2
cc d φ′ ≡ ∫ r r  (2.1.5) 

 
2

2
3

1 3cos' ( ) ( ') ,
4 - '
d e

d
cc d d θφ φ −′ ≡ ∫ ∫r r r r

r r
 (2.1.6) 

将空间波函数 ( )φ r 设为谐振子势阱 ( )U r 下单粒子的基态，如 

 ( ) ( )2 2 2 /21/4 3/4 ,x y ze λ
φ λ π

− + +−=r  (2.1.7) 

这里采用谐振子特征长度为长度单位，可得到 dc′的解析表达式 

 
( )

1tan 12 1 3
6 2 1 1

d
d

cc λ λλ λ
π λ λ

− −′ = + − 
− − 

. (2.1.8) 

图 2.1表示 1dc = 时， dc′随λ的变化，从而得出 dc′对谐振子势阱几何形状的依赖关

系： 

 

( )
( )
( )

0,  1
0 1 ,
0 1

dc
λ
λ
λ

< <
′ = =
> >

扁长势阱

，球形势阱

，扁平势阱

 (2.1.9) 

为我们改变系统的性质甚至诱导相变提供了一个方便可控制的手段。 
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图 2.1 1dc = 时有效偶极相互作用与势阱压缩比λ的关系[35]。 

单模近似的最主要思想就是将空间部分与自旋部分分开研究，在单模近似下，

归一化的自旋密度矢量不随空间变化，对应于纳米磁体中的单畴态。显然单畴态对

应短程相互作用的基态，但是一般都不能最小化长程的偶极相互作用能。可见对于

自旋交换相互作用占主导的系统，自旋单畴态是稳定的。但是一旦超出单模近似区

域，较强的偶极相互作用与自旋交换相互作用竞争，表现为自旋单畴态变得不稳定，

系统基态变成其它的自旋与空间相关的磁序态。 

2.2 自旋纹理 

2.2.1 平均场理论 

当偶极相互作用比较大时，单模近似不再适用，可以采用平均场近似，系统的

能量泛函变为 

 

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

2 *
*

2 2
0 2

3

,
2

 
2 2

' ' 3 ' ,
2 '

m m
m m F B

d

E d U n g
M

c n c
d

c d d

ψ ψ
ψ ψ µ

 ∇ ∇
  = − + − ⋅  

  
 

+ + 
 

 + ⋅ − ⋅ ⋅ −

∫

∫

∫

r r r B S r

r S r
r

r r S r S r S r e S r e
r r

h

 (2.2.1) 

最小化能量泛函(2.2.1)要求 
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*

*

,
0m m

m

Eδ ψ ψ

δψ

   = ， (2.2.2) 

可以得到波函数 ( )αψ r 满足的一系列耦合偏微分方程组 

 

[ ]

( ) [ ]

[ ]

1
0 1 0 2 1 2 0

0
0 0 0 0 2 1 2 1

1
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∂  = − ⋅ + − − + + ∂

B F

B F

B F

h

h

h

(2.2.3) 

其中积分算符 iD 的表达式为 

 ( ) ( ) ( )3
1' ' 3 ' .

'i i iD d e= ⋅  −∫r r S r - S r e
r r

 (2.2.4) 

系统的基态可以通过求解 GP 方程组(2.2.3)来得到，当然解这个方程组并没有解析

解，需要通过数值求解，一般采用虚时演化的方法得出系统的基态，其中积分算符

iD 用卷积定理和傅里叶变换处理。 

2.2.2 无磁场平均场相图 

2006年易俗和蒲晗最先通过求解平均场近似下的 GP方程，分别得到了无磁场

时铁磁 ( )87 Rb 和反铁磁 ( )23 Na 自旋 1偶极 BEC的基态相图[102]，图 2.2 (a) 表示没

有外磁场时，自旋交换相互作用为铁磁相互作用 ( )2 0c < 时的基态相图，密度相互

作用与自旋交换相互作用系数的比值设为 2 0/ 0.01c c = − 。相图的横轴为谐振子势阱

的横纵压缩比 λ ，纵轴η 表示偶极相互作用与自旋交换相互作用强度的比值

2/dc cη ≡ 。2.2 (b) 为没有磁场时，自旋交换相互作用为反铁磁相互作用 ( )2 0c > 时

的基态相图，实验上测得的 23 Na真实参数为 2 0/ 0.03c c ; 。 

从相图可得，在单模近似适用区域，根据归一化自旋密度矢量 s的性质，铁磁

相的相图还可以分为 SMA-I, II和 III。当势阱为扁圆形状时( 1λ > )， ⊥s z；当势阱 

为细长的雪茄形时( 1λ < )， s zP ；对于反铁磁系统，还出现了自旋消失的情况，即

0=s 。 

当势阱变得越来越扁（λ值越大）时，偶极相互作用占据重要地位，这与磁性

材料的情况一致。也就是说，虽然偶极相互作用在大体积的磁性材料中弱到可以忽

略不计，但是在磁薄片材料形成的二维系统中将起着关键作用[103]。 

在微磁学上，单模近似适用于单畴区域，在此区域自旋交换相互作用占据主导 
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图 2.2 自旋 1偶极旋量 BEC的基态相图。 (a)自旋交换相互作用为铁磁相互作用( 2 0c < )；

(b)自旋交换相互作用为反铁磁相互作用( 2 0c > )。标记为 SMA-I,II 和 III 的区域表示单模近似

适用区域[35]。 

地位[56]。随着η的增加，单模近似不再适用，因为在大η区域，偶极相互作用在所 

有自旋相关的相互作用中占据统治地位，而这时铁磁和反铁磁相互作用之间的差别

并不显得那么重要。根据势阱的形状，非单模区域可以分为三种不同相，薄饼，雪

茄和球状相，简写为 P,  C 和 S。 

首先介绍 P相，图 2.3 表示一个典型的 P相的自旋在 x-y平面的分布。当凝聚 

体被囚禁在薄饼状的势阱中，其基态自旋平躺在 x-y 平面上，占主导的偶极相互作

用迫使原子的自旋自发形成涡旋结构。假设系统的基态波函数可以表示为 

 
( )( ) ( ) ,in e α

α αψ Θ= rr r  (2.2.5) 

其中
2( )nα αψ=r 是第α 个自旋分量的密度, 

 ( )α α αω ϕ ϑΘ = +r  (2.2.6)   

是相应的相位，这里 αω 是绕数（winding number），ϕ是极角， αϑ 是一个常数相移。

绕数表示绕 z轴转一圈波函数的相位变化 2αω π× 。特别值得注意的是，自旋涡旋态

的波函数的绕数满足下面的特殊关系 

 1 0 1, , 1,0,1ω ω ω− = −
.
 (2.2.7) 

从图 2.4可以看出，自旋 1分量和自旋 1− 分量有着相同的密度，也就是说 

 1 1( ) ( ),n n−=r r  (2.2.8) 
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图 2.3 P相的自旋结构。(a)表示薄饼形的偶极旋量凝聚体自旋结构的流线表示(streamline)，

在这个区域，每一层的自旋结构都一样，自发地形成自旋涡旋态，且自旋都躺在平面上，故在

z轴上的投影为 0。(b)薄饼形状的凝聚体的自旋结构在 0z = 平面上的分布[35]。 

 

图 2.4 上图和下图分别表示铁磁相互作用下 P 相三个自旋分量的密度和相位在 0z = 平面

上的分布，其中 2λ = 和 1η = 。从左到右分别表示自旋分量为 1,  0， 1− 。从相位变化得出自

旋 1和自旋 1− 分量绕着 z轴旋转，但方向相反，自旋 0分量相位不变。 
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但是这两个分量上绕数是相反的，即自旋 1分量的相位沿一个闭合曲线从 π− 到π顺

时针变化，而自旋-1分量逆时针变化，自旋 0分量的相位为一个常数。图 2.5表示

自旋涡旋态的密度在 x轴上的分布，可以看出自旋 1和-1分量的密度在 x轴上的分

布完全重合，而且在 0x = 的位置，密度被自旋 0分量占据，其余两个分量的占据数

为 0。 

自旋涡旋态跟磁片中的磁涡旋态非常相似，但是它们有一个很大的不同，即为 

了减小涡旋中心的交换能，磁涡旋中心的磁矩垂直于磁片所在的平面。然而，在旋 

量凝聚体中，不受局域磁化守恒的约束，所以在涡旋中心的自旋很自然的消失了。

事实上，涡旋中心的区域是被自旋为 0的分量占据，其它两个分量在涡旋中心的占

据数为 0。 

将式(2.2.5)-(2.2.8)带入自旋密度矢量 ( )S r 的定义(1.1.21)式中，可以得到其 x分

量为 

 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

0 1 1 0 1 0 0 1

* * *
1 0 0 1 1 1 0

0 1

0 1 0 1 0 1

0 1 0 1 0 1

1 1 1 1
0 1 0

1 1 1 1
0

1
2

1
2
2 cos cos

2 cos cos

2 cos
2 2

  cos
2 2

x

i i i i

S

n n e e e e

n n

n n

n n

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ϑ ϕ ϑ ϑ ϕ ϑ

ϑ ϑ ϑ ϑϑ ϕ

ϑ ϑ ϑ ϑ
ϑ ϕ

− −

− −

Θ −Θ Θ −Θ Θ −Θ Θ −Θ

−

−

− −

− −

 = + + + 

 = + + + 

= Θ − Θ + Θ − Θ  

= + − + − −  
+ −  = − + −   

+ −+ − − −

( ) ( )cos ,f ϕ δ

 
     

= −r

 (2.2.9) 

其中 

 1 1
0 1 0

( )( ) 2 2 cos
2

f n n ϑ ϑϑ −+ = −  
r

,
 (2.2.10) 

以及 1 1( ) / 2δ ϑ ϑ−= − 。另外，相角满足条件 

 ( )0 1 1
1 0
2

ϑ ϑ ϑ−− + =
.
 (2.2.11) 
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图 2.5 铁磁相互作用下 P相的三个自旋分量在 x轴上的密度分布，虚线表示总自旋密度分

布。 
 

同理可得到自旋密度矢量的其它两个分量，于是 

 

cos( )
(r) sin( )

0

x

y

z

S
S f
S

ϕ δ
ϕ δ

−   
   = −   
   
   

S(r) =
.
 (2.2.12) 

该自旋结构也称为无核 skyrmion。旋量凝聚体可以用一个包含振幅和相位的宏观波

函数来表示，在自旋 1和自旋 1− 分量的密度中心存在一个奇点，而相位的变化物理

上表示为速度的变化。在量子力学中，空间非均匀的单粒子波函数的相位与粒子的

速度的关系为： 

 v
Mα α= ∇Θ
h

.
 (2.2.13) 

总之，在自旋涡旋态，即 P相，自旋 1分量和 1− 分量的自旋绕着 z轴旋转，但 

是旋转方向相反，而自旋 0分量，由于绕数 0 0ω = ，静止不动，由此会产生一个净

自旋流，但是没有质量流。 

在一个雪茄型势阱中，系统基态为图 2.1中的 C相，局域原子的自旋大部分都 



第二章  偶极旋量玻色爱因斯坦凝聚体 

31 

 

图 2.6 C 相的自旋结构。(a) 红色的线表示雪茄型的偶极旋量凝聚体自旋结构的流线表示

（streamline），在这个区域，自旋主要沿 z 轴方向而且形成一个螺旋的图形。剖面上的颜色表

示 ⊥S 的分布，其中 0.4λ = ， 1.6η = 。(b) 自旋密度矢量在 x-z平面的分布，(a) 与 (b) 的参

数一样。(c) 和 (b) 的相互作用参数相同除了 6η = [35]。 

朝向 z轴的方向。在这种情况下，大部分自旋形成首尾相接的自旋结构，而使偶极

相互作用能最小化。这种情况下的波函数的相位虽然也能表示成式(2.2.6)的形式，

但是三分量对应的绕数不同 

 1 0 1, , 0,1,2ω ω ω− = . (2.2.14) 

而且，相移 αϑ 不再是一个常数，而是一个关于 z的函数。那么，按(2.2.9)同样的方 

法计算的 C相的自旋密度矢量的形式变成了 

 

1 1

cos( )
sin( )
n n

ϕ δ
ϕ δ

−

∆ + 
 −∆ + 
 − 

S(r) =

,

 (2.2.15) 
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图 2.7 S 相的自旋结构。(a)表示球形的偶极旋量凝聚体自旋结构从原点出发的流线表示

（streamline），(b)表示在 0, 0  0z z z> = <和 三个平面内自旋结构的三维表示。 

 

其中 ( )0 1 12n n n−∆ ≡ + ，自旋扭转角定义为 ( ) ( ) ( )0 1z z zδ ϕ ϕ≡ − ，它随 z单调递

增，而且满足 ( )0 0zδ = = 。图 2.6 (a) 是 C相的典型的自旋结构，可以看到自旋绕

着 z轴旋转形成螺旋结构。图 2.6 (b) 和 (c) 表示在自旋平面 ( ),x zS S≡SP 的相应的

自旋结构，看起来类似于一个条形磁铁。 

位于 P相和 C相中间的 S相，其势阱形状近似于球形，即 1λ ≈ 。S相的一个显

著的特征是空间波函数的柱对称性被破坏，这就意味着nα不再是对称的。图 2.7给

出一个典型的 S相的自旋结构，可以看出自旋结构不是柱对称的，而且两边的自旋

结构还出现 o180 的畴壁。 

2.3 外磁场中的自旋涡旋态 

综上所述，偶极相互作用在薄饼状结构的凝聚体中起着重要的作用，其基态为

自旋涡旋态。下面针对自旋涡旋态，研究外加磁场（横向和纵向）的影响，这对研

究耦合自旋涡旋对在磁场中的基态和磁场淬火动力学具有重要意义。 

2.3.1 外加纵向磁场 

首先考虑当外加的磁场沿着量子化 z 轴时，自旋涡旋态的变化。图 2.8 表示的
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是 z方向的磁化强度 zM 随磁场强度 zB 的变化。可以看到 zM 的大小随着 zB 单调递

增。这里由于自旋 1 的碱金属原子的精细结构 1 / 2 0Fg = − < ，所以 zM 是负值。然

而在磁场强度的变化过程中存在临界磁场 *
zB ，在这个临界点， zM 出现了突然跳跃，

这意味着系统存在一阶相变。由图 2.9 可以得出，这个临界磁场强度依赖于谐振子

势阱的纵横比λ、总粒子数N以及偶极相互作用的强度η。 

在均匀磁场下波函数
( )( ) ( ) in e α

α αψ Θ= rr r 的相位 αΘ 依然能写成式(2.2.6)的形式，

而且依然满足关系(2.2.11)。研究发现当 *
z zB B< 时, αϑ 是常数，但是当 *

z zB B> 时， αϑ

变成了 z的函数，如图 2.10所示。过了临界磁场，自旋三分量的绕数也发生了变化，

如 

 
*

1 0 1 *

-1,0,1 ,
, ,

2, 1,0 ,
z z

z z

B B
B B

ω ω ω−

 <=  − − > ,

 (2.3.1) 

则局域自旋密度矢量的形式变为 

 

图 2.8 自旋涡旋态在 z 方向的磁化强度 zM 随外加纵向磁场强度的变化。不同的线型分别

表示 4λ = （实线）, 6（虚线）, 8（点划线）时的情况，其中 0.5η = ，
61.5 10N = × 。插图表

示 87Rb真实偶极相互作参数下的图像， 0.09η =  [35]。 
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图 2.9 在不同的参数 ( ),N η 下，临界磁场随谐振子势阱的压缩比λ的变化[35]。 

 

 

图 2.10 当 0.5η = 以及 时，不同磁场下，自旋扭转角δ 随空间 z 轴的变化。

空间的单位是 / Mω⊥h [35]。 

61.5 10N = ×
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( ) ( )

( ) ( )
0 1 1

0 1 1

1 1

2 sin

2 cos

n n n

n n n

n n

ϕ δ

ϕ δ

−

−

−

 + −
 
 − + − 
 − 
 

S(r) =

,

 (2.3.2) 

其中 1 0 / 2δ ϑ ϑ π= − − 。当 *
z zB B< 时， 0δ = ，当 *

z zB B> 时，δ 是 z的函数，如图 2.10。 

2.3.2 外加横向磁场 

外加横向磁场情况下，薄饼状偶极旋量 BEC 中形成的自旋涡旋态中心会发生

移动。随着磁场强度的增大，自旋涡旋态的涡旋中心会沿着垂直于外加磁场的方向

外移，直至移出原子云，此时原子全部被极化到沿着横向磁场的方向。如图 2.11

所示，当没有磁场时，磁涡旋态的中心在 0z = 平面的中心（左图），当沿着 x轴正

方向加一个外磁场 xB ，涡旋中心开始向 y轴正方向偏移（中间图），当 xB 强度足够

大时，原子自旋被极化，全部朝向 x 轴正方向（右图）。这个现象与纳米磁片中磁

涡旋动力学行为非常类似，第三章我们还会详细介绍使用冷原子系统来模拟纳米多

层磁片，进而研究耦合涡旋的基态磁性质以及磁场淬火动力学性质。 

 

图 2.11 当 0.5η = ， 以及 =4λ 时，自旋涡旋在不同强度的横向磁场 xB 下，

0z = 平面的基态自旋结构。从左到右对应的磁场分别为 0,14.3,42.9xB Gµ= [35]。 
 

2.4 Einstein-de Haas 效应 

下面考虑外磁场突然为 0时偶极旋量玻色爱因斯坦凝聚体的动力学行为。首先

将凝聚体制备在有外磁场的极化态，然后突然撤掉外磁场，观察系统的动力学行为。

在无外磁场存在时，由于系统的总自旋守恒，所以自旋极化态是稳定的。但是，当 

61.5 10N = ×
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图 2.12  (a) 由于 Einstein–de Haas效应引起的自旋角动量和轨道角动量随时间的变化。计

算用的是囚禁在球形谐振子势阱中的
52Cr 玻色爱因斯坦凝聚体，对应的谐振子频率为

2 820Hzω π= × 。(b) - (d) 分别表示 3ψ − ， 2ψ − 以及 1ψ − 在 2tω = 时刻的等密度面。表面的颜

色表示相应序参量的相位[105]。 

系统存在偶极相互作用时，情况变得大大不同，因为偶极相互作用和自旋角动量并

不对易，它只与系统的总角动量（自旋角动量与轨道角动量之和）对易。这是因为

偶极相互作用包含自旋轨道耦合项，导致它在自旋空间不是旋转不变的。另一方面，

由于偶极相互作用同时在自旋空间和坐标空间旋转保持不变，所以偶极相互作用对

系统的总角动量还是守恒的。偶极相互作用能引起自旋弛豫现象，使得角动量可以

在自旋和轨道之间转化；一旦自旋角动量松驰，凝聚体就开始做旋转运动。这种现

象称为玻色爱因斯坦凝聚体中的 Einstein–de Haas效应。 

文献[104, 105]研究了 52Cr  原子凝聚体的 Einstein–de Haas效应。图 2.12展示

了自旋角动量和轨道角动量随时间的演化，初始态的自旋被极化在精细能级 3α = −

上，随着时间的推移，在自旋角动量减小的同时伴随着轨道角动量的增加，而系统

的总角动量守恒。 

自旋 1 的 87 Rb凝聚体是铁磁性的，其自旋极化态很稳定。所以在这种情况下，
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如果在与自旋极化方向相反的方向加一个外磁场，转动动能和线性塞曼能可以通过

偶极相互作用发生共振，进而导致 Einstein–de Haas效应[106]。此外，研究预测，

通过一个振荡磁场，自旋 1的 87 Rb凝聚体中会 发生共振增强现象[107]。当凝聚体

倾向于无磁化态时，自旋极化态本身就不稳定，所以在低磁场下，就会有明显的

Einstein–de Haas效应产生，如自旋1的 23 Na玻色爱因斯坦凝聚体或者自旋3的 52Cr。

由偶极相互作用引起的自旋弛豫在 52Cr原子中已经被观察到，会导致 52Cr原子的热

气体[108]和凝聚体[109]的热化，而这种热化在光晶格[110]或者超低磁场下会被压

制[111]。 

2.5 数值方法简介 

2.3 节已经得到平均场近似下偶极旋量 BEC 的 GP 方程(2.2.3)，通过求解这个

方程组，就可以得到系统的基态以及动力学演化行为。上述方程中含有原子质量，

普朗克常数以及相互作用系数等参数，形式较为繁琐，故为方便起见首先要对以上

方程组做无量纲化处理，当求解完成后，如要得到原来物理量可以通过参数逆变换

来还原。由于外势阱选择的是对称的谐振子势阱，所以在数值计算过程中采用谐振

子的特征单位会大大简化计算。如：长度单位为 / Mω⊥ ⊥=l h ，能量单位为 ω⊥h ，

时间单位为 1ω−
⊥ 。另外，波函数变为 ( ) ( )3r / rNα αψ φ⊥= l ，相应的 GP方程(2.2.3)变

为： 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
0 0 2 1 2 0

0
0 0 0 2 1 2 1

1
0 0 2 1 2 0

2 ,

2 ,

2 ,

z d z d

d d

z d z d

i h c n c S c D c S c D
t

i h c n c S c D c S c D
t

i h c n c S c D c S c D
t

φ φ φ

φ φ φ φ

φ φ φ

− −

+ + − − −

−
− + +

∂
= + + + + +

∂
∂

= + + + + +
∂

∂
= + − − + +

∂

 (2.5.1) 

其中 ( )2 2 2 2 2
0h x y zλ= −∇ + + + ，

2n αα
φ= ∑ ， 1nd =∫ r ，无量纲的相互作用系数分

别为 

 
( )0 2

0
8 2
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3

N a a
c

π
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2.5.1 虚时演化 

虚时演化方法，经常被用来求解 GP方程的基态，它可以将虚数方程转化成实

数方程来解。由于波函数是一个复数，所以一个简单可行的方法就是把波函数写成

两部分，实部和虚部，其中 zS 和 zD 是实数。虚实演化的一般的方法是将无量纲的

GP 方程中的 it用实数表示，然后将方程写成实部和虚部两个，则一个方程就可以

分成两个方程，方程(2.5.1)就分成了六个，而且这六个方程都是实数方程。但是虚

时演化的一个缺点是不能做动力学演化，而且在求基态的过程中每演化一部都要对

波函数进行归一化。随着时间的变化，当上下时刻的系统的总能量之差接近于 0时

（程序上由于没有绝对的 0，姑且认为达到 1510− 就可以了），就认为达到了系统的

基态。原则上说，虚时演化的初态是可以随便选的，但是有时候选择一个好的初态

能够大大缩短系统收敛的时间。而对于有偶极相互作用的三维系统，系统收敛就会

变得很慢，而且基态和激发态的能级差很小，所以系统很有可能收敛到一个局域最

小值上，这就需要在计算前根据系统的参数，大概地猜测系统有可能的基态，最后

比较演化后系统的总能量，能量最低则对应于系统的基态，这样可以有效地避免基

态落在次能级上。 

2.5.2 时间劈裂傅里叶谱方法 

对于一个的含时演化方程，其一般形式为 

 ( )ui A B u
t

∂
= +

∂
. (2.5.2) 

A 和 B 是两个算符， u是系统波函数。如果给定时间步长 t∆ ，则 nt n t= ∆ ，其中

1,2,n = …，则 nu 可以近似认为等于 ( )nu t 。在一个 t∆ 内，方程(2.5.2)可以写成 

 
( )1 i A B tn nu e u− + ∆ +  = . (2.5.3) 

当 t∆ 取的足够小时，由 Baker-Hausdorff公式上式可以写成 

 1n iA t iB t nu e e u+ − ∆ − ∆= . (2.5.4) 

上式可表达为 

 ( )1 /2i tA nu e u− ∆= ， (2.5.5) 

 ( ) ( )2 1i tBu e u− ∆= ， (2.5.6) 

 ( )21 /2n i tAu e u+ − ∆= . (2.5.7) 
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这样就将求解方程(2.5.2)简化为依次求解 

 
ui Au
t

∂
=

∂
 (2.5.8) 

和 

 
ui Bu
t

∂
=

∂
. (2.5.9) 

非线性的薛定谔方程可化简为 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
, , , , ,Au x t U x u x t g u x t u x t= +  (2.5.10) 

 ( ) ( )1, , .
2 xxBu x t u x t= − ∂  (2.5.11) 

其中 g表示相互作用系数。那么求解非线性薛定谔方程就可以转换为求解下面两个

方程： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
, , , , ,ti u x t U x u x t g u x t u x t∂ = +  (2.5.12) 

和 

 ( ) ( )1, , .
2t xxi u x t u x t∂ = − ∂  (2.5.13) 

关键是求解跟空间有关的方程(2.5.13)以及偶极相互作用，可以使用傅里叶谱的方

法。空间波函数 ( )u x 的傅里叶变换表示为 

 ( ) ( ) 2( ) ,iu u d u e π− ⋅= =   ∫ f rf r r r% F  (2.5.14) 

其傅里叶逆变换为 

 ( ) [ ]1 2( ) ( ) .iu u d u e π− ⋅= = ∫ f rr f r f% %F  (2.5.15) 

根据傅里叶变换的导数性质 

 ( ) ( )1 2 1 2( ) 4 ( ) .xx xxu u uπ− −  ∂ = ∂ = −    r r f f%F F F  (2.5.16) 

方程(2.5.13)变成 

 ( ) ( )2 2, 2 , .ti u t u tπ∂ =f f f% %  (2.5.17) 

这样方程解起来就简单多了。得到的波函数再进行傅里叶逆变换，就可以得到 t 时

刻的波函数。对于偶极相互作用项可以采用卷积定理来处理 

 ( ) ( ) ( ) ( )1' - ' ' .d v u v u−=   ∫ r r r r f f% %F  (2.5.18) 
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傅里叶变换能用在解决很多问题上，比如傅里叶频谱分析，把时域的波转化到频域，

从而能够更好的分析动力学运动规律。为了提高运算速度，还可以使用快速傅里叶

变换，简称 FFT，它运用了傅里叶变换中指数因子的周期性和对称性。 

2.6 本章小结 

本章介绍偶极相互作用在旋量玻色爱因斯坦凝聚体中的重要作用。文中详细介

绍了自旋 1偶极旋量玻色爱因斯坦凝聚体在单模近似以及非单模近似下的特性。在

单模近似区域，系统的自旋结构类似于磁性材料中的单畴态，其自旋的分布是统一

的。当偶极相互作用足够强时，单模近似不再适用，自旋结构决定于自旋交换相互

作用和偶极相互作用之间的相互影响。而且薄饼型的凝聚体对偶极相互作用特别敏

感，该情况下自旋结构类似于跟磁片材料中磁涡旋形成自旋涡旋态。在外加纵向磁

场的作用下，系统会出现相变，在外加横向磁场作用下，随着磁场强度的增加，涡

旋中心会朝着垂直于外加磁场的方向向外移动，最后移出凝聚体，凝聚体被极化。

总而言之，偶极旋量凝聚体代表着一类新奇的各向异性超流，这里面有丰富的物理

现象有待探索。 
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第三章  偶极旋量玻色爱因斯坦凝聚体中的耦合自旋涡旋对 

3.1  引言 

由于偶极相互作用的各向异性和长程相互作用性，偶极旋量 BEC 系统对外势

变得非常敏感，而且随着势阱形状的变化,系统会自发产生丰富的自旋结构。当原子

囚禁在扁平的谐振子势阱中，在足够强的偶极相互作用下，系统会自发的形成一个

自旋涡旋态，这种首尾相接的自旋结构使得系统的总能量最低[35]。束缚在多个势

阱中的偶极旋量 BEC 能自发地形成自旋涡旋态，而且原子之间的相互作用以及系

统的几何形状都是可调节的，给模拟多层磁涡旋结构提供了理想平台。特别是最近

超冷极性分子的实现给研究高绕数的耦合自旋涡旋态提供了很好的研究机会[112, 

118]。 

本章着眼于自旋涡旋态，研究对称双势阱中自旋 1偶极旋量 BEC的基态性质。

双势阱将一个自旋涡旋态劈裂成一对涡旋态，非常类似于我们前面提到的多层纳米

磁盘结构（铁磁-非磁-铁磁）中的磁涡旋态。由于多层涡旋的各种潜在应用可能，

耦合涡旋在磁场中的性质也引起很大关注，为研究涡旋的动力学性质提供了有效的

可调控手段，本章我们还将研究自旋 1 偶极旋量 BEC 耦合涡旋对在横向磁场中的

基态性质。 

3. 2  双势阱 

我们考虑由 N个自旋 1原子组成的系统被束缚在一个双势阱中，双势阱是由一

束高斯激光加在谐振子势阱上组成，它的具体形式可以写成 

 
2 2

0/(2 )2 2 2 2 2 21( ) ( ) ,
2

z
zU M x y z Ae σω ω ω −

⊥ ⊥= + + +r  (3.2.1) 

其中 A和 0σ 分别表示高斯势垒的高度和宽度。图 3.1中黑实线和红虚线分别对应 z

轴方向的谐振子势阱和双势阱 

 2 2
1

1( ) ,
2 zU z M zω=  (3.2.2) 

 
2 2

0/(2 )2 2
2

1( ) .
2

z
zU z M z Ae σω −= +  (3.2.3) 

这里我们注意到高斯势垒 A与阱间势垒 A%不同，后者从双势阱的最小值开始测量，

如图 3.1所示。我们不难得出 A与 A%之间的关系为 
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图 3.1黑色实线表示在 z轴上的谐振子势阱 1( )U z ，红色虚线表示 z轴上的双势阱 2 ( )U z ，

A是高斯势垒的最大值， A% 是两个势阱间势垒的高度。 
 

 
2 2

2 2 0
0 (1 ln ).z

z
MA A M

A
ω σ

ω σ= − −%  (3.2.4) 

其中
2 2

2 2 0
0 (1 ln )z

z
MM

A
ω σ

ω σ − 是双势阱 2( )U z 的极小值。 

3. 3  模型 

在平均场方法中，凝聚体的波函数 ( ) ( 0, 1)rαψ α = ± 满足耦合动力学方程 

 0 0( ) ,F B effi h c n g
t
α

α αβ β
ψ ψ µ ψ∂

= + + ⋅
∂

B Fh  (3.3.1) 

其中有效磁场 effB 由三部分组成，分别为外磁场 extB ，自旋交换碰撞相互作用 colB 以

及偶极相互作用 dipB  
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[ ]

2

3 2

( ) ( )+ ( )+ ( ),

( ) ( ),

3 ( ')'( ) ( ')- ,

eff ext col dip

col
F B

d
dip

F B

c
g

c d
g

µ

µ

=

=

 ⋅
=  

  
∫

B r B r B r B r

B r S r

S r R RrB r S r
R R

 (3.3.2) 

其中 - '=R r r 。  

3.4  数值参数 

下面我们主要研究系统在双势阱中的基态性质。在第二章中提到，平均场近似

下系统的基态可以通过虚时演化求解 GP 方程得到，在计算中采用无量纲化处理，

设定 55 10N = × 以及 (2 )100ω π⊥ = Hz。由于我们感兴趣的是自旋涡旋态，所以采用

薄饼状的谐振子势阱，这里谐振子压缩比设定为λ =6，双势阱之间的距离固定在

0 0.65σ ⊥= l ，取 87 Rb原子的散射长度 0 5.40a nm= 和 2 5.32a nm= 。对于 原子，

偶极相互作用强度 dc 大约是自旋交换相互作用强度 2c 的 10%，这里增加 使得

2dc c= , 以确保当势垒出现的时候，系统依然处于自旋涡旋态。这样选择 的目的

是为了加快数值运算的收敛，但是这个选择并不影响下面结果，可以证实仅仅通过

增加粒子数到 710 数量级即可以定性的得到相同的结果，而此时的 正是实验上

原子对应的偶极相互作用强度。为了保证偶极相互作用跟线性塞曼能是可比的，

我们所选择的外磁场都在100 Gµ 以下，所以在计算中忽略二阶赛曼能[23]。 

3.5  无磁场下的基态 

本节介绍无外磁场时系统的基态性质。第二章介绍了当外势阱的形状为薄饼状

时，偶极旋量凝聚体的基态是一个无核涡旋，如图 3.2 的左图，展示了自旋涡旋态

的自旋结构以及等密度面。 

在双势阱中，随着势垒高度的增加 BEC 气体在空间上被分成两个薄饼。这时

凝聚体的自旋结构由层内和层间的偶极相互作用共同决定。我们发现当

* 246A A ω⊥< = h 时，上下两层凝聚体的涡旋具有相同的手征，我们把这种结构记做

平行自旋涡旋对 (PSVP)，但是当 *A A> 时，上下层涡旋的手征反向，形成了反平

行自旋涡旋对 (ASVP)，如图 3.2 所示。直观上说，从 PSVP 到 ASVP 的转化是由

层间的偶极相互作用引起的，此时两个势阱中原子的自旋倾向于彼此反平行排列。 

87 Rb

dc

dc

dc
87 Rb
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图 3.2 不同势阱下基态等密度面和自旋结构图。从左到右分别对应于不同的势垒高度

/ ( )A ω⊥h = 0, 100和 300。箭头表示自旋结构，最左边的是 0z = 层，中间和右面画的是 minz z= ，

其中 minz 表示势阱处在最低点所对应的 z轴坐标。 

为了方便，我们把波函数分为上半部分 ( )u
αψ （ 0z > ）和下半部分 ( )l

αψ （ 0z ≤ ）

两部分，定义上半部分和下半部分的参数分别为 ( ) ( ) ( ),  ,  i i inα α αωΘ 和 ( )i
αϑ （ ,i u l= ）。我

们发现 PSVP态上半部和下半部都满足条件 (2.2.7)，(2.2.8) 和 (2.2.11)。尽管 ASVP

态上下两部分依然满足条件 (2.2.7) 和(2.2.8)，但是只有下半部分才满足条件式

(2.2.11)（ ( ) ( ) ( )
0 1 1( ) / 2 0l l lϑ ϑ ϑ−− + = ），而 上半 部分 三分 量的 相角 的关 系为

( ) ( ) ( )
0 1 1( ) / 2u u uϑ ϑ ϑ π−− + = ，产生了自旋反向的涡旋对结构。更为特别的是，数值计算

结果显示 ASVP相的相位满足关系 ( ) ( )
1 1
l uϑ ϑ± ±= 和 ( ) ( )

0 0 0
u l π∆Θ = Θ − Θ = 。图 3.3分别展

示了单层涡旋和双层涡旋波函数的相位在 x-y平面分布。 

从物理上来说，PSVP 到 ASVP 之间的转化可以理解如下。首先我们假设两个

实函数 ( )
0

lφ 和 ( )
0

uφ 分别表示上下势阱的基态波函数，那么在双势阱中自旋 0分量的基

态波函数 ( )
0ψ + 和第一激发态波函数 ( )

0ψ − 就可以粗略的表示为 ( ) ( ) ( )
0

l uψ φ φ± ∝ ± 。这两个

态所相应的能量被双势阱之间的隧穿劈裂能分开，因为一旦势垒高度增加，两势阱

之间的隧穿劈裂能就会减小，当势垒 A增加到足够大以至于隧穿劈裂能不足以弥补

层间的偶极相互作用能时，系统更倾向于 ASVP态，则 变为自旋 0分量的基态

波函数，而此时双势阱间自旋 0 分量的相位差 0 π∆Θ = ，此相位差由磁偶极相互用

自发形成。 

上述观点可以通过 *A 与 0σ 之间的关系进一步论证。在双势阱中，层间偶极相

互作用与 3
01 / σ 成比例，两势阱之间的隧穿劈裂能与 0Ae σ− %

成比例，二者相等可得到

双势阱的临界势垒高度满足关系式 

 * 1
1 2 0 0( ln ) .A κ κ σ σ −= +%  (3.5.1) 

( )
0ψ −
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图 3.3 基态相位在 x-y平面的分布图。( π− ) 和 (0) 分别表示凝聚体的相位为常数 π− 和 0；

(C) 和 (A) 分别表示相位从 π− 到π 的变化是顺时针和逆时针。图表表示系统处在三种相时，

各个自旋分量波函数所对应的相位。 

 

图 3.4 展示了 *A% 与 0σ 之间的依赖关系，方格子为数值计算结果，虚线为方程

(3.5.1)拟合的结果，可见数值结果与方程符合的很好。 

下面讨论其它物理量与势垒高度的关系。图 3.5分别展示了凝聚体的最大密度 

[ ]max ( )pn n= r 和每个原子的偶极相互作用能 

 1
dip F B dipE g N dµ −= ⋅∫ rS B

 

随 A的变化关系。随着 A的增加，这两条曲线展现两种不同的特性：当 A较小时，

pn 和 dipE 的值随着 A的增大而减小，但是当 A的值比较大时， 和 的值随着

A的增大而增大。我们发现方程 (3.2.1) 中轴向的单势阱的有效频率为 

 ( )2 2
02ln / .eff z zA Mω ω ω σ =    (3.5.2) 

所以形成双势阱的条件为 2 2
0zA Mω σ> ，因为在 A比较小的区域，高斯势垒仅仅使得 

pn dipE
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图 3.4 *A% 随 0σ 变化图。方格子是数值计算的结果，虚线是拟合的结果，其中拟合参数为

1 137.6κ = 和 2 42.5κ = 。 

 

 

 

图 3.5 实线和虚线分别表示密度的最大值和偶极相互作用能对势垒高度的依赖。 

 

谐振子势阱在 z方向变得平缓而并未形成双势阱，所以 和 的值随着 A的增大

而减小，然而在 A比较大的区域， effω 随着 A的增大而增大，进而导致 和 随

着 A的增加而增大。 

pn dipE

pn dipE
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3.6  横向磁场下的基态 

 

图 3.6 0A = 以及 40xB Gµ= 时，系统的基态波函数在 0z = 平面上的分布。最上面的平

面图从左到右分别表示自旋分量分别是 1,0以及 1− 上的粒子数密度分布，单位是
14 310 cm−

。

中间是与上面一行相对应的相位分布图。最下面的图表示相位 αΘ 随中间图中所画的虚线的极

角的变化图。 

在第二章我们已经了解过自旋涡旋态的磁性质，得出结论：凝聚体波函数的绕

数依赖于所加外磁场的方向。在足够强的纵向磁场下，自旋涡旋态波函数的绕数会 

从原先的 1 0 1( , , ) ( 1,0,1)ω ω ω− = − 变为 ( 2, 1,0)− −  或者 (0,1,2)。这种转变不仅包含了各

个自旋分量涡旋度的变化，还包含一阶相变。值得注意的是，在这三个自旋态中粒

子数主要分布的分量上往往没有涡旋，而且在足够强的磁场下，涡旋态所在分量的

粒子数可以忽略不计。文献[35]还重点地提到了存在横向磁场的情况，随着磁场强

度的增强，自旋涡旋的中心会离开凝聚体的中心向垂直于外加磁场方向移动直至消

失，即自旋被极化。 

接下来，我们研究了自旋涡旋态在一个横向的磁场 xB=B x中的性质。首先我

们注意到横向磁场 xB 迫使自旋沿 x方向极化，自旋涡旋态中自旋沿磁场方向的粒子

数目会增加。然后随着外磁场强度的增加，自旋涡旋的中心会沿着 y轴的方向移动，

使得自旋反平行于外磁场的粒子数目减小。图 3.6 展示了谐振子势阱中外加横向磁 
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图 3.7 不同的势垒高度下，单涡旋（蓝色实线），平行涡旋对（ 100A ω⊥= h ，其中 0z < 部

分用红色虚线， 0z > 部分用绿色实线）以及反平行涡旋对（ 100A ω⊥= h ，黑色点画线）涡旋

中心位移的绝对值 y∆ (a) 和沿 x方向的磁化强度 xM (b)随外加横向磁场强度 xB 的变化。 

场的强度 40 GxB µ= 时，凝聚体波函数的密度分布和相位分布。正如我们所看到的，

除了涡旋中心沿 y轴的位移发生了变化，各个自旋分量的绕数并没有发生变化。我

们还对凝聚体波函数的相位沿着闭合回路做了分析（图 3.6黑色虚线），我们发现与

无磁场时相比，自旋 1和 1− 分量的相位 1±Θ 随着闭合回路极角的变化不再是线性的。 

为了定量的研究外加横向磁场对自旋涡旋态的影响，我们做了如下工作。图 3.7

展示了横向外磁场强度 xB 与自旋涡旋中心位移 y∆ 之间的关系，当系统处于谐振 

子势阱中时，随着横向磁场强度的增加 沿 y 轴单调增加直至临界磁场
* 63.5xB Gµ= ，涡旋中心移出原子云。图 3.7(b) 中实线为自旋沿 x方向的磁化强度 

y∆
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图 3.8 双势阱的势垒为 / ( ) 300A ω⊥ =h ，外加横向磁场的强度从左到右分别为 40xB = ，50

以及 70 Gµ 时，系统基态的自旋结构在 x-y 平面的分布，其中上面一行和下面一行分别表示双

势阱上层和下层。 

 

xM 随磁场强度的变化曲线，其中 

 ( ).x xM d S= ∫ r r  (3.6.1) 

我们发现在自旋涡旋消失的临界磁场 *
xB 处 有个突变，这意味着这里存在自旋涡

旋态到极化态的相变。 

对比纵向磁场和横向磁场引起的相变不难发现，对于前者来说凝聚体波函数的

涡旋性一直存在，但是对于后者涡旋甚至可以消失。因为当外磁场为横向时，在足

够强的磁场下各个自旋态粒子占居数一直保持在可观的范围，再加上涡旋带来的额

外能量，使得涡旋态在各个分量上都不受欢迎。而当外加磁场为纵向时，含有涡旋

的自旋分量上的粒子数占据数变得非常小甚至可以忽略，当然由涡旋产生的额外能

量相对于总磁场来说可以忽略不计，故无论所加纵向磁场多强，涡旋会一直存在，

只是各个自旋分量上涡旋的绕数会发生变化。 

同理，当系统处于双势阱中，随着外加横向磁场强度增加，PSVP 态上层和下

层的自旋涡旋中心应该向相同方向移动，而对于 ASVP态向相反方向移动。有趣的

是，我们发现上下层自旋涡旋的中心并不是简单的同时消失，而是在达到一定的临

xM
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界值时 *
xB 后，一个涡旋先移出去，另一个再慢慢移出去，最后当磁场相对比较强达

到另一个临界值 **
xB 时，上下两层的自旋被极化。以 ASVP态的磁化过程为例，图 3.8 

展示了处于三种不同阶段磁化阶段典型的自旋结构。 

为了深入理解这些相变，我们还研究了 PSVP和 ASVP态在双势阱中涡旋中心 

位移的变化 y∆ 随着 xB 的变化规律，如图 3.7 所示。当 * 56.5x xB B Gµ< = 时，PSVP

态上下两层 的变化相同（图中的红虚线和绿实线），对于 ASVP 态临界磁场
* 42.75xB Gµ= ，上下两层 的变化正好相反（图中黑线）。有趣的是，当第一个自

旋涡旋消失时，第二个涡旋的 y∆ 会突然下落，也就是说这个涡旋朝着凝聚体的中

心发生了突然移动。物理上，通过涡旋中心移向凝聚体中心使含有自旋涡旋的一层

含有更多的反平行于另一层的自旋，从而降低了层间的MDDI。在图 3.7(b) 中，分

别展示了 PSVP和 ASVP态沿 x方向的总磁化强度 xM 随磁场强度 xB 的变化，可以

很明显的确定临界相变点 *
xB 和 **

xB 。 

3.7  本章小结 

    本章研究了自旋 1 偶极旋量 BEC 在双势阱中的基态性质和磁性响应行为。我

们主要研究了高度扁平化双势阱中的自旋涡旋态。我们发现，双势阱会导致自旋涡

旋对出现，而且随着双势阱势垒高度的变化会产生两种不同的自旋结构 PSVP 和

ASVP。在无外磁场时，双势阱间的隧穿劈裂与两者之间的 MDDI 的互相影响会导

致 PSVP与 ASVP之间的相变。在外加横向磁场的作用下，自旋涡旋态的中心会沿

着垂直于所加磁场的方向移动直至消失，此时自旋全部朝向所加磁场的方向，这与

外加纵向磁场的情况完全不同。有趣的是， PSVP和 ASVP态上下势阱中的自旋涡

旋态不是同时消失，而是逐个消失。

y∆

y∆
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第四章  偶极旋量玻色爱因斯坦凝聚体中的耦合自旋涡旋对

的动力学 

4.1  引言 

    层状磁性材料中形成的磁涡旋态，由于其简单的自旋结构以及潜在的应用价值，

其非平庸的动力学性质，是一个非常有吸引力的课题。依靠涡旋的手征和极性的变

化来调控层状结构的自旋涡旋态为未来的信息存储打开了一扇窗。BEC作为一个理

想的纯净平台，用来研究涡旋的动力学行为，可以提供更多的可调节因素。 

    我们研究涡旋动力学的另一个动机是磁涡旋振荡已经被用作研究未来无线电

通讯的可调微波发生器，因此深入了解多层涡旋结构的基本物理性质变得非常迫切。

最近，涡旋对[119-124]，三涡旋[125]，涡旋链[124,126]，磁盘阵列和方形涡旋等有

关耦合磁涡旋的动力学已经得到了广泛的研究[127-130]。在第三章中我们已经用偶

极旋量 BEC 来模拟多层磁涡旋的平行涡旋对和反平行涡旋对，而且为了实现与纳

米点装置相似的自旋结构，可以通过加横向磁场使得涡旋中心发生偏移。三层结构

的耦合动力学可以采用时间分辨成像技术用扫描透射 x射线显微镜观察到[131]。这

激发了我们探索涡旋的磁场淬火动力学行为，从而揭示耦合涡旋对在层状凝聚体中

的运动规律。 

    考虑到磁涡旋广泛的应用价值，本章主要基于第三章得到的基态自旋涡旋对，

有针对性地研究它们的碰撞动力学以及淬火动力学，即初态制备好之后，突然撤掉

双势阱的势垒或者横向磁场，观察涡旋对的动力学演化。本章第二部分介绍我们的

模型以及数值参数设定；第三部分介绍涡旋碰撞动力学的数值模拟结果；第四部分

介绍自旋涡旋对在不同磁场强度下的淬火动力学行为；最后对本章内容归纳总结。  

4.2  模型与数值参数 

    在平均场理论中，偶极旋量 BEC 自旋涡旋对的动力学行为同样遵循 GP 方程 

(3.3.1)，只是在数值方法上，不再使用虚时演化，而是在关掉双势阱或者磁场后对

系统进行实时演化。在实验上，可以用一束高斯激光将凝聚体分成两半，这时系统

可以看做准二维原子云，原子在平面上运动近乎自由。在无磁场情况下，势阱两边

涡旋的手征取决于固定高斯势垒宽度 0σ 下势垒的高度 A。在计算过程中我们采用与

第三章相同的数值模拟参数。值得注意的是，我们所研究动力学的初态为虚时演化 
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    图 4.1  高斯势阱突然关掉后自旋涡旋对 PSVP (a) 和 ASVP (b) 的碰撞动力学行为，每张

图表示原子云沿 y轴积分后的密度在 x-z平面的分布。 

得到的系统基态，如: 无磁场时的 PSVP（ 100A ω= h ）和 ASVP（ 300A ω= h ）；在

横向磁场下的双涡旋，单涡旋以及极化态。下面我们就碰撞动力学和磁场淬火动力

学做详细介绍。 

4.3  涡旋碰撞动力学 

    为了给实验提供可以鉴别 PSVP和 ASVP的信息，我们对比研究了两种自旋涡

旋对的碰撞动力学。首先，我们将双势阱的势垒宽度固定为 0 0.65σ ⊥= l ，高度分别

设置为 100A ω= h 和 300A ω= h ，分别对应于无磁场时的 PSVP 和 ASVP 相，前文

用虚时演化得到的系统基态作为动力学演化的初态。当自旋涡旋对形成以后，迅速

地撤掉双势阱的势垒，然后观察两种自旋涡旋对的碰撞，寻找演化过程的共同点和

不同点。 

当双势阱的势垒突然撤掉，势垒两边的原子开始朝彼此的方向加速运动，在势

阱中心，两个涡旋发生碰撞。碰撞动力学计算采用的是完全三维数值模拟，图 4.1

给出了动力学碰撞过程中两个周期内凝聚体的粒子数密度沿 y 方向的积分在 x-z 平

面的分布。在碰撞过程中观察到了类似于量子牛顿摆[93]的周期振荡，而且两种涡

旋对的碰撞呈现出完全不同的干涉条纹和手征交换特性。 

    我们把两个凝聚体薄片在势阱中心碰撞两次回到各自的初始位置定义为一个

碰撞周期， 12 / 1.05zτ π ω ω−
⊥= = 。第一次碰撞发生在 / 4τ 时刻，处在 ASVP 的凝聚

体在整个密度区域呈现出一个全局的密度干涉条纹，而 ASVP相的凝聚体只在密度

的中心区域出现干涉条纹。事实上，此时凝聚体三个分量之间的相互作用最强，三

分量的粒子数交换也最频繁，图 4.2 记录了自旋 0分量上的粒子数分布 0n 随时间的

变化，其中 0n 定义为 2
0ψ 对全空间的积分。我们发现，在 PSVP的第一次碰撞期间

0n 是减少的，这意味着 PSVP相倾向于粒子数交换朝着2 0 1 1→ + − 方向进行。 
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图 4.2 实线表示两种碰撞过程中自旋 0分量粒子数 0n 随时间的变化，(a) 和 (b) 分别表示 

PSVP和 ASVP的情况，虚线表示相对应的梯度变化。 

 

图 4.3  ASVP相的两个涡旋对在碰撞过程中三个不同时刻的自旋结构图。初始时刻上下两

层凝聚体在势阱最低点的手征在第一次碰撞 / 2t τ= 后交换，然后在 t τ= 时刻又恢复。 

然而 ASVP相却倾向于相反的方向。值得一提的是，在整个演化的过程中，系统沿 

着 z方向的磁化强度 zM 自始至终都保持为 0，以至于粒子数在±分量上的分布始终

满足关系 1 1n n−= 。 

    当两个薄片第一次碰撞完成之后，它们直接穿过彼此，当 / 2t τ= 时这两片凝聚

体再次分开，我们观察到一个有趣的现象， ASVP相自旋涡旋对中上层和下层涡旋

的手征发生了交换，而且当它们再次碰撞后 t τ= 再次发生交换，恢复到初始状况，

只不过在涡旋中心的附近自旋结构开始出现混乱，如图 4.3 所示。对于 PSVP 相，

由于它上下两层涡旋的手征在初始时刻就是相同的，所以碰撞后依然保持不变。在

第三章我们提到，PSVP和 ASVP相自旋 0分量的相位差分别为 0和π，这导致了

波函数完全不同的碰撞动力学行为。在 PSVP相，在 / 2t τ= 时凝聚体的质心处观察
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到一个密度尖峰，说明这个碰撞是同相碰撞，而在ASVP相中出现的是密度极小值，

说明 ASVP相的涡旋碰撞是反相碰撞。这个现象与物质波孤子碰撞的实验符合的非

常好[94], 如图 1.10所示。不同于一维碰撞，我们研究的这种面对面碰撞在几个周

期后会被破坏掉，可以理解为涡旋对之间的碰撞为密度相关的非弹性碰撞。 

4.4  横向磁场的淬火动力学 

    磁涡旋动力学在纳米磁片以及由磁场调制的多层结构等其它应用上得到越来越

广泛的关注。研究发现，在纳米材料中涡旋会绕着自己的平衡位置做螺旋运动，而

它的振荡频率远远低于材料自身的铁磁共振频率。下面我们介绍一种类似的振荡模

式，即在偶极旋量 BEC 系统中的耦合自旋涡旋对在外加横向磁场调制下的动力学

行为。我们主要针对三种典型涡旋中心的运动模式，即单层结构、双层结构的 PSVP

和ASVP。接下来，我们展示的动力学行为将选择 minz z= 层的动力学特性作为代表，

其中 minz 是势阱最低点所对应的 z值，其中对谐振子势阱 1( )U z 有 min 0z = ，对双势阱

2 ( )U z 则有 2 2
min 0 02 ln( / )z Aσ λ σ= ± 。 

4.4.1  单层凝聚体中的涡旋动力学 

    我们首先考虑最简单的涡旋运动特征——单层涡旋结构。外磁场强度选

25xB Gµ= 作为参考，凝聚体被制备在薄饼状势阱的基态，然后突然撤掉磁场， 0z =

平面的涡旋中心随时间沿椭圆形轨迹在 x-y平面做螺旋运动，如图 4.4 (a) 所示。涡

旋中心的 y轴位移在相当长的一段时间内展现出很好的周期性，如图 4.4 (b) 中的

空心圆所示。我们可以用一个衰减的简谐振荡来拟合，  

 ( )0 1 0( ) ( ) cos ,ty t y e y tβ ω−∆ = +  (3.6.2) 

如 (b) 中的实线，其中拟合参数 0 1.7y ⊥= l ， 1 0.8y ⊥= l ，阻尼率 25.84 10β ω−
⊥= × 以

及振荡频率 0 0.46ω ω⊥= 。可见二者符合的很好，这可以理解为自旋涡旋的运动是由

一个进动力矩驱动，而这个进动力矩是由突然撤掉磁场而引起的。我们也给出了磁

场淬火过程中沿 x轴的磁化强度 xM 随时间的变化，如图 4.4 (c) 中空心圆所示，实

线是拟合的曲线，其表达式为 

 0 1 0( ) ( )cos( ),t
xM t M e M tβ ω−= +  (3.6.3) 

其中 0 0.17M = h  和 1 0.12M = h。我们发现， ( )xM t 和 ( )y t∆ 可以用阻尼率 β 和振荡

频率 0ω 完全一样的同一个阻尼简谐振子来描述，从两个振荡的傅里叶频谱分析图可

以得到印证：图 4.4 (d) 中实线和虚线分别对应于 (b) 图和 (c) 图的频谱分析结果， 
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图 4.4  当横向磁场突然撤掉时，单层涡旋的动力学演化行为，其中初始磁场设为

25xB Gµ= 。(a) 涡旋中心在 0z = 平面的运动轨迹；(b) 蓝色空心圆表示涡旋中心的位移在 y

方向的投影；(c) 红色空心圆表示凝聚体沿着 x方向的磁化强度 xM 随时间的变化；(d) 蓝色实

线和红色虚线分别表示对 (b) 和 (c) 的傅里叶频谱分析结果，可见这两个振荡有着相同的特征

频率。(b) 和 (c) 中的实线表示用简单的阻尼振荡对动力学行为的拟合，可见二者符合的非常

好。 

 

可见两个特征频率峰值完全重合。另外，我们这里之所以仅讨论沿 x轴的磁化强度

xM 是因为在整个演化过程中沿 y轴和 z轴的磁化强度一直保持为 0。 

    如果初态换成初始磁场较大时 70xB Gµ= 系统的基态（极化态），则单层凝聚体

的自旋结构的淬火动力学演化将会是另一番情景。图 4.5给出了初态为单层凝聚体

处在极化态时的磁场淬火动力学，其初始磁场为 70xB Gµ= ，上图表示磁化强度 xM

随时间的变换，中图给出了涡旋形成的典型自旋结构：当撤掉磁场后，极化初态的

自旋结构首先形成四个涡旋结构，然后慢慢融合成为两个，最后再形成稳定的单涡

旋结构。同时，我们发现磁化强度 xM 在缓慢地做阻尼振荡，直至涡旋结构稳定下

来。一旦涡旋稳定下来（ 110t ω⊥> 时刻之后），涡旋的中心位移的运动同样表现为

一个衰减震荡，而振荡频率与 25xB Gµ= 的振荡近似相同，在 0z = 平面的运动亦表

现为椭圆轨迹的螺旋运动，如图 4.5（下）。由此可得单层涡旋的振荡频率与凝聚体

磁场淬火动力学演化的初态无关，仅由凝聚体内部物理参数决定。 
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图 4.5  初态为单层凝聚体的极化态的磁场淬火动力学，初始磁场为 70xB Gµ= 。上图表

示沿 x 轴的磁化强度 xM 随时间的变化。中图表示 0z = 平面的自旋分布，分别表示

11,  10,  60 110t ω−
⊥= 和 时极化态到形成稳定涡旋结构的四个演化过程，这四个时刻对应于上

图中粉色点线。下图的黑色实点表示，当涡旋结构稳定后涡旋中心的位移随时间在 y轴上的投

影，而蓝色空心圆圈对应于在初始磁场为 25xB Gµ= （单层涡旋）时，涡旋中心位移随时间的

变化，如图 4.4 (b)。 

4.4.2  PSVP和 ASVP中自旋涡旋对的动力学 

    对于双势阱的基态 PSVP 和 ASVP，随着外加横向磁场强度的增加，涡旋的磁

化过程被分为三个阶段，而涡旋的个数也从 2逐个减少到 0，我们把这三个阶段系

统的基态分别叫做双涡旋态，双层单涡旋态和双层极化态。首先我们研究系统在磁

场 25xB Gµ= 时的淬火动力学，此时 PSVP 态相同手征的两个涡旋中心向 y 轴相同

方向偏移，而 ASVP态相反手征的两个涡旋中心向 y轴相反方向偏移。由于双势阱

间存在层间偶极相互作用和隧穿相互作用，当磁场被迅速撤掉后，双层涡旋中心的

动力学行为与单层涡旋的情况相比有很大的不同。图 4.6 (a) 表示 PSVP相上下两层

涡旋中心在 x-y平面随时间的变化，(b) 是它们在 y轴的投影，可见它们在 x-y平面

上也做螺旋运动，但是由于它们之间存在相互作用，这两个涡旋彼此的运动并不同

步。 
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图 4.6 当横向磁场突然撤掉时，双势阱中 PSVP和 ASVP的涡旋对的动力学演化行为，其

中为确保双涡旋的存在，初始磁场设为 25xB Gµ= 。左边和右边分别表示PSVP和ASVP情况。

其中 (a) 和 (e) 表示涡旋中心在 minz z= 平面随时间的螺旋运动，(b) 和 (f)表示两个涡旋中心

的位移在 y方向的投影随时间的变化，(c) 和 (g) 表示上下两层的磁化强度 xM 随时间的变化，

它们与涡旋中心的位移有着相同的振荡频率，(d) 和 (h) 表示对这两个信号的傅里叶频谱分析，

里面的小插图表示当两个涡旋之间被分开的距离比较大的时候的情况，对应于 0 1.2σ ⊥= l 。在

整个图中，红实线（蓝虚线）代表上面一层（下面一层），(b) 和 (f) 中的绿实线表示两个涡旋

之间的平均距离。 

 

这导致了两涡旋运动的平均位移在振荡的过程中不能一直保持为 0，如图中绿色实

线。类似于单层涡旋动力学，我们也研究了上下两层涡旋的磁化强度 xM 随时间的

变化，发现两部分磁化强度跟涡旋中心位移有着相同的振荡方式，如图 4.6 (c)所示。

为了弄清楚它们的振荡模式，我们对这两个振荡在 100t ω⊥= 内做了傅里叶频谱分析， 
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图 4.7  在 PSVP 相，在相同的阱间势垒 56A ω=% h 下， 0σ 对涡旋中心振荡的影响。左边

是涡旋中心在 y轴的位移随时间的变化，右边是与左边相对应的傅里叶频谱分析。从上到下对

应的势阱宽度分别为 0 0.5,0.65σ = 和1.2 ⊥l ，初始磁场为 25xB Gµ= 。 

观察到虽然这两个振荡频率不同，但是它们有个共同的特征，即存在两个可比较的

频率，这意味着它们的振荡形成了拍现象，如图 4.6 (d)。为了研究两个涡旋之间的

相互作用，我们改变高斯势垒宽度观察 0σ 对两部分的动力学行为的影响。从数值模

拟的结果中我们发现，随着 0σ 的变化两个频率之间的权重在发生变化。图 4.7给出

了 PSVP相在固定阱间势垒 56A ω=% h 的情况下，调节 0σ 分别为 0.5，0.65和 1.2 ⊥l

时涡旋中心位移随时间的的振荡（左图）及对应的傅里叶频谱分析（左图），随着

0σ 的增加代表螺旋运动频率的主峰朝着高频率方向移动，其余的频率峰值为高次谐

波。这可以理解为，当我们固定两个势阱的阱间势垒 A%时，两个涡旋的层间偶极相

互作用和双势阱间的隧穿劈裂会随 0σ 的增加而减小。当 0 1.2σ ⊥= l 时 PSVP 相中起

主要作用的是层内的偶极相互作用，所以涡旋动力学行为与单层的凝聚体的情况非

常类似,主要由相对较强的非线性相互作用主导,而且主要的特征频率更加趋近

0.50ω⊥，如图 4.6 (d) 中的插图。 
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图 4.8  在 ASVP相，在相同的阱间势垒 239A ω=% h 下， 0σ 对涡旋中心振荡的影响。左边

是涡旋中心在 y轴的位移随时间的变化，右边是与左边相对应的傅里叶频谱分析。从上到下对

应的势阱宽度分别为 0 0.5,0.65σ = 和1.2 ⊥l ，初始磁场为 25xB Gµ= 。 

由于形成ASVP需要更高的势垒，所以两个势阱间的隧穿相互作用就会被减弱，

导致在演化过程中层间偶极相互作用起着关键作用。图 4.6 (e) 和 (f) 分别表示

ASVP 相涡旋中心的轨迹以及其在 y 方向的投影。我们发现，在 x-y 平面具有相反

手征的两个涡旋展现出双螺旋结构的运动轨迹，由于这两涡旋中心的轨迹是相反的，

而且具有相同的振幅，导致这两个涡旋中心的平均位移随时间的变化几乎为 0，如

图 4.6 (f) 中绿色实线。图 4.6 (g) 表示在演化过程中，上下层的磁化强度 xM 随时间

的变化，可见二者是完全重合的，而且与单层结构一样，涡旋中心位移的变化和 xM

的变化都没有出现拍现象。图 4.8 (h) 给出了傅里叶频谱分析的结果，我们只能观

察到单一的峰值谱，而且当 0σ 增大到 1.2 ⊥l 涡旋中心振荡的特征频率会局域到

0.56ω⊥，如图 4.6 (h) 中插图。图 4.8给出了 ASVP相在相同的 239A ω=% h 下，不同

的势阱宽度 0σ 对涡旋中心振荡的影响，左图和右图分别表示 0 0.5σ ⊥= l 时，
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0.03β ω⊥= ，这是 0 1.2σ ⊥= l 时涡旋中心在 y轴的位移随时间的变化及相应的频谱分

析，可以看出随着 0σ 增大振荡的阻尼率 β 发生了变化，即当 0 0.5σ ⊥= l 时，

0.03β ω⊥= ，这是 0 1.2σ ⊥= l 时的三倍多（ 0.01β ω⊥= ），它们有共同的振荡频率

0 0.52ω ω⊥= ，也就是说随着势阱间距的增大，涡旋振荡衰减的越慢。 

4.4.3  PSVP和 ASVP中单涡旋态的动力学 

接下来我们选择中间的初始磁场，这时动力学演化的初态只有一层（下层）含

有涡旋，而另一层（上层）的自旋被极化，导致 ( 0) ( 0)x xM z M z< < > 。图 4.9给出

了撤掉初始磁场后，PSVP 和 ASVP 相单涡旋态和极化态的动力学演化，其中左图

和右图分别表示 PSVP和 ASVP相初始磁场分别为 50xB Gµ= 和 60xB Gµ= ，(a) 和 

(b) 表示沿 x方向的磁化强度 xM 随时间的变化，(c) 和 (d) 表示涡旋中心位移在 y

方向的投影随时间的变化。动力学演化过程类似于在单层涡旋的情况，可以分为以

下两个阶段： 

    （1）涡旋形成阶段——PSVP相形成具有相同手征的自旋涡旋对，ASVP相形

成具有相反手征的自旋涡旋对，但是后者形成稳定涡旋对的时间相对要长一些。 

    （2）涡旋振荡阶段——在 125t ω−
⊥= （PSVP）和 150t ω−

⊥= （ASVP）后，稳定

涡旋的中心做螺旋运动。 

    我们注意到，PSVP 相上下两层磁化强度和涡旋中心位移的振荡幅度都很小，

而在 ASVP相这两者却以比较大的振荡幅度和比较低的频率振荡。ASVP相形成的

两个稳定涡旋中心在 y方向上具有相同的运动轨迹，如图 4.9 (d)所示，且每一层上

的磁化强度 xM 相反，这个特点导致了沿 x轴的总磁化几乎消失，如图 4.9 (a) 中的

黑实线。 

4.4.4  PSVP和 ASVP中极化态的动力学 

    最后，我们考虑大磁场 70xB Gµ= 下的极化初态，即全部自旋被极化沿 x方向。

经过一段时间演化后，PSVP 和 ASVP 都可以态演化成手征相反的自旋涡旋对，跟

演化的初态没有关系。图 4.9 (e)-(f) 给出了 PSVP和 ASVP相的磁化强度 xM 以及每

层的涡旋中心的振荡随时间的变化。可见 PSVP 相两层涡旋的磁化强度 xM 随时间

的变化与 ASVP时相一致，但是 ASVP相涡旋中心的振荡被大大地压制，即一旦涡

旋稳定，涡旋中心被钉在 x-y平面的原点几乎不能移动，如图 4.9 (h)所示。以上所

描述的这些性质，可以帮助实验上来识别 PSVP和 ASVP这两独特的自旋结构。 
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图 4.9  撤掉磁场后，PSVP和 ASVP相中单涡旋态和极化态的动力学演化。(a)，(b)，(e) 和 (f) 

分别表示沿 x 方向的磁化强度随时间的变化，(c)，(d)，(g) 和 (h) 分别表示涡旋中心位移在 y

方向的投影随时间的变化，相应的初始磁场分别为 60xB Gµ= 别表( (a) 和 (c) )，50 Gµ ( (b) 

和 (d) )，70 Gµ ( (e) - (h) )。 

4.5  本章小结 

    总之，在这一章我们研究了耦合自旋涡旋对的碰撞动力学和磁场淬火动力学，

其中耦合涡旋对由束缚在双势阱中的具有弱相互作用的偶极旋量 BEC的基态形成。

我们发现在无磁场时，如果突然撤掉双势阱的势垒，两片原子云发生碰撞，而且在

碰撞过程中它们的手征发生交换。通过碰撞过程的密度分布可以直接区分 PSVP和

ASVP 相，如根据上下两层的相位差可以标记同相碰撞或反相碰撞，因为同相碰撞

的密度中心会出现尖峰，而反相碰撞的质心则不会出现。随后受纳米磁片和多层结

构的动力学实验研究的启发，我们分别研究了当外加磁场突然撤掉后，单层和双层

涡旋磁场的淬火动力学行为。我们发现，由于存在由磁场淬火而产生的自旋转矩，
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涡旋中的位移会随着时间在 minz z= 平面做螺旋运动。另外，涡旋中心的位移和相应

的磁化强度可以用衰减的简谐振荡模式来拟合，这个振荡模式有着固定的频率和阻

尼率。这些有趣的动力学现象，可以为实验上实现 PSVP和 ASVP相提供可分辨的

信号。
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第五章  总结与展望 

 随着科学的发展和实验手段的进步，偶极相互作用在研究旋量 BEC 的性质中

起着越来重要的作用。偶极旋量 BEC 在对称的薄饼状谐振子势阱中的基态是一个

自旋涡旋态。自旋涡旋态与薄纳米磁片中的磁涡旋态非常类似，而 BEC 又是一个

理想的实验平台，能为涡旋性质以及其动力学的研究提供更多可调参数。 

 首先，我们研究了自旋 1偶极旋量 BEC系统在双势阱中的基态特性。有效双

势阱可以用一束高斯激光产生，当我们固定双势阱的两个阱的宽度后，发现随势垒

高度变化，系统的基态从平行耦合涡旋对（PSVP）转化成反平行耦合涡旋对（ASVP），

类似于纳米磁性材料中的 F-N-F三层结构，导致相变的原因是两个势阱的阱间偶极

相互作用和隧穿劈裂相互作用之间的竞争，而且随着阱间偶极相互作用的增强，

ASVP相两层涡旋自旋 0分量的波函数存在π相位差。 

其次，我们研究了系统在均匀横向磁场下的基态性质。与单层涡旋在横向磁场

中的性质类似，PSVP 的涡旋朝着相同的方向外偏移，而 ASVP 的两个涡旋则朝着

彼此相反的方向移动。但随着磁场强度的增加，上下两层涡旋中心并不是同时消失，

而是逐个消失。 

然后，为了给实验上观察到上述自旋涡旋对提供可辨别的信息，我们研究了两

个涡旋的面对面碰撞动力学。当系统分别制备在 PSVP和 ASVP态后，突然撤掉双

势阱，两层势阱中的涡旋分别向它们的质心运动，然后穿过彼此形成周期碰撞，其

行为类似于量子牛顿摆。在碰撞过程中上下层涡旋的手征会发生交换，而且不同的

涡旋对展现出不同的密度干涉图像以及由于相位差而引起的不同碰撞类型（同相 

碰撞或反相碰撞）。 

 最后，我们还研究了不同磁场强度下系统基态的淬火动力学行为。当突然撤掉

磁场后，单层涡旋中心的位移开始做螺旋运动，其在 y轴的投影以相同的频率和阻

尼率做衰减振荡。对于双层涡旋，由于涡旋间的偶极相互作用以及隧穿相互作用，

PSVP 相的两个涡旋的振荡不同步，而 ASVP 相的两个涡旋的运动方向虽然相反，

但是振幅和频率都一样。对于只有一个涡旋的情况，当涡旋结构稳定后，ASVP 相

的两个涡旋中心还以很大的振幅振荡，而 PSVP的涡旋中心在原点附近做微小振荡。

对于两个涡旋都被极化的情况，撤掉磁场后系统也会演化成自旋涡旋态，只是涡旋

中心的运动被大大地压制了。 
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 显然，偶极旋量凝聚体与纳米磁性材料中的涡旋动力学基于不同的物理机制，

这正我们未来研究的重点。在以后的工作中，我们计划研究各向异性的势阱对偶极

旋量 BEC 基态自旋结构的影响，如不对称的双势阱，空间三个方向都不对称的势

阱以及扩展成三势阱甚至光晶格势阱等等，并对它们的动力学行为进行研究；研究

加入自旋轨道耦合后系统的基态相图以及对耦合自旋涡旋态的影响，并进一步探索

原子间的相互作用，为实验提供理论指导。 
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