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中文摘要 

I 

中 文 摘 要 
 

在 20 世纪初期，量子力学基本理论体系已经建立。虽然量子力学理论不断在实

验中验证和发展，并且已经应用到很多领域，但在某些领域仍存在争议。随着量子

力学的不断发展，人们逐渐将量子力学的范畴扩展到非厄米系统。一般情况下，当

哈密顿量具有 PT 对称性时，其在某个区域具有实数本征谱。当某一个参数达到临界

值时，本征值是成对互为复共轭的复数，此时系统的 PT 对称性破缺，临界值也被称

为奇异点。在光学，声学等中的实验已经验证了该理论。本文研究了 PT 对称光波导

中的 Laudau-Zener 隧穿。 

首先介绍了 P 算符，T 算符，PT 组合算符的定义及其性质，并阐述了 PT 对称

在光学领域的应用。当光在波导中传播时，麦克斯韦方程在傍轴近似下的光传播方

程类似于含时薛定谔方程，利用具有复折射率的光波导可以在系统中引入 PT 对称。

在一维排列满足 PT 对称的弯曲波导中，根据势函数的周期性，利用布洛赫定理将哈

密顿量从实空间变到动量空间。数值对角化后，发现当势函数的实部和虚部周期相

同且实部的强度 大于虚部的强度 时，系统能谱是实的。在其 PT 对称区间中最低

两能带会发生能级免交叉现象，另外波导的弯曲程度可提供必要的驱动外场。因此

我们可以通过有效的两能级哈密顿量，近似计算出 Landau-Zener 隧穿的隧穿概率的

解析表达式。在此基础上，本文研究了 PT 对称光波导中周期势的调制对相变的影响。

当势函数虚部周期不同于实部周期时，我们分析了本征谱以及存在实数谱的参数取

值范围。在其 PT 对称区间，最低两能带仍然发生能级免交叉现象，利用数值办法计

算发现 Landau-Zener 隧穿的隧穿概率随着 增大而减小，不随 的变化而变化。 

 

关键词：PT 对称；波导；周期势；Landau-Zener 隧穿概率；相变 
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ABSTRACT 
 

In the early 20th century, the basic theoretical system of quantum 
mechanics was established. Although it has been verified and developed in 
experiments and can be applied to many fields, in some fields there is still 
controversial. With the continuous development of quantum mechanics, 
people have gradually paid attention to non-Hermitian systems. In general, 
when the Hamiltonian has parity- and time-reversal (PT) symmetry, the 
eigenvalue is real in some region. When the parameter is larger than a critical 
value the eigenvalues become mutually complex conjugates, and the PT 
symmetry is broken. The critical value is also called the exception point. This 
theory has been demonstrated in experiments in optics, acoustics, and so on. 
In this paper, we study the dynamic evolution in PT symmetric optical 
waveguides, namely Laudau-Zener tunneling. 

First, we introduce the definition and properties of the P operator, T 
operator and PT combination operator, and describe the application of PT 
symmetry in optics. When the light propagates in the waveguide, the optical 
propagation equation of the Maxwell's equation under the paraxial 
approximation is similar to the time-dependent Schrödinger equation. Using 
an optical waveguide with complex refractive index can introduce PT 
symmetry into the system. The Bloch theorem is used to transform the 
Hamiltonian from the real space to the momentum space according to the 
periodicity of the potential function in a one-dimensional array of curved 
waveguides satisfying PT symmetry. After numerically diagonalizing the 
Hamiltonian, it was found that when the periods of real and imaginary part of 
the potential function are the same and the intensity of the real part  is 
larger than of the imaginary part , the system has real energy spectrum. 
There exists an avoided level crossing between the two lowest bands in the 
PT symmetric region, and the waveguides bending degree provides the 
necessary driving external field. Therefore, we can approximate the analytical 

1V

2V



具有周期势的 PT 对称波导中的相变及 Landau–Zener 隧穿 

IV 

expression of the tunneling probability of Landau-Zener  tunneling through 
the effective two-level Hamiltonian. Based on this, we study the effect of 
phase transition in PT symmetric waveguides with different periodic 
potentials of imaginary part. When the periods of real and imaginary parts of 
the potential function are different, we analyzed the eigenspectrum and the 
range of parameter values with the real spectrum. There still exists an 
avoided level crossing between the two lowest bands in the PT symmetric 
region, we can find that the Landau-Zener  tunneling probability decreases 
with the increasing of  and does not vary with  through numerical 
method. 
 

 

Key words: PT-symmetric; waveguide; periodic potential; Landau-Zener  
tunneling probability；phase transition  
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第一章 绪论 

1.1 量子力学中 PT 对称的研究进展  

    量子力学体系从建立至今已经有 100 多年的历史，是 20 世纪物理学的主要进展

之一。大量实验规律和旧量子论为其发展奠定了坚实的基础。通过量子力学，人们

对物质的结构以及其相互作用的认识发生了革命化的改变。在量子力学中，可观测

物理量是描述物质特性的重要指标，通常用算符来表示。在标准的量子力学中，所

有可观测的物理量必须是厄米算符，当然系统的哈密顿量 也不例外，即 。

这不仅使得这些算符具有实的本征值也保证了它们的本征波函数具有完备性且满足

正交归一化。然而，在过去的十几年中，人们提出了一个新的概念，试图将量子力

学的范畴扩展到非厄米系统。1998 年，Bender 等人发现[1]一个事实：即使哈密顿量

具有非厄米的性质，但只要其满足宇称-时间反演对称(Parity-Time-symmetry)，简称

PT 对称性，哈密顿量也可以有完全实的本征谱[2-5]。这个有趣的结果似乎是与我们预

期的情况相反，因为它意味着，一个非厄米哈密顿量的本征模[6](束缚态和辐射态)与

实数本征能量相关。另一个有趣的特性是与自发的 PT 对称性破缺有关，超过该临界

点系统可以发生突然的相变[1]。特别是在超越了该临界值后，系统失去了其 PT 对称

的特性，导致一些本征值变为复数，该临界值也被称为奇异点。 

2001 年，Ahmed 揭示了具有复数 PT 对称周期势哈密顿量的能带结构 [3]。同年，

Znojil 研究了哈密顿量在 PT 对称方形势阱中的性质[5]。Dorey 等人将 Bethe ansatz 方

程应用到 PT 对称系统量子力学性质的研究[7]。在 2004 年，Bender 以及其合作者进

一步利用形如 ( 表示坐标变量)的相互作用项将 PT 对称量子力学推广到量子场论

中[8]。随后在 2005 年，Shin 研究了含有多项式势的 PT 对称振子的特征值[9]。从 2007

年起，El-Ganainy 等人将 PT 对称应用到光学领域中[10]。此外，众多的模型都证明了

该理论的正确性。 

随着 PT 对称理论体系的不断完善，满足 PT 对称性的物理系统成为了研究的重

点。如今 PT 对称性的概念被广泛地应用到物理学的各个领域，包括量子场论[2]，非

厄米安德森(Anderson)模型[11]，复数李代数(Lie algebras) [12]，格点量子色动力学理论

(Quantum Chromodynamics) [13]。值得一提的是，在引入 PT 对称的概念之前，在理论

[14]和实验 [15-16]中都考虑了来自复周期势的波散射。例如：在光学中，使用复折射率；

在量子场论中，研究了 PT 对称的哈密顿量的性质。结果证明：PT 对称性是一个非

Ĥ †ˆ ˆH H=

3ix x
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常重要的结论，可以有效地描述环境与系统相互作用的过程，例如存在增益和耗散

的系统。 

1.2 PT 算符介绍及 PT 对称在光学领域中的应用 

一般来说，PT对称的哈密顿量要求其所有本征函数同时也是PT算符的本征函数。

粒子的波函数为 ，其随时间的演化满足薛定谔方程 

                     (1.1) 

其中线性算符 在希尔伯特 (Hilbert)空间 中的作用是定义一个内积：

，D是空间维度， 代表复共轭。 

对于给定的线性算符 和希尔伯特(Hilbert)空间 中的两个态的波函数

， ，其共轭 由关系式 定义；如果 是厄米的(或自共轭的)，

则 ，满足 [根据数学中对厄米性的严格定义，需要求算符 是

稠密的，即 的域必须是稠密子集 [17]]; 为了简单起见，我们假设这一点对于

考虑的所有算符都满足。 

1.2.1 宇称与时间反演算符：定义及性质 

考虑物理学中分立的对称性操作宇称算符(Parity Operator)用 表示，也称空间反

射。宇称操作应用于坐标系变换时，把一个右手(RH)坐标系变成一个左手(LH)坐标

系[18]，其作用效果为： 

 

 

                         (1.2) 

其中 指任意函数。 的作用相当于所有的坐标都变号； 不仅是线性算符，也

是幺正算符。 

Wigner已经证明：量子力学中的对称性变换，或为幺正变换，或为反幺正变换。

对于离散的对换性变换，则可能出现反幺正变换。由Wigner在1959年定义的时间反

演算符是一种离散变换，用符号 来表示[19]。时间反演并非幺正变换，而是一种反

幺正变换，且时间反演不变性并不会导致某种守恒量。时间反演并不意味着“真正的

时间倒流”，只不过是“运动方向的倒转”，其作用效果为： 
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                        (1.3) 

这是由时间反演算符是反线性算符性质所决定的。 

此外，宇称算符及时间反演算符满足如下性质 

，                    (1.4) 

其中， 是单位算符。如果哈密顿量算符满足 

                            (1.5) 

则该算符是PT对称的。根据方程(1.4)，(1.5)式可以写成 。 

不同于哈密顿量算符的厄米性，PT对称不是存在实数谱的充分条件。要想使之

成为充分条件我们必须要求PT对称未破缺。设 是哈密顿量 作用在本征函数 上

的本征值，即 。将PT对称算符作用在方程两边，根据(1.4)，可以得到

，并利用(1.5)式得 。如果PT对称未破缺，则

，即本征值是实数。 

考虑具有复数化学势的量子系统，其哈密顿量为： 

                         (1.6) 

其中 是粒子的单位质量，且 ， ， 分别代表化学

势的实部和虚部。将(1.5)式作用到任意波函数 上 
            (1.7) 

如果 

                       (1.8) 

则可以保证(1.5)式成立，即哈密顿量 是PT对称的。也就是要求化学势的实部和虚

部分别满足 ， 。由于PT对称哈密顿量对势函数的特

殊要求，系统中引入PT对称时通常需要构造满足条件(1.8)的势函数形式来实现。 

1.2.2 PT 对称在光学领域中的应用 

虽然 PT 对称性的影响在一些领域仍在争论中，但光学可以给 PT 对称研究提供

很好的媒介—其概念及性质可以在实验中验证和发展[10,20-22]。最近在光学方面的发展

中促使复式晶体的出现。与普通晶体相比，该晶体具有独特的性质，例如它会违反

弗里德尔定律(Friedel’s law) [23]。此外，还可以建立一类受限制的复式晶体，使它们

具有上述的 PT 对称性，这些系统是在包括增益和耗散区域的波导阵列中实现的。沿

i i®-
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着这个思路，2010 年实现的两个耦合波导的实验，揭示了在 PT 对称光学系统中光

传播的新行为—自发的 PT 对称破缺，该结果可能为研究具有 PT 对称特性的新型材

料铺平道路 [24]。而且在光学中，很多物理过程遵从的方程与量子力学中的薛定谔方

程等价，它在空间衍射效应和时间色散中有很好的体现。在这项工作中我们集中观

察在 PT 对称复数势下光束的传播，在光学中 PT 对称复数势可以认为是增益和耗散

的指标 [20-21,25]。考虑复折射率分布满足 ，所以在光学 PT 对称系

统中相当于折射率分布的实部和虚部分别满足 ， 。换

句话说，在 方向上折射率分布必须是偶函数，然而描述增益/耗散的虚部满足奇函

数。在这些条件下，光束的电场包络 遵从傍轴近似下光的传播方程[20,26-32](电场沿

轴传播， 是横向坐标，是波导阵列排列的方向)： 

               (1.9) 

其中 ， ， 是光在真空中的波长， 代表波导中基质的折射率。 

PT 对称量子力学与光学结合是最近几十年兴起的热门研究课题。由于波导介质

折射率的分布可以满足 PT 对称的条件，所以光学成了这类问题的重要研究平台，并

且通过各种实验来证实了相关课题中的各种理论和成果。首先是在 2008 年， Klaiman

研究小组证明了在 PT 对称定向耦合器中临界点的可视化，在该系统中通过改变单个

参数来探测临界点[25]。同年，Musslimani 研究小组详细给出了一维以及二维 PT 对称

光学晶格中的光束动力学结果[20]。结果表明，PT 周期结构可以在 Floquet-Bloch 带的

非正交性上表现出独特的特征。2010 年，Kip 研究小组的实验中构建出了由两个耦

合的并联铌酸锂晶体(LiNbO3)光波导组成的 PT 对称光学系统[24]。这样的 PT 对称光

学系统通过部分地阻挡泵浦光，仅让一个通道变大，可以实现不对称增益。在这样

的系统中我们可以观察到自发的 PT 对称破缺，而且由于满足 PT 对称性，这种涉及

到复化学势的周期性光学系统可能会显示出不寻常的性质，图 1.1 中给出了 PT 对称

耦合光学系统的实验装置图[24]。2015 年，Li 等人研究在 PT 对称双微腔系统(其中一

个无源腔，一个量子发射器)中相干光子的线性和非线性输运特性[33]。2018 年，Longhi

等人进一步探索了 PT 对称光子学，是非厄米光学中一个新的进展[34]。 
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图 1. 1  PT对称耦合光学系统的实验装置图[24]。 

另一方面，近年来工程光波导的新发展为各种量子相干现象的经典类比实验的

实现提供了有利的条件[35]。比如上文提到的量子力学中，粒子含时薛定谔方程与傍

轴近似下的标量麦克斯韦方程的形式等价。量子系统的一个明显的技术优势体现在

光学设置中，它通过简单的荧光成像或扫描隧道光学显微镜可以直接观察波函数的

演变。此外，通过沿光线传播方向引入弯曲的波导管可以提供必要的驱动外场，以

至于能够实现能级间的隧穿，所以在实验中已经实现了量子现象的光学类比，如隧

穿的相干破坏[36]和布洛赫振荡[37-38]。在这种情况下，也可以通过引入耗散和增益分

布来实现复光学势。特别有趣的是可以通过合理地使用增益和耗散区域组合来实现

上述 PT 对称系统，并且可以通过具体的实验来研究上述 PT 对称系统的一些未知性

质。此外，在 PT 对称性中增益和耗散可以变化，从而为波导系统的优化和灵活控制

铺平了道路。PT 对称性已经应用到了很多方面，比如：光学开关、光频段的单向无

反射 PT 对称介质，单模 PT 对称环形激光器，CPA 激光器和声子激光器[32]。 
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1.3 Landau-Zener 隧穿效应简介 

在上世纪 30 年代，物理学家 Landau、Zener 以及 Stueckelberg 发现：当系统外部

的某些参数随时间变化时，两能级系统的免交叉点处会发生隧穿，故此将该现象命

名为 Landau-Zener-Stueckelberg 隧穿，简称 Landau-Zener 隧穿[39-42]。这种现象在物

理学中非常普遍，且在量子物理学的各个领域都有着广泛的应用。在新的领域中

Landau-Zener 跃迁的物理现象可以发挥重要作用，例如，绝热量子计算(adiabatic 

quantum computation)[43-44]。它也可以在生物捕光系统中的分子间能量转移中发挥作

用。在绝热量子计算中，一个物理系统的参数(可以称为量子计算机)缓慢地变化，使

得系统不会从基态跃迁到激发态而是始终待在基态。在生物捕光系统中，分子的不

同部分之间的能量转移可能是由作为驱动场的分子变化决定的。此外，在纳米电路

中的振幅谱[45]以及金刚石中氮空位中心[46]中该现象也得到了很好的应用。而且在八

十多年前发现的 Landau-Zener 隧穿问题在封闭系统中的性质已经被广泛研究 [39-42]。

例如，1986 年，Carroll 和 Hioe 将 Landau-Zener 非绝热跃迁推广到三能级系统 [47]。

在 2000 年，吴飚等人研究了非线性 Landau-Zener 隧穿，在两能级系统中发现了一

个有趣的特性—只要相互作用强度足够大，在绝热极限下隧穿几率将不为零[48]。随

后在 2002 年，刘杰等人详细介绍了非线性 Landau-Zener 隧穿理论并讨论了非线性

模型在实验上的实现[49]。2010 年，Trimborn 等人在量子相空间中研究了非线性

Landau-Zener 隧穿[50]。2012 年，易俗等人研究局域在各向异性势下，旋量凝聚体的

宏观量子自旋相干，并且提出了一种利用 Landau-Zener 隧穿探测隧穿劈裂振荡行为

的实验方案[51]。然而，物理系统总是与周围的环境发生相互作用。在外界环境中存

在的 Landau-Zener 问题引起了人们的高度关注[52-59]，且已经通过很多方法得到了可

靠且准确的结果，即 Landau-Zener 隧穿效应的应用已经很好地拓展到了非厄米系统

中。由于 PT 对称性可以有效地描述环境与系统相互作用的过程，所以本文的重点便

是研究 PT 对称系统中的 Landau-Zener 隧穿。 

如果系统通过能级免交叉点周期性驱动，连续的 Landau-Zener 跃迁过程当中累

积的相位可能导致相长或相消干涉，通常称为 Landau-Zener-Stuckelberg(LZS)干涉测

量[46]。周期驱动场是控制周期驱动二能级模型量子隧穿的一个重要而有效的工具

[60-62]。通过调整驱动场，量子隧穿可以增强或抑制。最近研究的 PT 对称系统的物理

学进展也激发了周期性驱动在 PT 对称两能级系统中的研究[28,63]。此外，物理学家在

超冷分子气体[64]，光学晶格[65]和氮空位中心[48]等方面对对 LZS 干涉进行了观察。 
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能级免交叉在物理学领域中是一个相当重要的问题，分子的极化与非极化态的

交叉可以说明其基本特性，如图 1.2 所示。 

 

图 1. 2  分子的极化和非极化态的本征值随参数 R的变化[38]。 

考虑固定原子核的分子的两个电本征函数分别为 ， ，且两本征

函数有如下特性：当 时， 具有极化特性，而 具有非极化特性；但是当

时， 具有极化特性，而 具有非极化特性。换句话说，在区域 时两

本征函数的特性发生了交换[40]。 

绝热定理告诉我们：如果分子最初处在 态，且参数 从区间 到

的变化速度十分缓慢，那么分子将始终处在 。但是如果 是以有限速度变化，则

末态 可以写成如下线性叠加的形式： 

.            (1.10) 

Neumann 和 Wigner 找到了 表达式中的系数所满足的关系[66] 

 

                        (1.11) 

但并没有获得其具体表达式。怎样获得 和 随 的依赖关系成为一个有趣的数学

问题，在保留系统基本特性的基础上，尽可能的对其进行简化：对于所有的 ， 和

都可以分别写成 ， 的线性叠加。而且在区间 中 与 有相同的特性，

在 中 与 有相同的特性。基矢 ， 是正交的， 是纯极化态且 表示态

上的几率幅， 是纯非极化态且 表示态 上的几率幅。 ， 满足如下的薛定

谔方程： 
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                           (1.12) 

(1.12)式也可以写为： 

                                 (1.13) 

其中                         .                         (1.14) 

我们假定： (a)由于跃迁区域很小，可以认为 随时间是线性变化的，即

；(b)两能级间的耦合 近似地看作常数。若系统初始时刻处于 态， 

                     (1.15) 

对 作变量代换，可以得到 

                          (1.16) 

带入式(1.12)，可得 

 

                         (1.17) 

对式(1.17)中的任意一个方程进行二阶微分，并利用另一方程可得 

                      (1.18) 

再次对 作变量代换 

                          (1.19) 

将变量代换(1.19)带入式(1.18)，得到关于 的二阶微分方程 

                  (1.20)
 

化简上式，可得标准的 Weber 方程 
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其中 ， 。(1.21)式的解为 Weber 函数，将其代入初始条件(1.15)

并运用 Weber 函数在无穷远处的渐近表达式可得：
 

     (1.22)
 

其中 。所以，系统的隧穿几率为： 

                          (1.23) 

(1.23)式也可以写成如下形式： 

                            (1.24) 

其中， 为免交叉点处的能隙且 。驱动速率 的定义式为 

                           (1.25)  

我们可以通过(1.24)得出，Landau-Zener 隧穿的概率和免交叉点处的能隙 和驱动速

率 有关。当驱动速率 时，隧穿几率也趋近于 0，这与绝热定理相符合；当

时，隧穿概率不为 0，即粒子有一部分从低能级跃迁到高能级；当 时，隧穿

概率趋近于 1，粒子几乎完全从低能级跃迁到高能级。 

在标准量子力学中要求哈密顿算符必须具有厄米性，在这一背景下 LZS 现象一

直被研究至今。系统的哈密顿量必须保证其不仅具有实的能谱，而且在演化时概率

守恒。我们由上文可知厄米性 并不是必需的，它可以被物理宇称条件和时间

反演对称即 PT 对称所取代[67-68]。因此，原则上可以通过使用非厄米 PT 对称哈密顿

量来描述不违反量子力学物理公理的过程。关于 PT 对称系统的内积，单位性，可观

测量的定义和其他重要问题的正确定义已经被深入研究[69]。 

1.4 本文主要内容 

基于以上背景介绍，本文做了如下几方面的工作：第二章中首先介绍了当光在

波导中传播时，麦克斯韦方程在傍轴近似下的光传播方程，该方程类似于含时薛定

谔方程，另外改变波导的弯曲程度可提供必要的驱动外场。其次，我们研究了光在

平面正弦弯曲的光波导阵列中的传输情况，以及在有效两能级系统中能级免
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交叉点处的 Landau-Zener 隧穿概率的解析解；在第三章中我们通过对周期势的调制，

研究了不同周期势对 PT 对称区间的影响以及其相应的能谱。在不改变系统周期的基

础上，通过调制 PT 对称的势函数，我们发现不改变实部周期的前提下虚部周期的减

小将导致了 PT 对称的区间变小。并且通过数值计算得到周期势调制后最低两能带之

间的 Landau-Zener 隧穿概率。最后，在第四章中对整篇文章做出简单总结以及下一

步工作的展望。 
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第二章 PT 对称光波导中的 Laudau-Zener 隧穿 

在过去的几十年里，量子-光学类比的实验和理论研究经历了一次惊人的复苏。

特别是不同的光波导结构或耦合光波导被证明是一个非常丰富的实验室工具，用于

光波与在原子、分子中量子相干效应的类比。第一类光学类比量子力学和量子信息

的一般性问题，包括Aharonov-Bohm效应[70]和Berry相[71]，量子隧穿的相干控制[36]，

量子力学衰变的控制以及Zeno动力学[72]，非厄米PT对称量子系统的波动力学[20]，量

子崩塌-复苏[73-74]，自旋霍尔效应[75]，经典的量子纠缠的模拟器，量子传输和量子随

机行走[76]。第二类光学类比模拟激光场驱动的原子或分子的相干效应，如Rabi振荡

和绝热快速通道[77]，相干布居囚禁和相干布居迁移如类受激拉曼绝热通道[78]，在超

强激光场中原子的稳定性[79]，Franck Condon原理的光学模拟[80]，电磁感应透明现象

[81]。最后，第三类光学类比固体物理学包括：Bloch振荡[27]，Zener隧穿[40]，Anderson

局域化[82]，动态局域化[83]以及其他的现象[84-86]。量子-光学类比的最新发展主要关注

于弯曲波导结构的应用。接下来的章节将详细讨论量子光学类比的一些最新进展，

特别着重于在弯曲光波导中光的近轴传播时的量子光学类比。尽管本章介绍的不是

特别详尽，但是光学和量子力学之间的类比研究仍然是一个活跃的研究领域，可以

在相关物理领域中传递新的思想、概念和方法。 

2.1 光波导中线性薛定谔方程的推导 

当光在波导中传播时，麦克斯韦方程在傍轴近似下的光传播方程类似于含时薛

定谔方程，且该方程可由麦克斯韦(Maxwell)方程推导变形得出。描述电磁场运动的

方程组是麦克斯韦方程组[87]，其微分形式为： 

   

    

 

                         (2.1) 

式中 , , 和 分别为电场强度矢量、磁场强度矢量、电位移矢量和磁感应强度矢

量； ， 分别为自由电流强度和自由电荷密度。而 在直角坐标系中的表达式为 
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现在研究在光波导中电磁场运动形式，也就是说在不存在自由电荷和传导电流的条

件下( , 时的情形)，麦克斯韦方程组中两个非齐次方程组变为齐次方程组： 

  

 

 

.                               (2.2) 

设所考虑的介质是线性，各向同性，非磁性，内部不存在耗散的，且具有标量介电

常数 和标量磁导率 ，则本构方程可以写为 

 

.                               (2.3) 

研究电磁场时，通常感兴趣的是电场强度 。将(2.2)式中第一式等式两边取旋度并

利用第二式和(2.3)得， 

.                 (2.4) 

用矢量分析公式及 可得， 

                 (2.5) 

代入(2.4)式得电场强度 的偏微分方程： 

.                        (2.6) 

通常，我们考虑时谐场的情况，即电磁场按照正弦波的形式变化。假设周期性变化

的角频率为 ，电磁波沿 Z 向传播，(2.6)式具有随时间周期变化的解，数学上用复

数形式表示为 

              (2.7) 

式中 c.c 代表前一项的复共轭， 为 方向的单位矢量。将(2.7)代入(2.6)式，我们可

以得到亥姆霍茨(Helmholtz)方程 

                       (2.8) 

其中 。若电磁波沿 Z 方向传播，振幅方程(2.8)应有传播因子，所以我们把
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电场取为 。将该表达式代入(2.8)，可以得到 

 

在慢变包络近似(Slowly Varying Envelop Approximation)下，有 ，忽略二

级偏导项，(2.8)式写为： 

                  (2.9) 

其中 ， 。 为介质材料的折射率， 为真空中的波矢， 是

波导中基质的折射率。(2.9)式变为如下形式 

              (2.10) 

其中势函数的表达式为 

 

， 为真空中的波长。方程(2.10)类似于含时薛定谔方程，其中 相当于 ，

相当于时间 ， 相当于质量 。光学中光波导的发展离不开理论工作的指导，目

前已经发展了很多计算方法用于精确预测和设计光波导中的传输特性，从而使光波

导在理论和应用上的研究都产生新的飞跃。接下来我们将在2.2章中介绍一个关于光

波导的具体模型来加深我们对它的理解。 

2.2 理论模型 

我们研究波长为 的单色光在 平面光波导阵列中的传输情况。其中光波

导阵列是沿 方向且等间距排列，其间距为 。波导沿 方向是弯曲的，且弯曲程

度都一致用 来描述，其中 是波导管弯曲程度的振幅， 是其频

率。波导管排列示意图如图 2.1 所示。 
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对于二维光波导，光在波导中传播时，在 方向上不受限制可看作 ，即 。

由方程 (2.10)可得，描述电场振幅 的有效传播方程为[35]  

                   (2.11) 

其中 ， ， 是波导阵列的有效折射率且周期为 ，

即 。利用规范变换 

        (2.12) 

(点表示对 求导)，方程(2.11)变为[35] 

                    (2.13) 

其中 

                      (2.14) 

周期驱动力为 

               (2.15) 

对于复数势， 的虚数部分使得哈密顿量 变成非厄米算符。在下面，我们将考

虑满足(1.8)式的势函数形式 

             (2.16) 

从而 是 PT 对称的。对于 ， 的本征能量是实数。当 时能谱出现

复数，PT 对称发生破缺，本征值为复数且满足互为复共轭对。今后，我们认为 ，
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图 2.1波导阵列示意图。 
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除非另有规定。在不考虑周期驱动力的情况下， 的本征函数为布洛赫(Bloch)动量

为 的 Floquet–Bloch 波函数 ，其满足方程 ，其中

对应第 个 Floquet–Bloch 带的本征能量。然而在晶体中 ，波函数在

宇称变换 以及 时，遵循以下关系 ，其中 是 的

本征函数。此外，满足正交关系 

                (2.17) 

其中 。传播方程 (2.13)的波函数可以写成 的本征函数的叠加形式：

，这里 ， 为常系数 ，

， 。将 在傅里叶基矢下展开： 

                   (2.18) 

其中 ， 。 是 的傅里叶展开系数，量子数

。将方程(2.16)和(2.18)代入(2.13)中，我们得到关于 的无量纲动力学

方程 

           (2.19) 

其中 ， ， ，其中 。为了方便，在

通常量子力学方程(2.19)可写为演化方程 

                     (2.20) 

其哈密顿量可以写成下面的形式 

.            (2.21) 

从(2.21)式可以看出哈密顿量矩阵是实数矩阵，但是 ，也就是说 为非厄米

哈密顿量且在 时存在实数谱。从这个表达可以看出，势函数虚数部分的振幅

决定了 的性质。问题类似于在离散链上质点运动的动力学，且跃迁振幅不对称分

别为 ， ，格点在位能为 。在光学系统(2.13)中，很明显的事实是：

的正值(负值)对应了能量的增益(耗散)。将(2.21)式哈密顿量数值对角化得到的能
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0Ĥ

1 2V V+ 1 2V V- ( )22l q+ !

2U



具有周期势的 PT 对称波导中的相变及 Landau–Zener 隧穿 

16 

带图如图 2.2。图 2.2(a,b)画出了在 的情况下的能带图，其中实线代表第一能带，

虚线和点划线分别代表第二能带和第三能带。图 2.2(a)显示最低两能带接近但不交

叉；图 2.2(b)显示在 PT 对称区间能量的虚部是 0，能谱是实的；图 2.2(c,d) 画出了

时的能带图。图 2.2(c)发现在 时能级简并，图 2.2(d)仍然显示本征能量的

虚部是 0，能谱是实的；图 2.2(e,f) 画出了在 情况下的能带图，此时 PT 对称

发生破缺。图 2.2(f)显示本征能量的虚部不为 0，即出现虚数。而且第一能带和第二

能带的实数部分和虚数部分分别关于横坐标对称，其表明了 PT 对称发生破缺时，本

征值为复数且满足成对互为复共轭对。所以，我们可以得出 是奇异点发生的

条件，即系统的相变点。 

 

图 2.2  系统的能带是布洛赫动量的函数：(a)、(b)当 时描述了三个最低能带的实部和虚部；

(c)、(d)分别表示 的情况；(e)、(f) 分别表示 的情况。 

1 2V V>

2 1V V= 1q =!

1 2V V<

1 2V V=

1 2V V>

2 1V V= 1 2V V<
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在本章中，研究在近轴弯曲导致的交流驱动力(2.15)下，布洛赫动量随时间的演

化 

                         (2.22) 

此外，我们将重点讨论在 PT 对称区间对应的最低两能带能级免交叉点处的动力学问

题(如图 2.2(a)所示)。在有效的两能级系统中随时间的演化问题将在章节 2.3 中进一

步讨论。需要注意的是，对于 PT 对称哈密顿量 ，传播光束的功率保持恒定，始

终保证 。如果我们考虑外力的存在，如方程(2.15)，那么 PT 对称性被破坏了，

功率不再是守恒量。因此，在力的作用下，能带之间的跃迁在功率不守恒时才可能

发生。最近，在外力很小的情况下，研究表明具有 PT 对称的复式晶格中的布洛赫振

荡行为与普通晶格中不同[30]。我们将会在章节 2.3.2 中介绍在任意强度的恒定力

下，两能级系统的动力学问题。 

2.3 有效两能级系统中的 Landau-Zener 隧穿 

为了获得动力学的近似解析结果，我们将重点放在对免交叉点附近分析上。对

于给定的两能带之间的微小分离即能级免交叉，可以忽略其他能带对它的影响。一

个合适的描述可以由有效的两能级哈密顿量来提供。从矩阵(2.21)考虑最低两能带，

并获得其相应的有效哈密顿量 

                    (2.23) 

所以能级平移 后，可得有效两能级系统的哈密顿量为 

                    (2.24) 

其中 。不同于厄米情形，在方程(2.23)中 ，因此本征值会出

现复数。通过解方程(2.23)得久期方程 

                    (2.25) 

当 时，两能带之间的能隙为 。另一方面，当 时，虚数

本征值出现在区域 ，表明体系超过临界点，即 PT 对称破缺。 
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2. 3. 1 交变驱动力下有效两能级系统中的 Landau-Zener 隧穿 

正如我们前面提到的，在方程(2.13)中沿近轴方向弯曲的正弦轴的存在模拟了交

变驱动力，使得布洛赫(Bloch)动量沿传播方向周期性变化在方程(2.22)中。因此，矩

阵(2.24)的对角元素可以写成以下形式 

                       (2.26) 

其中 ， ， 。能谱的结果如图 2.3

所示。实线代表第一能带 ,点线代表第二能带 。为了研究这种周期驱动的二能

级系统，我们将采用绝热-脉冲模型，它对于研究重复驱动通过免交叉点的系统是非

常方便的，且免交叉点的位置为 

                           (2.27) 

其中 为整数。 

 

 

Landau-Zener 隧穿概率的解析表达式为 

.                          (2.28) 

绝热参数 ，表明隧穿十分缓慢。考虑到周期驱动

( )0 cosA ze e w= + ! !

( )0 04 1 2 'l q ke = - - kw w e=! " 4 ' 2 'sA n A k A kw w= =! !

E- E+

1 2q l= -!

l

2
LZP e pg-=

( )2 2 2 2
12 1 24 V Vg e b b b= = D = -

图 2.3 周期驱动二能级系统的能谱随时间的变化。 
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(2.26)，在本章中，免交叉点处的速度可以根据(1.25)计算给出 

.                       (2.29) 

2. 3. 2 恒定外力下有效两能级系统中的 Landau-Zener 隧穿 

方程(2.13)中的波导管的弯曲程度可以模拟出一个恒定的外力 ，该外力导

致布洛赫动量在传播方向随时间的演化为： 

                          (2.30) 

因此，有效两能级哈密顿量矩阵(2.24)的对角元素可以写成以下形式 

                         (2.31) 

其中 ， 。能谱的结果如图 2.4 所示。实线代表第一能带和第

二能带，虚线代表在极限情况 下能级的分布。 

 

图 2.4 在线性驱动下，二能级系统的能谱随时间的变化。 

在 Landau-Zener 理论中，免交叉点处的速度同样是由是由(1.25)计算给出 
                           (2.32) 
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虑基态 ，激发态 。在足够长的时间之后，随着系统的演化，

我们可以给出渐近值的强度，即 Landau-Zener 隧穿的隧穿概率 

.       (2.33) 

2.4 本章小结 

在 PT 对称复式晶格中的 Landau-Zener -Stueckelberg 隧穿可以在光波导阵列中实

现。本章从傍轴近似下的光传播方程出发研究了波长为 的单色光在 平面光

波导阵列中的传输情况，并计算出有效两能级系统的隧穿概率。总的来说，两能级

系统框架为复式晶体在周期驱动下动力学的主要特征提供了准确的预测，并给出了

全面的理解。通过研究发现，由于 Landau-Zener-Stuckelberg(LZS)干涉机制的存在，

结果强烈地依赖于在周期驱动过程中动力学相位的累积。总之，我们发现

Landau-Zener-Stuckelberg(LZS)干涉机制可以作为一个强大的工具来控制复式波导阵

列光束强度。 
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第三章 PT 对称波导中周期势的调制对相变的影响 

PT 对称的研究最早是在光波导中实现的。波导折射率[29]满足 ，则由

折射率决定的势函数满足 。由于 PT 对称哈密顿量对势函数的特殊要求，

系统中引入 PT 对称时通常需要构造满足条件的势函数形式来实现[88-89]。当光在波导

中传播时，麦克斯韦方程在傍轴近似下的光传播方程类似于含时薛定谔方程[26-27]，

另外改变波导的弯曲程度可提供必要的驱动外场[35]。当周期势的实部和虚部的周期

相同，且实部振幅大于虚部振幅时，系统的哈密顿量处于 PT 对称区域；当实部振幅

小于虚部振幅时，PT 对称发生破缺；两个振幅相等时是奇异点。当周期势的实部和

虚部周期不同时，其对 PT 对称区间以及能谱的影响是本章研究的重点。 

3.1 PT 对称光波导中周期势调制对 PT 对称区间及能谱的影响 

2012 年，Morales-Molina 等人研究了势函数的实部和虚部周期相同，即

时存在实数谱的条件以及其相应的能谱，这里

， ， 分别代表势函数实部及虚部的振幅。结果表明当 时， 的

本征能量是实数。当 时能谱出现复数，PT 对称发生破缺[31]。 

本章着重研究周期势的实部和虚部周期不同时对 PT 对称及能谱的影响。考虑势

函数为 

                 (3.1) 

的周期为 a，但是我们从公式(3.1)发现实部周期与 相同，而虚部函数的周期

是 的 1/2，相当于 一个周期内增益或耗散出现的频率多了一倍，即实部周期

仍然为 ，而虚部的周期为 的情形。 

根据第二章中的方程(2.13)，在不考虑周期驱动力的情况下，该传播方程的波函

数仍然可以写成 的本征函数的叠加形式，且由于系统周期不变，周期函数

在傅里叶基矢下展开形式仍然不变，即波函数展开形式与(2.18)式相同。 

将方程(3.1)和(2.18)代入(2.13)中，我们得到关于 的无量纲动力学方程 

           (3.2) 

在量子力学中为了方便，方程(3.2)可写为演化方程 

                      (3.3) 

其哈密顿量可以写成下面的形式 
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.                  (3.4) 

我们可以发现 ，虽然每个矩阵元是实数，但(3.4)式是非厄米的哈密顿量。

文献[31]研究的哈密顿量非对角元只出现在近邻对角线上，而(3.4)式中则出现了次近

邻项。通过 101 个波导数值计算发现：文献[31]中研究的结果 是奇异点发生的

条件(如图 2(a)三角符号所示，虚线是数值拟合函数)。在图 3.1(a)中当 系统才

有实的本征谱。而我们研究的哈密顿量(3.4) 和 满足如图 3.1(b)曲线是奇异点的位

置(圆圈代表数值结果，虚线代表对数值结果的拟合函数)，在曲线下面区域才有实的

本征谱。 

 

图 3.1 文献[31]中奇异点 和 的关系图。(b)方程(3.4)奇异点 和 的关系图。 

结果表明由于势函数实部和虚部的周期不同 PT 对称区域缩小了。通过拟合发现 和

满足以下关系： 

                            (3.5) 

其中 (仅考虑 取 时二者之间的关系)。该方程还原量纲后为：

。 当 时，公式(3.4)有实的本征谱，否之则反。在 PT 对称区

间，我们发现最低两能带在 处，带隙最小，而 的取值会影响带隙的大小。图

3.2(a，b)画出了在 的情况下的能带图，其中实线代表第一能带，虚线和点划
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线分别代表第二能带和第三能带。图 3.2(b)显示在 PT 对称区间能量的虚部是 0，能

谱是实的。而当 时，如图 3.2(c，d)能量虚部出现非零值，PT 对称发生破缺。 

 

图 3.2  系统的能带是布洛赫动量的函数：(a)、(b)当 时描述了三个最低能带的实部和虚部；

(c)、(d)分别表示 的情况。 

另一方面，我们考虑周期势函数形式为 

                (3.6) 

的周期为 a，但是我们从公式(3.6)发现实部周期与 相同，而虚部函数的周期

是 的 ，也就是 一个周期内增益和耗散(虚部)出现的频率多了两倍，即实

部周期仍然为 ，而虚部的周期为 的情形。通过同样的方法，我们可以得到关于
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的无量纲动力学方程 

          (3.7) 

将(3.7)式写成演化方程(3.3)的形式，其哈密顿量可表示为 

.             (3.8) 

相比哈密顿量(3.4)，该哈密顿量的非对角项 不变，而另外两项位置发生

改变： 和 ，即非对角项出现在更加远离对角线的地方。对

于我们研究的哈密顿量(3.8)， 和 满足如图 3.3 曲线是奇异点的位置(圆圈代表数

值结果，虚线代表对数值结果的拟合函数)，在曲线下面区域才有实的本征谱。 

 

图 3.3方程(3.8)奇异点 和 的关系图。 

同样通过数值计算我们发现哈密顿量有实本征谱的区间变小， 和 满足 

                            (3.9) 

是 PT 对称发生破缺的奇异点，其中 (仅考虑 取值很小时二者之间的关

系)。该方程还原量纲后为： 。当 时，公式(3.8)有实的本征谱，

否之则反。在 PT 对称区间，我们发现最低两能带在 处，带隙最小，而 的取值

会影响带隙的大小。图 3.4(a，b)画出了在 的情况下的能带图，其中实线代

表第一能带，虚线和点划线分别代表第二能带和第三能带。图 3.4(b)显示在 PT 对称
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区间能量的虚部是 0，能谱是实的。而当 时，如图 3.4(c，d)能量虚部出现非

零值，PT 对称发生破缺。 

 

图 3.4  系统的能带是布洛赫动量的函数：(a)、(b)当 时描述了三个最低能带的实部和虚部；

(c)、(d)分别表示 的情况。 

根据上文中的介绍，我们可以将结果推广到更为普遍的情况。如果势函数的形

式为 ，其中 。整个系统周期并

不发生变化，仍然为 ，且哈密顿量在倒格子空间下的对角元仍然不会发生改变，非

对角项 位置不变，而另外两项随着 的增加位置发生移动，如

和 。通过数值计算发现随着 的增大，参数 和 满足的

PT 对 称 区 域 不 断 变 小 。 而 如 果 势 函 数 的 形 式 为

，其中 ，整个系统周期
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将变为 。在该情况下，数值计算发现 PT 对称区间非常小。在本章中我们只研究

系统周期不变的情况，对周期发生改变时对相变的影响不做详尽介绍。 

3.2 PT 对称光波导中周期势调制对 Landau-Zener 隧穿影响 

在本章中近轴弯曲导致的交替驱动力(2.15)作用下，准动量随时间的演化依然同

(2.22)式。我们主要集中观察在 PT 对称区间对应的最低两能带能级免交叉点处的动

力学问题。根据两能级系统 Landau-Zener 隧穿概率公式(1.24)式，以势函数(3.1)下的

能谱为例进行研究。根据数值结果(3.5)，在 PT 对称区间中每取定一组 ， 的值就

会有唯一的 和 与之对应，从而利用(1.24)式计算出 Landau-Zener 隧穿的隧穿概

率。如图 3.5 所示可观察到由于 远小于 ，隧穿概率随着 增大而减小，不随 的

变化而变化。 

 

图 3.5 取不同值时，Landau-Zener  隧穿概率随 的变化。 

3.3 本章小结 

本章主要研究了不同周期势对 PT 对称区间的影响以及其相应的能谱。首先从傍

轴近似下光传播的电场振幅方程出发，在不改变系统周期的基础上，通过调制 PT 对

称的势函数，我们发现当虚部周期是实部的 时，PT 对称发生破缺的奇异点为

，当 哈密顿量具有实的本征谱；而当 复数本征值出现。当

虚部周期是实部周期的 时，数值计算发现 PT 对称发生破缺的奇异点为 。

总之，在不改变实部周期的前提下虚部周期的减小导致了 PT 对称区间变小。最后利

用两能级 Landau-Zener 隧穿概率公式，可以得到最低两能级免交叉点处
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Landau-Zener 隧穿概率的数值解，发现隧穿概率随着 增大而减小，不随 的变化

而变化。 
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第四章 总结与展望 

4. 1 总结 

本文研究了光在一维排列满足 PT 对称的波导中的传输情况。首先介绍了量子力

学中 PT 对称的研究进展，且通常通过势函数的表达式满足 来引入 PT

对称。波导结构中包括合理的增益和耗散，在光学框架中的耗散参数反映在折射率

上时满足下列关系： 。由于这种结构有特定对称性，所以由此产生的

相变及动力学问题显示出有趣的特性。为了揭示这些特性，我们利用麦克斯韦方程

在傍轴近似下的光传播方程及复折射率的周期性，得到哈密顿量 在倒格子空间下

的表达形式。将哈密顿量 数值对角化得到其在 PT 对称区间的能带图后，我们进

一步研究最低两能带能级免交叉点处的动力学问题。为了获得动力学的近似解析结

果，近似截取一个有效的两能级哈密顿量，从而得到 Landau-Zener 隧穿概率的解析

表达式。 
当周期势的实部和虚部周期相同时，利用数值方法得到 PT 对称破缺的临界点，

且实部振幅大于虚部振幅时，系统的哈密顿量处于 PT 对称区域；当实部振幅小于虚

部振幅时，PT 对称发生破缺；两个振幅相等时是奇异点。而在不改变系统实部周期

的基础上，改变虚部的周期对其进行研究，我们发现当虚部周期是实部的 时， PT

对称发生破缺的奇异点为 ，当 哈密顿量具有实的本征谱；而当

复数本征值出现。当虚部周期是实部周期的 时，数值计算发现 PT 对称

发生破缺的奇异点为 。总之，在不改变实部周期的前提下虚部周期的减小

将会导致 PT 对称区间变小。因为在对周期势的虚部周期进行调制后，无法近似截取

一个有效的两能级哈密顿量，所以无法得到 Landau-Zener 隧穿概率的解析表达式。

我们利用两能级 Landau-Zener 隧穿概率公式，得到周期势调制下 能谱的最低两能

级免交叉点处 Landau-Zener 隧穿概率的数值解。 

4. 2 展望 

光在光波导阵列中传播时，可以实现在 PT 对称复式晶格中的 Landau-Zener 

-Stueckelberg 隧穿。在不同背景下，复式晶格可以在冷原子系统中实现。在这方面，

对于光学晶格所实现的物质波在能带之间的跃迁的研究，原则上可以推广到 PT 对称

系统。最近在复式晶体中对布洛赫振荡进行了研究，我们预计进一步探索复式晶体

的奇异输运性质。此外，非厄米 PT 对称理论可以应用到很多物理模型中，比如：
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Aubry-André 模型、动力学问题的研究、一维非厄米 PT 对称格点模型的拓扑和散射

性质、自旋为半整数的费米子系统研究等。 
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