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中文摘要

I

中 文 摘 要

光晶格可以形象地模拟固体晶格的环境，将原子囚禁在光晶格中来研究其量子

物理特性是研究超冷原子最为常见的方法之一，其物理行为可以通过标准的哈伯德

模型来描述。随着实验和理论的不断发展，许多拓展哈伯德模型相应出现。实验上

已经实现了具有强偶极矩的原子和异核分子的囚禁和观测，这为研究具有偶极相互

作用的多体系统提供了一个很好的平台。本文研究了具有偶极相互作用的玻色哈伯

德模型莫特绝缘态的动力学演化。

首先介绍了玻色-哈伯德模型，并分析了莫特绝缘态和超流态及其相变的特点。

在莫特绝缘态中，粒子空穴对的存在对量子关联的动力学起着非常重要的作用，针

对两种不同的淬火参数分别介绍采用不同的解析方法计算出现粒子空穴对系统的动

力学问题。一方面是 Barmettler 等人利用 Jordan-Wigner 变换和 Bogoliubov 变换的方

法分析的系统密度关联传播；另一方面是 Mahmud 等人利用强耦合展开及微扰理论

的方法分析的莫特绝缘态中奇特的崩塌-复原振荡及可见度的变化。在此基础上，我

们在具有偶极相互作用的玻色-哈伯德模型中，通过强耦合展开及微扰理论的方法研

究了淬火后莫特绝缘态的动力学演化，与标准的玻色哈伯德模型相比，偶极相互作

用使得动量分布在演化过程中的振幅和周期增大，且振幅出现衰减与恢复的特性。

可见度随时间周期振荡，而相互作用较弱时，振荡的周期随偶极相互作用线性增加。

另外我们还通过宇称关联函数来研究了偶极相互作用对莫特超流相变的影响。

关键词：粒子空穴对；偶极相互作用；崩塌-复原振荡；动量分布；可见度
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ABSTRACT

The optical lattice generates a vivid simulation of the solid lattice
environment. Cold atoms trapped in optical lattices can be described by the
standard Hubbard model. Various kinds of extended Hubbard model are
proposed with the successive development of theory and experiment.
Especially the trapping and cooling of chromium atoms and hetero-nuclear
molecules with large dipole moment have been realized in experiments. It
provides an ideal platform for the study of many body systems with dipolar
interaction. In this thesis we mainly study the quench dynamical evolution in
Mott Insulator of the Boson-Hubbard model with dipole-dipole interaction.

We first introduce the development of optical lattice and some related
experiments of cold atoms as well as the Boson-Hubbard model. On this
basis we analyze the characteristics of the Superfluid state, Mott-Insulator
state and phases transition between them. In the Mott Insulator state, the
particle-hole pairs are of great importance in the dynamics of quantum
correlation. Dynamics problems of two kinds of parameters of the quench in
the system of optical lattice are presented through two different analytical
methods when the particle-hole pairs appear, i.e. the propagation of density
correlations using Jordan-Wigner transformation and Bogoliubov
transformation, and a novel collapse and revival (CR) oscillation and change
of visibility for quenched Mott states by means of the strong-coupling
expansion and perturbation theory. On this basis, we calculate the dynamical
evolution of the quenched Mott-insulator states in one-dimensional Bose
Hubbard system with dipolar interaction. Compared with the standard
Bose-Hubbard model, the amplitude and period of the evolution of the
momentum distribution increase with the dipolar interaction and the
phenomenon of collapse and revival appears. The time-dependent visibility
exhibits periodic oscillation, the period of which increases linearly with the
increase of the dipole interaction. In addition, we also study the influence of

http://dict.youdao.com/w/various/
http://dict.youdao.com/w/kinds/
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the dipole interaction on the Mott-Superfluid phase transition by the parity
correlation functions.

Key words: Particle-hole pairs; The dipole-dipole interaction; Collapse and

revival oscillation; The momentum distribution; Visibility
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第一章 绪论

1.1 玻色-哈伯德模型

建立在紧束缚近似基础上的哈伯德模型是固体物理中最经典的模型之一，用来

研究固体晶格中电子的运动、磁特性及导体绝缘体相变等  1 。从概念上来说哈伯德

模型非常简单，它具有两个量子相：莫特绝缘相（MI）和超流相（SF）。莫特绝缘

相首先是由 Mott 引入来解释新型绝缘相的 [4]，与传统的能带理论不同的是这种绝缘

相是由电子之间的强相互作用引起的。在 Mott 的理论中，强相互作用将最初的能带

分裂成两条，这两条能带之间有一个能隙，并且最低的能带被粒子填满，因此系统

处于绝缘相。超流相是一个宏观量子相，其行为像是一个没有粘度的液体。这两个

相在多体物理的研究中起着非常重要的作用。玻色哈伯德模型 (Bose-Hubbard )是强

关联多体模型的玻色版本，最早用来研究纳米管中惰性气体的吸收或者具有强电荷

效应的超导薄膜中的库伯(Copper)对  2,3 等现象。2002 年，格雷尼尔（Greiner）等人

通过控制光晶格势阱深度，首次在实验上观察到了三维光晶格中排斥相互作用 87 Rb

原子的玻色—爱因斯坦凝聚体从超流相（Superfluid）到莫特绝缘相（Mott-Insulator）

的量子相变  5 ，并对其相关性质进行了研究。人们在标准的玻色哈伯德模型上取得

了一定的进展后，各种拓展的玻色-哈伯德模型相继产生  6 12
，许多理论工作者通过

各种近似的方法研究了哈伯德模型及其拓展模型中的量子相变以及相关的物理性

质。

在紧束缚近似下，利用瓦尼尔函数  jw x x 将场算符

   j j
j

b w  x x x （1.1）

展开，可将光晶格束缚势中，超冷玻色子的哈密顿量  13
约化为玻色哈伯德模型

     † †
1 1

1, 1
2j j j j j j

j j
H J U J b b b b U n n       （1.2）

这里， †
jb （ jb ）表示在第 j 个格点上的产生（湮灭）算符，其满足玻色对易关系

†
,,i j i jb b     ， † †, , 0i j i jb b b b       ， †

j j jn b b 为 j 格点的粒子数算符。哈伯德模型的

第一项是动能项， J 为最紧邻格点间的跃迁（hopping）矩阵元；第二项表示同一格

点内原子之间的相互作用，系数U 为在位（on-site）相互作用强度。玻色哈伯德模型

描述了玻色子的跃迁矩阵元 J 和引起玻色子局域化的在位排斥相互作用能 U 之间的
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竞争。在装载有超冷原子的光晶格中这两个能量的比值 /J U 可以通过改变无量纲化

的光晶格深度 0 / rV E 来进行调节，这里反冲能量 2 2 / 2rE k m  。 当动能项占主导地

位时，系统处于具有长程序的超流相，当相互作用占主导地位时，系统将处于莫特

绝缘相，两者竞争是产生相变的原因。

1.2 莫特绝缘-超流相变

二十世纪末，Jaksch等人预测了在玻色哈伯德模型中通过调节在位相互作用强度

U 与隧穿矩阵元 J 的比值，可以实现低温条件下的莫特绝缘态与超流态的相变，这个

现象已经在Greiner等人的实验中得以验证，而比值的变化是通过改变激光强度来实

现的。

首先，在玻色哈伯德模型中，莫特绝缘相出现在U J 的极限情况下，玻色子局

域在每个格点被整数个原子占据的态上。考虑单填充的情况，即粒子数N等于格点数

LN ，忽略原子隧穿，则相应的基态可以表示为

†
0

1

0
LN

MT jJ
j

b




 
  
 
 （1.3）

上式是一个每个格点有一个原子的局域Fock态的直积态。莫特绝缘相是不可压缩的，

即 / 0n    （ n 为莫特绝缘态中的平均占据数），这表明随着化学势的增加在位密

度（on-site density）是不变的。随着 J 的增加原子跃迁会导致双占据的出现，每出现

一个双占据系统的能量增加U ，当由跃迁而增加的动能小于由于双占据引起的在位

相互作用U时，原子仍然是局域的。然而，只要 0J  ，基态就不再是像式（1.3）那

样简单的直积形式了，一旦增加的动能 J 足以克服在位相互作用U，那么系统就经莫

特超流相进入到超流相。

当U J 时，单粒子的波函数扩展到整个晶格空间，系统处于超流态，对于各向

同性的系统，多体系统的基态波函数可以写为

†
0

1

1 0
!

L
NN

SF jU
j

b
N






 
  

 
 （1.4）

超流态是可压缩的态，在超流态中，每个格点的粒子数是不确定的，此时在哈密顿量

中起主导作用的是跃迁项J。

在周期势中，莫特绝缘态与超流态是通过调节激光的强度改变参数 UJ / 的值来

实现相变的，对于玻色哈伯德模型来说，利用解析的方法进行解析求解得到相边界是

非常困难的。平均场近似的方法是求解相边界的一个比较有效的方法，其缺点是结果
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并不非常精确。利用平均场近似的方法得到的相图  14 ，如图1.1所示，图中的花瓣形

区域为莫特绝缘相，阴影区域以外的区域为超流相，从下到上的三个花瓣区域分别表

示填充因子为1，2，和3三种情况下的莫特绝缘相，花瓣的边缘为莫特超流的相边界。

图 1.1 平均场近似得到的一维玻色哈伯德模型的相图

若要得到更为精确的相边界只能通过数值的方法，而通过不同的数值方法给出的相图

边界略有差别 [15 21] ，图1.2给出了一维光晶格在平均粒子数为1的情况下相变边界的几

种数值结果，其中 “+”和 “”表示量子蒙特卡罗（Quantum Mont Carlo简称为

QMC）方法得到的结果，正方形是密度矩阵重整化群方法（Density Matrix

Renormalization Group 简称为DMRG）得到的结果，实线是强耦合展开的方法得到

图 1.2 利用不同的方法获得的一维玻色哈伯德模型的相图  21 ，填充因子为1
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的相边界。利用QMC和DMRG两种数值方法得到的相图与平均场近似方法得到的结

果有一定差别，数值结果上不仅没有一个凸圆的结构，并且存在一个KT

（Kosterlitz-Thouless）相变。

1.3 莫特绝缘态中粒子空穴对研究

自然界中，大部分真实系统都是强相互作用系统，欲求解这类系统的动力学演

化问题是非常困难的，有一些复杂系统即便是数值方法也是很难求解的，这就突显

出了量子模拟的重要性，即利用人工的方法制造一个实验平台，通过对相关参量的

调节，来模拟真实系统。光晶格和超冷原子是研究强相互作用量子多体系统的重要

工具，在光晶格中较为典型的强相互作用系统是莫特绝缘态。

在莫特绝缘态的研究中，粒子空穴对  21 25 的存在对系统物理性质有很大的影响，

例如，描述原子行为的波函数的干涉图像，对于完美的莫特绝缘态（ 0J ），波函

数是不相干的，因此，实验上观察不到干涉现象，而对于含有粒子空穴对的莫特绝

缘态却存在微弱的干涉现象  24 。超冷原子气体为探究量子动力学提供了一个很好的

研究平台， 2011年，M. Endres等人利用高分辨荧光成像技术在低维量子气体的莫特

绝缘相中观测到彼此关联的粒子空穴对的存在  26 ，这为理论研究提供了强有力的实

验基础。接下来我们介绍一下粒子空穴对的产生。在隧穿系数等于零的极限下，粒

子的涨落完全被抑制，每个格点的粒子占据数相等。当存在一个有限的跃迁矩阵元

且系统仍然处于莫特绝缘态，量子涨落使系统中产生了彼此关联的粒子空穴对，这

可以理解为虚激发，这些粒子空穴对从本质上决定了莫特绝缘态的性质。图1.3表示

在二维系统中，通过抑制 y 轴方向的隧穿，退化到一维体系，从而只在 x轴方向产

图 1.3 一维光晶格中相互关联的粒子空穴对的示意图  26

生粒子空穴对的示意图，图中的蓝色小球表示粒子。调节晶格深度，当 x 轴方向的一
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维莫特绝缘态的隧穿不为零且很小时，粒子可沿 x 轴隧穿到其它的格点上，图中的黄

色椭圆区域代表粒子空穴对的位置。研究工作者对于这种含有粒子空穴对的系统进

行了诸多研究，2012年Cheneau等人在理论和实验上利用淬火技术调节晶格的深度来

控制粒子空穴对的产生并制备相应的初态来研究关联的光锥传播  27 ，同一年

Barmettler等人用一个由玻色哈伯德模型衍生的精确可解的模型研究了密度关联的传

播  28 ，2014年，Mahmud等人研究了粒子空穴对系统的崩塌-复原振荡  21 。

1.4 偶极相互作用简介

偶极相互作用一般是由于原子或分子间的固有偶极矩(电偶极矩或磁偶极矩)

产生的，在具有较大偶极矩的系统中，偶极相互作用对物理性质的影响是不可忽略

的。图 1.4 为产生偶极相互作用的各物理量的示意图，图中的红色小球是偶极子，箭

头是偶极矩（p和 'p ）的方向，两个偶极子之间的位移矢量为r，因此偶极相互作用

能的表达式可以写为  29

     
3 2

'
' 3

4
CV

r r
  

   
 

p r p r
r p p （1.5）

对磁偶极相互作用这里 C 代表真空中的磁导率 0 ，对电偶极矩相互作用 C 代表真空

中的介电常数的倒数 0/1  。极化后的偶极子的偶极相互作用能可化简为

   
2

2
3 1 3cos

4
p CV

r



 r （1.6）

表示极化方向与两个偶极子之间的位移矢量为r的夹角。偶极矩的排列方式不同将

会产生不同类型的偶极相互作用。下面我们举例说明不同排列方式所引起的排斥和

吸引的偶极相互作用：若两偶极子肩并肩排列，即两个偶极子的极化方向均指向 z 轴

1.4 偶极相互作用的示意图
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的正方向或负方向，即式（1.6）中的 角等于 2/ ，则偶极相互作用能为

 
2

34
p CV

r
r （1.7）

这种情况下的偶极相互作用为排斥相互作用。若两个偶极子的极化方向均指向位移

矢量的方向或反方向， 角等于零或 ，这种情况下偶极相互作用能（1.6）可以化

简为

 
2

32
p CV

r
 r （1.8）

这里的负号说明此时偶极相互作用为吸引相互作用。所以，偶极相互作用的大小与

两偶极子之间距离的 3 次方的形式衰减。早在 2001 年，德国的 Pfau 小组就已经提出

了一套可行的方案  30 ，通过调节偶极矩的旋转方向来控制偶极相互作用的类型和大

小。

BEC 成功实现后，关于偶极相互作用的研究得到了很多研究工作者的关注，但

是，由于成功凝聚的 Na，Rb，Li 等原子  31 34 的偶极相互作用很小甚至可以忽略，不

能充分体现出偶极相互作用的地位。直至 2005 年，Griesmaier 等人在实验上实现了

52 Cr 原子的 BEC  35 后，为偶极相互作用的研究打开了一个广阔的研究前景。由于 52 Cr

原子的电偶极矩是 6 B ，所以电偶极相互作用是一般碱性原子的 36 倍，同时通过

Feshbach 共振技术可以将 52 Cr 原子间的短程相互作用调节到零附近，这样可以很好

地突显出长程相互作用对系统物理性质的影响。之后，关于偶极相互作用对 BEC 影

响的研究蓬勃开展起来，对偶极 BEC 稳定性的研究  36 38 ，以及偶极相互作用的存在

会使系统中出现很多奇特的量子相  39 41 等。逐渐的人们开始对具有更大偶极相互作

用的粒子  42 44 展开研究，最近几年关于异核分子（hetero-nuclear molecules）的产生

为偶极相互作用的研究提供了一个更广阔的研究空间，例如， 6 Li- 133 Cs  45,46 的磁偶

极矩达到 5.5D。而实验上关于碱土金属和稀土金属  47 的研究也是十分炙热的，偶极

相互作用的研究将仍然会是冷原子物理研究的重要领域之一。

基于以上的知识背景，本文主要做了以下的工作：第二章中首先考虑了标准的

玻色哈伯德模型，介绍了利用 Jordan-Wigner 变换和 Bogoliubov 变换的方法分析初始

状态为跃迁矩阵元为零的莫特绝缘态，通过淬火调节跃迁矩阵元至很小值时系统密

度关联的传播情况。其次介绍了跃迁矩阵元很小的粒子空穴对系统，通过淬火调节

跃迁矩阵元为零时利用强耦合展开及微扰理论的方法分析强相互作用的玻色系统的

动力学演化  48 52 ，包括了崩塌-复原振荡现象，以及可见度的变化。在第三章中我们

在第二章的基础上研究了偶极玻色子系统的动力学演化，讨论了偶极相互作用对崩



第一章 绪论

7

塌-复原振荡及可见度的影响，也研究了偶极相互作用对宇称关联的影响。在第四章

中对本文的内容进行了总结和展望。
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第二章 短程强相互作用体系的淬火动力学

淬火是通过突然改变系统的参量来获得人们所需要的物理状态的过程。光晶格

中的超冷原子是研究多体量子动力学的重要工具，其易操控性引起了人们的极大关

注。通过调节光晶格阱深很容易实现淬火。本章着重介绍莫特绝缘态中冷原子淬火

动力学的基本理论和实验。一方面初始状态为跃迁矩阵元为零的莫特绝缘态，淬火

调节跃迁矩阵元至很小的值，Barmettler等人研究了系统密度关联的演化  28 。另一方

面初态是跃迁矩阵元很小且含有粒子空穴对的态，淬火调节至其为零，Mahmud等人

研究了系统的动量分布及可见度随时间的演化  21 。粒子空穴对的存在对强关联系统

起着非常重要的作用，本章我们主要介绍这两个方面的短程强相互作用系统的动力

学问题。

2.1 淬火调节跃迁矩阵元至很小时系统密度关联的动力学演化

对于初态为跃迁矩阵元为零的莫特绝缘态（图2.1(a)），突然降低晶格的深度使

得跃迁矩阵元不为零但很小时，如图2.1(b)和（c）系统中会产生彼此关联的粒子空

穴对，研究这种情况下系统密度关联的动力学演化被大家所关注。

图 2.1 淬火和莫特绝缘态的示意图  21

一维光晶格中玻色子的行为可用玻色哈伯德模型（1.2）来描述。在填充因子为 n

的莫特绝缘态，系统含有粒子空穴对时粒子数的占据情况分为 n 、 1n 和 1n 三种

情况，为了更直观地描述空穴 1n 和双占据 1n 两种情况，引入辅助玻色子算符

†
,ja  ，其中  ，“+”代表双占据，“-”代表空穴。 †

,ja  表示在 j 格点上产生一个

双占据， ,ja  表示在 j 格点上

湮灭一个空穴。 n 是辅助玻色子算符的“真空态”，满足关系式

† †
, , ,1 1 0j j jj j j j j

a n n a n n a n     , , （2.1）
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且辅助玻色子算符与原算符的关系是

† †
, ,

†
, ,

1

1

j j j

j j j

b n a na

b na n a

 

 

  

  
（2.2）

则辅助算符满足对易关系

†
, ', ' , ' , '

† †
, ', ' , ', '

,

, , 0

j j j j

j j j j

a a

a a a a

   

   

    

      

（2.3）

在一个格点上不会出现两个双占据或两个空穴的情况，因此辅助玻色子算符满足硬

核玻色关系

   2 2†
, , 0j ja a   （2.4）

另外双占据和空穴不应该同时存在于同一个格点上，所以满足

† †
, , , , 0j j j ja a a a     （2.5）

这些是描述粒子空穴对系统的辅助玻色算符所要满足的关系式。将（2.2），（2.3），

（2.4）和（2.5）式带入（1.2）式并将能量平移  2 1 / 2U n N n  ， N 为总粒子数，

可得哈密顿量

        † † †
, 1, , 1, , 1,, 1 1 1j j j j j j

j
H J U J n a a n n   a a n n   a a        

      

   † † † †
, 1, 1, , 1, ,1 1j j j j j jna a n a a n n  a a            

   2†
1, , 1, ,1

2j j j j j
Un n  a a na a n n     

      
（2.6）

具有非对角项。为了研究系统的动力学问题，需要计算本征能量和本征态，进而求

得描述系统动力学的波函数。

2.1.1 Bogoliubov 变换

辅助算符满足硬核条件（2.5），由于费米子算符满足同样的对易关系，所以利

用Jordan-Wigner变换，将玻色子算符 ,ja 变换为费米子算符 ,jc 来进行处理

, , ,j j ja Z c  
（2.7）
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其中，

   

 

1

, ', ', ',, '
'

, , ,

exp exp

exp

j

j j j jj j
j

j j j

Z i n i n n

Z Z i n


 





  

  

 
   

 



 
（2.8）

可以证明费米子与玻色子的辅助粒子数算符相等 † †
, , , , ,j j j j jn c c a a      ，辅助粒子数

算符与标准的粒子数算符满足

, , 1j j jn n n    （2.9）

这里 ,jn  ， .j n 分别表示双占据和空穴的辅助粒子数算符。限制条件（2.5）是排除同

一格点被两种不同辅助粒子占据的情况，可以用非双占据投影算符 , ,1j j jP n n   ，

jj
P P 描述。将（2.7）式带入（2.6）式，哈密顿量可以写为

        † † †
, 1, , 1, , 1,, 1 1 1j j j j j j

j

H J U P J n c c n n  c c n n  c c        
      

 †
1, , , ,2j j j j

Unc c n n P    
    

（2.10）

因 , , 0j jn n  ，则 1jP ， 1P 。格点空间的哈密顿量可以化简为

        † † †
, 1, , 1, , 1,, 1 1 1j j j j j j

j
H J U J n c c n n   c c n n  c c        

      

 †
1, , , ,2j j j j

Unc c n n    
    

（2.11）

接下来通过傅立叶变换

† †
, ,

† †
, ,

1

1

i k j
j k

k

i k j
j k

k

c c e
N

c c e
N


  

 









（2.12）

将哈密顿量从实空间变换到动量空间，设晶格常量为 1，将（2.12）式带入（2.11）

式化简得

   † †
, , , ,, 2 1 cos 2 cos

2 2k k k k
k k

U UH J U c c J n k c c J n k     
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   † †
, , , ,2 1 sin 2 1 sink k k k

k k
c c iJ n n k c c iJ n n k          （2.13）

利用 Bogoliubov 变换，引入准粒子的产生湮灭算符 † †
, , . ,, , ,k k k k        

   
   

† †
, ,

* *
, ,

k k

k k

u k v k c
v k u k c




 

   

    
           

（2.14）

根据其满足的费米对易关系，可得系数  u k 和  v k 的系式

   2 2
1u k v k  （2.15）

用准粒子算符表示哈密顿量，并令其非对角元为零，然后与（2.15）联立可得到待定

系数在哈密顿量对角化时的表达形式

 

   

2

2

2

2

1

2 1
sin

Ju k O
U

J n n Jv k i k O
U U

 
   

 

  
   

 

（2.16）

这里近似到 /J U 的一次方项。通过 Bogoliubov 变换对角化后的哈密顿量为

      † †
, , , ,,dia k k k k

k
H J U k k              （2.17）

其中

   
2 21cos 4 1 sin 2 2 1 cos

2
J k n n J k U n J k           （2.18）

为准粒子的色散关系。从（2.17）式我们可以发现系统的基态是“真空态”，即没有

准粒子出现的态，而带有相反动量的准粒子对的能量为

   
2 2

4 1 sin 2 2 1 cosn n J k U n J k  
         

 
2

22 2 1 cos JU n J k O
U
 

     
 

（2.19）
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2.1.2 密度关联的动力学演化

为了研究密度关联的动力学演化，需要计算 t 时刻系统的波函数。系统的基态波

函数为准粒子的真空态

 0 , ,/ k k
k

U J n     （2.20）

其满足关系式    , 0 , 0/ / 0k kU J U J       。归一化后的基态波函数可以化简

为

        † †
0 , , , ,

1/ k k k k
k k

U J n u k v k c c n
v k

             （2.21）

初态选择系统参量为 IJ 和 IU 时的基态波函数，相应的 Bogoliubov 变换的待定参数为

 0u k 和  0v k ，则初态波函数可以写为

    † †
0 0 0 , ,' k k

k
u k v k c c n       （2.22）

经 t 时刻后系统的波函数为

  /
0'diaiH tt e   （2.23）

其中  ,dia F FH J U 是淬火后的对角化哈密顿量（即（2.17）式中取 FJ J ， FU U ），

用其本征基矢将初态展开，由（2.21），（2.22）和（2.23）式计算可得 t 时刻系统

的波函数为

         / † †
, , 0 /i t

k k F F
k

t u k v k e U J      
  

     （2.24）

其中

         

         

0 0

0 0

u k u k u k v k v k

v k v k u k u k v k

 

 
（2.25）

选择填充因子为 1 的绝缘态作为初态，参数   10 ku ，   00 kv 。由（2.19），（2.23）

和（2.24）得到淬火后 t 时刻的多体波函数

   

   

† †
, ,

/ † †
, ,

2 2 sin

2 2 sin

F
k k

kF

i tF
k k

kF

Jt n i ka  c c n
U

Ji ka e c c n
U

 



 

  

 
  

 





 

（2.26）

这里可以分为两部分来理解，一部分是与时间无关的前两项，由 Fock 态和束缚的最
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近邻粒子空穴对的叠加态（简称为束缚对）组成。另一部分与时间有关的项，是传

播的粒子空穴对的叠加态（简称为传播对），淬火动力学主要是由传播对引起。这

个波函数可以用来很好的理解淬火动力学的密度关联性质。

密度关联函数定义为

l j j l j j lC n n n n   （2.27）

l是两格点间距，利用（2.9）式对上式进行化简，同时引入函数 , '
lG 

   , , , , , , , ,l j j l j j l j j l j j lC n n n n n n n n              

   , , , , , , , ,j j l j j l j j l j j ln n n n n n n n              

l l l lG G G G      

 , ,
l lG G   



  （2.28）

其中   。利用维克定理（Wick theorem），将函数 , '
lG  进行化简

, '
, , ' , , 'l j l j j l jG n n n n 
     

** † †
, , ' , , ' , , ' , , 'j l j j l j j l j j l jc c c c c c c c            （2.29）

非零的单体关联函数为

, ,l j l jg c c
 

, ,
1

2
ikl

k kdke c c


  
  （2.30）

†
, ,l j l jg c c
 

†
, ,

1
2

ikl
k kdke c c



  
  （2.31）

这里不同类型的单体关联函数满足 l l l lg g g g    , ，利用（2.29）和（2.30）可

以将函数 , '
lG  进行化简，当 '     时，

2,
l lG g   （2.32）

当  时，
2,

l lG g    （2.33）



第二章 短程强相互作用体系的淬火动力学

15

因此密度关联函数（2.28）式可以化简为

2 2 2 2

l l l l lC g g g g       

 2 2
2 l lg g    （2.34）

根据式（2.24），（2.30），（2.31）和（2.34）求得密度关联函数

   
2 2

1 1 1
2 2 42 cos( / ) 1F

l F
F

JC B Jt B Jt U t
U Jt Jt

                   
    （2.35）

  22

1
2 22 lF

l
F

B JtdJC
U Jt

  
          


 （2.36）

这里  lB x 是 l阶贝塞尔函数，  2 2 1 /FJ J n  。

利用（2.35）和（2.36）式可以得到密度关联动力学演化图像2.2，进而分析不同

粒子空穴对间隔的动力学性质。图中展示了 18/ FF UJ 时系统密度关联函数的动力

学演化。为了观察方便将不同 l值的关联图像进行了竖直方向的平移，平移量为

0.005，图中的虚线为不同纵坐标值的参考线。从图中可以看出，格点间隔 1l  的密

度关联图象呈现有规律下沉的负信号，这个负信号是由于传播的粒子空穴对所引起

的。随着间隔 l的增大，负值出现所需要的时间越长，负信号下沉的趋势越小，密度

图 2.2 密度关联的动力学演化， 18/ FF UJ ， 1FJ  ， 1 ；

实线从下至上依次为 1 2  3  ...  12l  , , , ,
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关联越弱。而对于 1l  的情况是较为复杂的，在较短的时间内有一个大的振荡，实

际是由于式（2.26）中的束缚对的空穴（双占据）与传播对的双占据（空穴）之间的

相互作用引起的，即为（2.35）式中的余弦函数。

2.2 淬火调节跃迁矩阵元为零时系统的崩塌-复原振荡

另一方面，在一个含有粒子空穴对的系统中，突然提高晶格的深度至跃迁矩阵

元为零，可以研究其动量分布及可见度随时间演化的情况。崩塌-复原振荡一直被认

为是淬火长程相关联系统的典型行为，2014年Mahmud等人发现淬火后莫特绝缘态同

样可以观测到崩塌-复原振荡，且玻色子，费米子以及玻色费米混合物都是成立的。

在淬火莫特绝缘态中观测到的崩塌-复原振荡与淬火超流态是有所区别的，这种崩塌-

复原振荡主要体现在粒子的动量分布  21,53,54 上。

当晶格的深度无限大（即跃迁矩阵元为零）时，呈现出的莫特绝缘态，我们称

之为完美的莫特绝缘态。在Fock态空间表征下，填充因子为1的完美莫特绝缘态可以

表示为 ...111 ，如图2.1（a）所示。当跃迁矩阵元为一个很小的有限值且系统仍处

于莫特绝缘态时，如图2.1（b）和（c），这个多体系统波函数包含彼此关联的粒子

空穴对，可以表示为 11...1201 ， 11...1210 ， 11...1012 等。在含有粒子空穴对的莫

特绝缘态下，突然提高晶格的深度使跃迁矩阵元为零，所有的粒子冻结在原来的位

置上，系统的哈密顿量将引起时间演化相因子的变化。

描述一维玻色系统的哈密顿量见（1.2）式，由此淬火前描述系统的哈密顿量表

示为  ,I IH J U ，淬火后的哈密顿量表示为  0, FH U ，而淬火后的时间演化是由

 0, FH U 所决定。这一部分我们主要介绍淬火超流态与淬火莫特绝缘态所得到的崩

塌-复原振荡的区别。崩塌-复原振荡是通过动量分布

       '
', '

1/ ik j j
k jjj j

n t L e t  （2.37）

来体现的，其中   †
' 'jj j jt b b  为单粒子密度矩阵。

图2.3（a）是淬火莫特绝缘态下的动量分布，在初始时刻我们可以看见粒子数主

要集中在 0k 处，随着时间的增加， 0k 处的粒子数逐渐减少，在半个周期时 k  

处的粒子数会多于零动量处的粒子数，粒子数的最大值出现在 k   处。图2.3（b）

是淬火超流态下的动量分布，我们可以看到初始时刻在 0k 处有尖锐的峰值，与淬

火莫特绝缘态相比，此处的粒子数要远多于 k   处的粒子数。随着时间的增加 0k

处的粒子数逐渐减少，其他位置的粒子数有少许的增加，在半个周期时粒子数在第
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一布里渊区内均匀分布。也就是说，在时间演化的过程中，粒子数的最大占据始终

在零动量处。这种淬火后不同的崩塌-复原振荡可以作为区别超流态与莫特绝缘态的

一种方法。

图 2.3 淬火莫特绝缘态与超流态动量分布
 36

。这里主要通过数值的方法（TEBD）

计算不同时刻的动量分布，选取晶格长度L=32，总粒子数为32，

(a) 10/ II UJ ，(b) 1/ II UJ 。

2.2.1 动量分布的解析计算

淬火莫特绝缘态的崩塌 -复原振荡也可以通过强耦合展开（ strong-coupling

expansion,简称为SCE）的方法计算得到。当粒子发生跃迁时，粒子空穴对出现，系

统的能量会增加，含有不同数量的粒子空穴对的态之间有一个能隙，当相互作用很

强时，能隙会变得很大，因此可以忽略多个粒子空穴对的态（即高能部分）。假设

各向同性的光晶格系统中，为了解析计算时方便构造基矢，选择 12  ML 个格点的

晶格，满足周期边界条件且填充因子为 n 。根据强耦合展开，当跃迁矩阵元不为零且

远小于相互作用时，将跃迁矩阵元看作是微扰项，相互作用项为非微扰项，其未受

微扰的基态波函数是完美莫特绝缘态 0   ...n n n , , 。对这个态进行修正的波函数是

含有一对粒子空穴对的态，这里将这些态按照双占据（ 1n ）和空穴（ 1n ）所在

的位置不同进行分类构造基矢

 ...,...1,...,1...,...,...1,...,1...,...
2
1

 nnnn
L

ed （2.38）

d d

双占据和空穴的间隔 1 2  ...  d M , , , ，其中M为周期边界条件下的最大间隔数。（2.38）
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中的点号代表的是填充数等于平均占据数 n 。哈密顿量  ,I IH J U 在基矢

 1 20 ... Me e e, , , , （2.39）

下可以展开为

  0,
T

I I
E Z

H J U
Z K

 
  
 

（2.40）

其中态 0 对应的对角矩阵元为   2/10  nnLUE I ，矩阵   ,...0,0,0,12 I
T JnnLZ 

是 de 态和 0 态耦合成的一行M 列矩阵， K 是M 个 de 态表征下的一个 MM  的

三对角矩阵

 
   

 

























............

...120

...1212

...012

0

0

0

II

III

II

UEJn
JnUEJn

JnUE

K （2.41）

利用微扰理论可得一阶修正的波函数为

 
   

   
   

0 0
1 0

10 0

'
2 1

n g I
g n

n g Ig n

H JLn n e
UE E

 
 



  


 （2.42）

其中， 'H 是微扰项，  0
g 表示基态 0 ，对应的能量为  0

gE ；  0
n 表示所有含粒子

空穴对的激发态 de ，其对应的能量为  0
nE ，且 n和 d 的取值是同步的，即  0

1 1e  ，

 0
2 2e  ，依此类推。二阶修正的波函数为

 
       

         
       

    
 

   

    
 

0 0 0 0 0 0 0 0
2 0

20 0 0 0 0 0

2
0 0

0
20 0

' ' ' '

'1
2

m n n g m g g g
g m

m g n g g m g n g m

m g

g
m g

g m

H H H H

E E E E E E

H

E E

       
 

 


 



 
   

   




 



（2.43）

      011212 2

2

22

2

I

I

I

I

U
JnnLe

U
JnnLn  （2.44）

因此，由（2.42）和（2.44）式可得，修正后的基态波函数为
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     0 1 2
g g g g     

   

   

2

12

2 3

22 3

1 1 0 2 1

2 1 2 1

I I

I I

I I

I I

J JLn n Ln n e
U U

J Jn Ln n e O
U U

 
     
 

 
     

 

（2.45）

若突然提高晶格的深度使系统跃迁矩阵元为零（ 0FJ ），接下来的时间演化由淬

火后的哈密顿量  0, FH U 所决定，而此时的哈密顿量  0, FH U 在所选的基矢下是是

对角化的，且态 de 是M重的简并态。因此对于选择淬火前的波函数（2.45）式作为

初态，则t时刻的波函数可以写为

     

   

2
/

12

2
/

22

1 1 0 2 1

2 1 2 1

F

F

iU tI I
g

I I

iU tI

I

J Jt Ln n Ln n e e
U U

Jn Ln n e e
U

 



 
     
 

  





（2.46）

这里将非微扰修正的基态能量 0E 作为“背景能”。

为了计算动量分布，其定义式见（2.37）式，首先利用波函数（2.46），求得单

粒子密度矩阵  'jj t 为

   

   

     

 

2
†

' '2

/ /† †
' 1 1 '

2
/ /† †

' 2 2 '2

2
†

1 ' 12

1 2 1 0 0

2 1 0 0

2 1 2 1 0 0

2 1

F F

F F

I
jj j j

I

iU t iU t
j j j j

iU t iU tI
j j j j

I

I
j j

I

Jt Ln n b b
U

JLn n b b e e e b b e
U

Jn Ln n b b e e e b b e
U

JLn n e b b e
U







 
   
 

  

  

 

 

 

(2.47)

由于跃迁矩阵元 IJ 较小，所以这里的计算近似到 II UJ / 的二次方项，忽略高阶小量。

单粒子密度矩阵实际上是一个五对角矩阵，设相应的对角常量为  tjj ' ，则

 

      

        

0

1

2 2
2

2 1 / cos /

1 2 1 / 1 cos /

I I F

I I F

t n

t n n J U U t

t n n n J U U t









 

   





(2.48)
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其它的矩阵元为零。  t0 是对角元上的数据，  t1 是与对角元近邻项的数据，  t2

是与对角元次近邻项的数据。在热力学极限下，由（2.37）和（2.47）式可得动量分

布函数为

     

    
2

2

1 4 1 cos cos

2 1 2 1 1 2cos cos 2

I F
k

I

I F

I

J U tn t n n k
U

J U tn n n k
U

     
 

          





（2.49）

图2.4（a）展示了不同时刻的动量分布，由于解析计算的方法是在强相互作用

下进行的，因此选择具有强相互作用的参量比值 20/1/ II UJ 。图2.4（a）表示三个

不同时刻的动量分布，与图2.3（a）中的动量分布相比较崩塌-复原振荡仍然很明显，

但可以清

图 2.4 解析计算下的动量分布(a)及动量分布的时间演化(b)。

20/1/ II UJ ， / 10F IU U  ， 1n 

楚的看出幅度减小，这主要是由于相互作用越强动量分布越趋于均匀分布。图2.4（b）

展示了零动量和布里渊区边界处的粒子数的时间演化，随着时间的增加零动量与布

里渊区边界处的粒子数的分布呈周期性振荡，由（2.49）式可知振荡周期为 FUh / 。

另外从图2.4（b）中我们还可以看出零动量分布的时间演化的振幅大于布里渊区边界

处动量分布时间演化的振幅。

2.2.2 可见度的时间演化

可见度可以定量地描述超流态与莫特绝缘态的波函数的干涉情况，在没有任何

粒子跃迁的莫特绝缘态中，波函数是不相干的，那么这种情况下的可见度为零。而
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描述超流态的波函数相干性很强，所呈现出的干涉图像是非常清晰的，随着晶格深

度的增加干涉图像的清晰度变差（干涉图像参见文献[5]），可见度越小。通过第二

节可以知道淬火超流态与绝缘态的崩塌-复原振荡的最大差异实际上是在零动量与布

里渊区的边界两处的粒子数分布不同，为了计算方便，这里通过 t时刻零动量态与

动量态之间的差异来体现干涉现象的强弱，这样可以定义下面的可见度

     
   

0

0

k k

k k

n t n t
v t

n t n t




 

 





（2.50）

而这个可见度也可以用作为区分淬火绝缘态与淬火超流态的一个物理量。利用（2.49）

式和（2.50）式得可见度的表达式为

   4 1 cos( )I F

I

J U tv t n
U

 


（2.54）

图2.5(a)为强相互作用时可见度在不同相互作用下的数值结果与解析结果。从图

中可以发现在 / 1/10I IJ U  时解析结果（蓝色实线）与数值结果（绿色方块线）有一

定的差距，而在 20/1/ II UJ 时解析结果（红色实线）与数值结果（浅蓝色点线）

图 2.5 （a）强相互作用下可见度时间演化的解析解与数值解的对比，

（b）不同相互作用下可见度时间演化的数值解
 36 。

这里用到的数值方法（TEBD）选取晶格长度L=32，总的粒子数为32

吻合的非常好。如图2.5（b）展示了不同相互作用时可见度的数值结果。图（b）中

的蓝色实线为 1/ II UJ 时可见度的时间演化，发现可见度的值在演化过程中始终是

正值，这是因为初态为超流态时，由于在动量空间粒子数分布特点，粒子数的最大

占据始终在k=0处。而图2.5（b）中的绿色虚线，蓝色虚线和红色实线分别表示

/ 1 / 4I IJ U  ， / 1/10I IJ U  和 / 1/100I IJ U  时可见度的时间演化。从图中可以看出
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可见度出现正负值交替的现象。从如图2.5（b）中的红色实线和绿色虚线我们可以看

出，相互作用越强可见度越趋于在 0v 附近呈周期性对称分布，从可见度的解析表

达式（2.54）中可以看出振荡周期为 FUhT / 。从图2.5（b）中的红色实线和绿色虚

线还可以看出，在强相互作用下，相互作用越强振幅越小，说明在有限隧穿的系统

中可见度随晶格深度的增加而减小。

2.3 小结

在本章中针对两种不同的淬火参数分别采用不同的解析方法研究了出现粒子空

穴对系统的动力学问题。一方面通过 Jordan-Wigner 变换及 Bogoliubov 变换研究了初

态是跃迁矩阵元为零的莫特绝缘态，经淬火调节跃迁矩阵元至很小时系统的动力学

演化。由于演化过程中出现粒子空穴对，使得密度关联的传播信号出现负值，这个

负值信号出现的时间随格点间隔的增大而增加，且最近邻格点的关联与其它间隔的

关联相比较，在较短的时间内出现特殊的振荡。

另一方面利用强耦合展开及微扰理论的方法研究了将含有粒子空穴对的系统淬

火调节至跃迁矩阵元为零后系统的动力学。由于强相互作用系统中彼此关联的粒子

空穴对的存在，其动量分布出现奇特崩塌-复原振荡，粒子数的最大占据在 T/4 后会

出现在 k 处，这与初态为超流态时粒子数的最大占据始终在 0k 处有明显不同。

此外，可见度也是有明显差别的，对于淬火莫特绝缘态的可见度的时间演化图像类

似于三角函数，在 0v 附近呈现周期振荡的形式，而淬火超流态得到的可见度，在

演化过程中始终是正值。最后将强相互作用下可见度的数值结果与解析结果进行了

对比，结果表明在 20/1/ II UJ 时解析的方法与数值的方法吻合的非常好，这可以

为我们接下来要研究的问题做铺垫。
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第三章 莫特绝缘态中偶极玻色子的淬火动力学

随着偶极相互作用的实验和理论发展，偶极相互作用变得越来越重要，在前两

章的基础上，这一章我们主要研究具有偶极相互作用的拓展玻色哈伯德模型的淬火

动力学。基于第二章的初态为含有粒子空穴对的态，淬火调节至跃迁矩阵元为零的

动力学研究方法，我们研究在莫特绝缘态中偶极相互作用对系统的动量分布和可见

度的影响并分析宇称关联的变化。

3.1 莫特绝缘态中偶极玻色子的能谱

考虑具有长程偶极相互作用的玻色子被捕陷在一维光晶格中，所有的偶极玻色

子都是肩并肩排列的，则系统的哈密顿量为：

     † †
1 1 '3

'

1, , 1
2 2 '

j j j j j j j j
j j j

U VH J U V J b b b b n n n n
j j

 


         
  （3.1）

其中 V 是偶极相互作用强度，当电偶极矩（磁偶极矩）肩并肩排列时 0V  ，为排斥

相互作用。粒子在不同格点间的偶极相互作用以
3'jj  的形式衰减。淬火调节的过

程中 V 不变。

当 0IJ  且 V 也很小时，系统呈现了一个完美的莫特绝缘态；当 0IJ  且很小时，

系统中会出现彼此关联的粒子空穴对，描述这个系统的哈密顿量表示为

 , ,I IH J U V ，淬火这个多体系统，即突然提升晶格的深度使得跃迁矩阵元为零

（ 0FJ  ），此时，支配着淬火后系统动力学演化的哈密顿量表示为  0, ,FH U V 。

对于没有偶极相互作用（ 0V ）的情况，这个模型就退化到标准的一维玻色哈伯德

模型。在引入偶极相互作用后，随着偶极相互作用 V 的增加体系会显现丰富的物理

特性。这里我们首先研究在强排斥极限 0IJ  且填充因子 1g  时，通过数值计算来

观察系统的相变情况，从而找出基态为完美的莫特绝缘态时 V 的取值范围。

图 3.1 展示了晶格长度 L=12，周期边界条件下，能量随 IUV / 变化的情况，我们

展示了偶相互作用较小时，能量最低的几种态的能谱，其中蓝色表示态 1,...,1,1,1,1 所

对应的能量，标记为 a 态；红色表示仅有一对粒子空穴对被激发时的态，标记为 b

态；绿色表示有更多粒子被激发的情况，标记为 c 态。这里的绿色仅呈现了部分多

粒子被激发的态的能谱。从图 3.1 中可以看出在 36.0/ IUV 时，(a)态始终为系统的

基态，并且仅有一对粒子空穴被激发的态(b)与高能部分(c)之间有一个能隙，使得

低能与高能部分被分隔开来，当在位相互作用很强时，这个能隙将会变得很宽，可
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将高能部分忽略掉，进而可以仅考虑描述系统的态中只含有一对粒子空穴对的情况。

图 3.1 强排斥极限 0IJ  ，填充因子为 1 时的低能谱随着 / IV U 变化的情形

3.2 偶极相互作用对崩塌-复原振荡的影响及可见度的演化

我们仅考虑莫特绝缘态和仅有一对粒子空穴对处于低能态的情况。因此选择区

域 36.0/ IUV ，对于周期边界条件下晶格长度为 2 1L M  的情况，基矢的选择参

见（2.41）式，填充因子为 1 时这组基矢可以表示为

 1 ... ...1,1, 2,1...,1,0,1,1,... .... ...1,1,0 ,1...,1, 2,1,1...
2de

L
    （3.2）

在这组基矢下哈密顿量  , ,I IH J U V 可以写为

  0, ,
T

I I
E A

H J U V
A K

 
  
 

（3.3）

这里，对角矩阵元  333
0 /1...2/11/1 dVLE  ，矩阵  ,...0,0,0,0TA ，矩阵 K 的对

角矩阵元为 3
0 /d I d Ie H e E V d U   ，非对角矩阵元 'm I me H e 1',3  mmIJ  。哈

密顿量（3.1）中偶极相互作用项的对角矩阵元的详细计算过程参见附录 A。系统以 IJ

作为微扰，由于哈密顿量  , ,I IH J U V 是非简并的，利用非简并微扰理论可以得到修

正后的基态波函数。其一阶修正波函数为

 

 
1

12 I
g

I

JL e
V U

 


（3.4）

二阶修正的波函数为
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2 2
2

2 23
6 2 0

/ 2
I I

g
I I I

J JL e L
V U V U V U

  
  

（3.5）

利用式（3.4）和（3.5）可得修正后的基态波函数为

   
2

121 2 0 2I I
g

II

J JL L e
V UV U


 

   
   

   

32

23
6

/ 2
I I

II I

J JL e O
UV U V U

  
    

     
（3.6）

突然提升晶格的深度使跃迁矩阵元为 FJ 为零，系统的在位相互作用 FU ，此时的哈密

顿量  0, ,FH U V 是对角化的，态 de 是非简并的。选取（3.6）式为初态波函数波函

数，则随时间的演化可以表示为

 
   

 
2

1 / 2
121 2 0 2 Fi V U tI I

g
II

J Jt L L e e
V UV U

  
 

   
   

   
 

32
1 /8 2

23
6

/ 2
Fi V U tI I

II I

J JL e e O
UV U V U

 
  
    

     
（3.7）

下面我们将考虑偶极相互作用对动量分布和可见度的影响。

由前一章可知，淬火的莫特绝缘态下动量分布会出现奇特的崩塌-复原振荡，这

可以作为区别超流与绝缘态的一种方法，鉴于这种情况我们分析偶极相互作用存在

时对崩塌-复原振荡的影响。动量分布的定义见（2.40）式。利用（3.7）式首先得到

单粒子密度矩阵
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JL b b e e e b b e
V U V U

JL e b b e
V U



  

  

 
  
  

 


  
  




 

 

（3.8）
这里的计算近似到 II UJ / 的二次方项，忽略高阶项，单粒子密度矩阵  tjj ' 是五对角
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矩阵，相应的相应的对角常量  tjj ' 为

 

   

 
 

 
   

 

0

1

2 2

1 2

1

4 cos

/ 8
6 cos 12 cos

/ 8

FI

I

F FI I

I II

t

U V tJt
U V

U V t U V tJ Jt
V U V UU V









 
    

    
         



 

（3.9）

其它的矩阵元为零。在热力学极限下，由（2.40）和（3.8）式可得动量分布的动力

学演化为

   

 
 

 
     

2 2

2

/ /1 8 cos (1 )2 cos
1 / /

/ 2 / /12 cos 1 2 cos 2
/ 8 1 / 1 8 // 1

I I I
k

I F I

I I I I I

I I F II

J U V Un t t k
V U U U

J U J U V U t k
V U V U U UV U





 
     

  
        

（3.10）

另外，我们还可以分析偶极相互作用对可见度的影响，利用可见度的定义

（2.53）式及（3.10）式可得

  / /8 cos (1 )2
1 / /

I I I

I F I

J U V Uv t t
V U U U


 

    
（3.11）

图 3.2 (a)和(b)分别展示了 0k 和 k 处的粒子在偶极相互作用 0V 与 0V 下

的时间演化，当 0V 时， 0k 和 k 处的粒子随时间呈周期性振荡，如图 3.2

图 3.2  tnk 0
和  tnk 

在不同的偶极相互作用下的时间演化， 0V ， IU25.0 ，

这里 20/1/ II UJ ， 10/ IF UU
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中的虚线，振荡的周期为 FUh / ，并且振幅是均一的；而当 0V 时，由方程（3.10）

可以看出，动量分布的振荡由两个不同周期的余弦函数共同决定。图 3.2 (a)和(b)中

两条实线展示偶极相互作用 IUV 25.0 时， 0k 和 k 处的粒子随时间的演化，

与虚线（ 0V ）相比可以明显看出振荡的周期与振幅均增大，且振幅随着时间出现

衰减（恢复）后又恢复（衰减）的现象。从这两幅图中可以看出，当 0V 时，淬火

绝缘态的崩塌-复原振荡仍然存在， 0k 处的粒子在崩塌（复原）的同时 k 处

的粒子在复原（崩塌）。

在图 3.3 中我们展示了 IUV 25.0 时，  tnk 0 和  tnk  动力学演化的频谱图，

从图中我们可以看出， 0k 与 k 的频谱是相同的，有两个峰值，即  tnk 0 和

 tnk  的动力学演化这个信号是由两个周期函数构成，峰值即为这两个周期函数的

振幅，分别为 0.533 和 0.08。振幅为 0.08 的函数部分对应的频率是 0.72，振幅为 0.533

的函数部分对应的频率是 0.97。

图 3.3  tnk 0
和  tnk 

动力学演化下的频谱图，

这里 0.25 IV U ， / 1/ 20IJ U  ， / 20F IU U 

图 3.4 中展示了在不同偶极相互作用下可见度随时间演化的情况。从图中可以发

现，由于粒子空穴对的存在使得绝缘态的可见度不为零，而且在零点附近呈现周期

振荡，振幅随偶极相互作用的增加而增大，表明偶极相互作用可以增加系统的干涉

效应，随着偶极相互作用的增加，干涉条纹越清晰。对于不同的偶极相互作用，可

见 度 的 周 期 也 发 生 了 改 变 ， 由 方 程 (3.11) 可 以 得 到 可 见 度 的 周 期 为 ：

    IFI UUUVT ///1/1  ，由于偶极相互作用较小时，周期 FUVT /1 ，即周期随偶

极相互作用的变化几乎是线性增加的。
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图 3.4 不同的偶极相互作用下可见度的时间演化,
这里 20/1/ II UJ , 10/ IF UU

3.3 偶极相互作用对宇称关联函数的影响

前面我们介绍了强相互作用系统中的粒子空穴对对系统的物理性质起着非常重

要的作用。对于这种粒子空穴对的系统，宇称算符 ji n
js e  是一个很好的研究工具，

其中，j为格点指标， nnn jj  表示 j 格点上即时的粒子数 jn 与平均占据数 n 之间

的差值，当 0jn  为零时，宇称为1；当 1jn  时，宇称为-1，当宇称算符为-1时，

表示此时格点的占据情况为双占据或空穴。粒子空穴对的关联性质可以通过宇称关

联函数来描述，定义为

  j j l j j lS l s s s s   （3.12）

利用波函数（3.7）式计算近邻格点关联函数

  1 11 j j j jS s s s s   （3.13）

这里

       

2
2 2 4

1 2 2 2 2

4 81 2 4 36
/ 8

I I I
j j

I I I I

J J JL Ls s L L L
L LV U U V V U V U

   
    
     

（3.14）

       

2
2 2 4

2 2 2 2

4 41 2 4 36
/ 8

I I I
j

I I I I

J J JL Ls L L L
L LV U U V V U V U

   
    
     

（3.15）
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2
2 2 4

1 2 2 2 2

4 41 2 4 36
/ 8

I I I
j

I I I I

J J JL Ls L L L
L LV U U V V U V U

   
    
     

（3.16）

利用基态波函数的内积

       

2
2 2 4

2 2 2 21 2 4 36
/ 8

I I I
g g

I I I I

J J JL L L
V U U V V U V U

 
 

    
     

（3.17）

可得最近邻格点间的关联函数

  1 11 g j j g g j g g j g

g g g g g g

s s s s
S

     

     
   （3.18）

将（3.14），（3.15），（3.16）和（3.17）式带入（3.18）式可得到最近邻格点的关

联函数的表达式为

   
 

 
  













 2

2

2

2

/1
/161

/1
/161

I

II

I

II

UV
UJ

UV
UJS （3.19）

同理我们也可计算次近邻格点间的宇称关联，当l=2，其关联函数为

  2 22 j j j jS s s s s   （3.20）

其中

       

2
2 2 4

2 2 2 2 2

8 41 2 4 36
/ 8

I I I
j j

I I I I

J J JL Ls s L L L
L LV U U V V U V U



   
    
     

（3.21）

则次近邻格点间的宇称关联为

 
 

 
   22

4

4

4

18/1/
/144

/1
/256)2(







II

II

I

II

UVUV
UJ

UV
UJS （3.22）

最近邻格点的关联函数随偶极相互作用的变化， 如图3.5所示，在这种情况下宇

称并不依赖于时间。图中紫色虚线是 0V  时的关联函数，我们发现随着跃迁矩阵元

的增加关联函数先增加后减小。这是由于随着跃迁矩阵元逐渐增加，粒子空穴对的

数目增大，关联增大。关联在达到最大值后又逐渐减小。而随着的跃迁增大，系统

进入超流相。当 0V  时，关联函数的最大值随着偶极相互作用的增加逐渐向隧穿减
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小的方向移动，这种现象反映了莫特超流相变的临界点随偶极相互作用的增加而减

小。

图 3.5 不同的偶极相互作用下最近邻格点的宇称关联

同理，根据次近邻格点的宇称关联（3.23）可以得到关联函数随 II UJ / 变化规律，

如图3.6所示。我们仍然可以看出偶极相互作用对莫特超流相边界的影响，莫特绝缘

相的区域随偶极相互作用的增加而减小。

图 3.6 不同的偶极相互作用下次近邻格点的宇称关联

3.4 小结

在本章中对一维偶极玻色子系统的丰富物理现象展开了研究。在强排斥极限下

平均填充数为1且偶极相互作用满足 36.0/ IUV 的情况下，我们主要研究了淬火后
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系统的动力学特性以及宇称关联。通过观测系统的动量分布和可见度，发现随着偶

极相互作用的增加，粒子的动量分布出现崩塌与复原的特性，崩塌-复原振荡的振幅

和周期与标准玻色哈伯德模型相比均增大。另外，偶极相互作用较小时，可见度的

周期为 FUVT /1 ，即周期随偶极相互作用的变化几乎是线性增加的。同时，随着

偶极相互作用的增大，可见度的振幅增大，这说明偶极相互作用使得系统趋向于超

流相移动。而宇称关联函数也受到了一些影响，从近邻格点间关联和次近邻格点间

关联的变化中都可以看出莫特超流相变的临界点随着偶极相互作用的增加而减小。
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第四章 总结与展望

本文基于一维玻色-哈伯德模型及其拓展形式，讨论了系统密度关联函数，宇称

关联及可见度等的动力学演化问题。首先介绍了在标准的一维玻色-哈伯德模型中，

一方面，对于将初态是跃迁矩阵元为零的莫特绝缘态，淬火调节跃迁矩阵元至很小

时的粒子空穴对系统，密度关联传播信号的负值出现的时间随格点间隔的增大而增

加，且最近邻格点的关联与其它间隔的关联相比较，在较短的时间内出现特殊的振

荡。另一方面利用强耦合展开及微扰理论的方法介绍了将粒子空穴对系统淬火到跃

迁矩阵元为零后体系的动力学，从动量分布中可知淬火莫特绝缘态呈现出奇特的崩

塌-复原振荡，主要体现在动量分布中粒子数的最大占据会随着时间的增加在 0k 与

k 之间振荡。而且，对初态为莫特绝缘态淬火后动力学演化的描述的可见度会

出现负值，这可以用来区分超流态与莫特绝缘态。重点研究了考虑偶极相互作用的

拓展玻色-哈伯德模型，与标准的玻色哈伯德模型相比，偶极相互作用使得动量分布

在演化过程中的振幅和周期均增大，而且振幅出现衰减与恢复的特性。另外可见度

随时间成周期振荡，而相互作用较弱时，振荡的周期与随偶极相互作用线性增加。

从近邻格点间的宇称关联中可以看出，随着偶极相互作用的增加，使得莫特超流相

变的临界点不断减小。

实际上对于考虑偶极相互作用的玻色子系统来说是非常复杂的，在本文中我们

仅考虑了V 较小的区间。通过数值的方法可以知道，在区间 36.0/ IUV 内系统的基

态为粒子数均匀填充的莫特绝缘态 ...1111 ，激发态可保留仅有一对粒子空穴对的

态，如 11...20...11 。而在偶极相互作用 36.0/ IUV 时，系统的基态、激发态都会

发生改变，相应的物理性质也将发生变化。在V 达到一定值时，系统的基态可能是

所有的格点都被粒子空穴对占据的态，即电荷密度波相（CDW），若填充因子仍为

1，则此基态可表示为 ...20202020 ，而激发态则为粒子空穴对依次减少的态，如

20...11...20 。在这种情况也是值得我们进一步去研究的。

另外，对于一维周期超晶格来说，调节晶格的跃迁矩阵元以及位能差可以使相

图发生很大的变化。因此我们预计下一步研究淬火后超晶格系统的密度关联函数的

时间演化。
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附录 A 偶极相互作用的相关计算

本附录介绍了第三章计算哈密顿量（3.1）中的偶极相互作用项在基矢空

 1 20 , , ,... Me e e 下展开的矩阵形式的方法。为了计算方便我们选择填充因子为 1

的莫特绝缘态。对于基矢 1 20 , , ,... Me e e 中的激发态都只含有一对粒子空穴对，

因此格点上的粒子占据数只有三种情况 0，1 和 2。在具体分析不同激发态下的矩阵

元时我们按照这三种占据数的贡献来分析。下面我们一一介绍在这组基矢下偶极相

互作用的矩阵元表达式：

① 在基矢 0 下的矩阵元：

'3
'

10 0
2 '

j j
j j

V n n
j j 



  3 3 3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1 1 11 1 ... ...
2 1 2 3 3 2 1
V L

d d
            
 

3 3 3 3

1 1 1 1...
1 2 3

VL
d

      
 

(A.1)

② 1e 态下的对角矩阵元：对于叠加态 1e 中的子态是等价的，我们以 20111... 为例，

偶极相互作用项作用在态 20111... 上时，空穴格点的贡献共  2 1L  项，值为 0。

双占据格点的贡献共  2 2L  项，其中非零的贡献项为

  3 3 3 3

1 1 1 12 1 2 4 4 ... 4
2 1 2 3
V

d
          
 

（A.2）

在上面的式子中每一个分数后面所乘的整数 2 和 4 分别是最近邻，次近邻，再次

近邻等的贡献项数，粒子数为 1 的格点贡献共  2 4 6LA L  项，其中非零的贡献

项为

         3 3 3 3

1 1 1 11 1 2 3 2 4 2 4 ... 2 4
2 1 2 3
V L L L L

d
              
 

（A.3）

这里，（A.3）中分数后面所乘的整数  2 3L  和  2 4L  的意义与（A.2）中的 2

和 4 的意义相同，下面的计算中所有分数后面所成的整数的意义都与（A.2）相

同。将式（A.2）与（A.3）相加得到偶极相互作用项作用在态 20111... 上的值

3 3 3 3 3

1 1 1 1...
1 2 3 1

VVL
d

      
 

（A.4）
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所以 1e 态下偶极相互作用项的对角矩阵元为

1 ' 13
'

1
2 '

j j
j j

Ve n n e
j j 



3 3 3 3 3

1 1 1 1 12 ...
2 1 2 3 1

VL VL
L d

           
（A.5）

3 3 3 3 3

1 1 1 1...
1 2 3 1

VVL
d

       
 

（A.6）

这里，1/2L 是态 1e 的归一化系数，而它后面的 2L 表示态 1e 中共有 2L 个子态。

③ 2e 态下的对角矩阵元：计算方法与 1e 态的相同。以 210111... 为例，偶极相互

作用项作用在态 210111... 上时，三种粒子数占据情况所贡献的项数与 1e 相同，

空穴的贡献值为零，双占据的非零贡献项为

  3 3 3 3

1 1 1 12 1 4 2 4 ... 4
2 1 2 3
V

d
          
 

（A.7）

粒子数为 1 的格点的贡献项为

         3 3 3 3

1 1 1 11 1 2 4 2 3 2 4 ... 2 4
2 1 2 3  

V L L L L
d

              
 

（A.8）

将（A.7）和（A.8）相加得到偶极相互作用项作用在态 210111... 上的值

3 3 3 3 3

1 1 1 1...
1 2 3 2

VVL
d

      
 

（A.9）

所以 2e 态下偶极相互作用项的对角矩阵元为

2 ' 23
'

1
2 '

j j
j j

Ve n n e
j j 



3 3 3 3 3

1 1 1 1...
1 2 3 2

VVL
d

       
 

（A.10）

因此，依次类推我们发现对于态 de 下的偶极相互作用项的对角矩阵元的形式为

3 3 3 3 3

1 1 1 1...
1 2 3

VVL
d d

      
 

（A.11）
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