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中 文 摘 要 

自旋轨道耦合是在物理学的诸多领域广泛存在的一种相互作用，它联系微观粒

子的自旋和它的轨道运动。在原子和分子物理领域，它导致光谱的精细结构；在固

态材料中，它刻画电子在晶体场中运动所感受到的依赖于电子动量的非均匀场；在

自旋霍尔效应，拓扑绝缘体，拓扑超导体等其它领域也都起着至关重要的作用。对

冷原子气体来说，由于原子是电中性的，并不存在内禀的自旋轨道耦合。2009 年至

2011年期间，NIST小组在一系列的实验中借助于激光与原子的相互作用在冷原子气

体中相继实现了人工的矢势，磁场，电场，以及非阿贝尔的规范场，即自旋轨道耦

合。从那以后，对自旋轨道耦合的冷原子气体性质的研究飞速发展。 

NIST小组的实验所实现的一维自旋轨道耦合在一个空间方向上耦合冷原子的自

旋和动量，在形式上等价于等权重的 Rashba和 Dresselhaus型自旋轨道耦合的叠加。

近两年，新的实验进展不断出现，自旋轨道耦合的自旋为 1 的高自旋玻色气体，二

维自旋轨道耦合的超冷费米气体和晶格玻色气体在实验上相继实现。在实验上实现

更高对称性的三维的自旋轨道耦合，即Weyl耦合的方案也不断出现。对自旋轨道耦

合的冷原子气体的性质的研究成了近年来持续的研究热点。 

理论和实验研究都表明，自旋轨道耦合的玻色气体呈现新奇的基态相，对于NIST

自旋轨道耦合的赝自旋 1/2玻色气体，有平面波相，条纹超流相，以及零动量相；而

对于自旋 1的玻色气体，条纹相还将具有空间调制的向列序。这些相在二维的 Rashba

自旋轨道耦合的冷原子气体中也都存在，而Weyl耦合的赝自旋 1/2玻色气体存在平

面波和条纹基态。当自旋轨道耦合的冷原子气体处于较强的囚禁之中时，还会出现

半量子涡旋相以及自发局域的晶格相等。 

在本论文中，我们分别研究了Weyl自旋轨道耦合的赝自旋 1/2和自旋 1的玻色

气体，主要工作分为两部分： 

第一部分，研究了Weyl自旋轨道耦合的赝自旋 1/2的玻色气体的基态。 

我们用变分方法研究了囚禁在外部谐振子势阱中的三维Weyl自旋轨道耦合的赝

自旋 1/2的玻色气体。我们注意到三维自旋轨道耦合会破坏宇称守恒，不同宇称的谐

振子本征态之间存在相互作用，单粒子的总角动量仍然是好量子数。为此我们将谐

振子的 s 波和 p 波态叠加作为近似的自旋轨道耦合的单粒子本征态。通常情况下，

赝自旋 1/2的玻色气体中两体相互作用是时间反演对称的，在考虑两体相互作用的情
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况下, 我们进一步将系统的变分波函数设为两个单粒子本征态的叠加。这两个单粒

子本征态是彼此的时间反演态，具有相反的总角动量磁量子数。变分计算的结果表

明，弱三维自旋轨道耦合的赝自旋 1/2的玻色气体的基态具有三维磁 skyrmion自旋

结构，与 Kawakami 等人最近的数值模拟所预言的结果一致[Phys. Rev. Lett. 109, 

015301 (2012)]。我们的解析结果揭示了由于自旋轨道耦合的存在，基态不可避免会

混入 p波空间模从而导致两个自旋分量的相分离，这正是三维磁 skyrmion基态出现

的原因。除此之外，我们还发现由于相同和不同自旋分量之间两体相互作用的竞争

会导致两种不同的磁 skyrmion 相，区别在于它们具有不同的密度分布对称性。其中

之一的密度分布具有宇称对称性和旋转对称性，而另一相的密度分布只有在时间反

演和π转动的联合操作下才具有不变性。我们的结果还预言当相互作用增长超过一

临界值时，系统会发生两种磁 skyrmion 相之间的相变，相变伴随着密度分布的显著

变化，而三维磁 skyrmion自旋结构的拓扑性质不受影响。 

第二部分，研究了Weyl自旋轨道耦合的自旋 1的玻色气体的基态。 

我们研究了囚禁在外部谐振子势阱中的弱的Weyl自旋轨道耦合的自旋 1的玻色

气体的基态，得到了其基态相图。我们发现依据密度-密度和自旋-自旋相互作用强

度的的大小，玻色气体凝聚在两个不同基态相，分别为磁性相和向列相，这一点与

无自旋轨道耦合时的情形一致。不同之处有二：其一，无自旋轨道耦合时，磁性相

和向列相分别对应负和正的自旋交换相互作用强度，自旋交换相互作用强度为零是

两相的边界。当存在自旋轨道耦合和外部的囚禁时，磁性相和向列相的边界将会被

修改。其二，我们发现磁性相的特征是三个自旋分量的密度分布呈相分离的状态，

基态是三维的磁 skyrmion，存在相互竞争的磁序和双轴向列序。 向列相的特征为三

个自旋分量的密度分布总体上是相容的，基态没有自发磁化，仅显示空间调制的单

轴向列序。 

 

 

关键词：自旋轨道耦合；Weyl耦合；三维磁 skyrmion；向列序 
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ABSTRACT 

Spin-orbit coupling occurs extensively in many physical systems, it links a 

microscopic particle's quantum-mechanical spin to its spatial motion. It is responsible for 

the fine structure of the spectra in the field of atomic and molecular physics; For 

solid-state matter, it depicts the crystal's electric field felt when the electrons which carries 

spin move through; it also plays crucial roles in the spin-Hall effect, topological insulators 

and topological superconductors, etc. However, for the cold-atom gases, owing to the 

atoms are electric neutral, the spin-orbit coupling is not a intrinsic interaction. In the years 

2009 to 2011, thanks to the Raman coupling tecniques, a series of experiments carried out 

by the NIST group engeering the synthetic vector potential, magnetic field, electric field, 

and non-Abelian gauge fields, i.e. the spin-orbit coupling in successive. From then, the 

studies of the spin-orbit coupled cold-atom gases became a prolonged research interest in 

the cold-atom community. 

The spin-orbit coupling realized experimentally by NIST group is a one-dimensional 

configuration which couples the spins of the cold atoms to their momenta in one spatial 

direction. It is equiverlent to the equally weighted combination of the well-known Rashba- 

and Dresselhaus-type spin-orbit coupling in form. In the last two years, the field still 

attracts experimental interests, and persistent experimental progresses were reported, 

including the Raman spin-orbit coupled spin-1 Bose gases, two-dimensional spin-orbit 

coupled ultra-cold Fermi gases, and two-dimensional spin-orbit coupled Bose gases in 

optical lattice. The experimental schemes for the realization of the most symmetrical 

three-dimensional spin-orbit coupling, i.e. the Weyl spin-orbit coupling configuration also 

were proposed. All these experimental efforts make the spin-orbit coupled cold atom gases 

a persistent research interests in recent years.  

The theoretical and experimental works both show that some novel quantum phases 

occur in the spin-orbit coupled Bose gases. There are plane wave phase, stripe superfluid 

phase, and zero-momentum phase for NIST spin-orbit coupled pseudospin-1/2 and spin-1 

Bose gases, for the latter configuration, the spatially modulated nematic orders also appear 
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in the stripe phase. These ground state phases also appear in the Rashba coupled gases. 

For Weyl spin-orbit coupled pseudospin-1/2 Bose gases, the plane wave and the stripe 

ground states occur again in the homogeneous systems. When a tight external confiment 

presents, the various novel half-quantum vortex phases and spontaneously localizesd 

lattice phases will appear as the ground states. 

In this thesis, we study the Weyl spin-orbit coupled pseudospin-1/2 and spin-1 Bose 

gases respectively. These works include two parts. 

Firstly，we present a mean-field study of the ground state of Weyl spin-orbit coupled 

pseudospin-1/2 Bose gases. 

We present a variational study of pseudospin-1/2 Bose gases in a harmonic trap with 

weak 3D spin-orbit coupling of Weyl type. We notice that the Weyl coupling breaks the 

parity symmetry, the harmonic oscillator states with different parities will interact with 

each other, leaving only the total angular momentum a constant of motion, which inspires 

us to approximate the single particle state as the superposition of harmonic s-wave and 

p-wave states. As the time reversal symmetry is protected by two-body interaction, we set 

the variational order parameter as the combination of two mutually time reversal 

symmetric eigenstates of the total angular momentum with opposite magnetic quantum 

numbers. The variational results essentially reproduce the 3D skyrmion-like ground state 

recently identified by Kawakami et. al. [Phys. Rev. Lett. 109, 015301 (2012)] We show 

that these skyrmion-like ground states emerging in this model are primarily caused by p 

wave spatial mode involving in the variational order parameter that drives two spin 

components spatially separated. We find the ground state of this system falls into two 

phases with different density distribution symmetries depending on the relative magnitude 

of intraspecies and interspecies interaction: one phase has parity symmetric and 

axisymmetric density distributions, while the other phase is featured with special joint 

symmetries of discrete rotational and time reversal symmetry. With the increasing 

interaction strength the transition occurs between two phases with distinct density 

distributions, while the topology of the 3D magnetic skyrmion-like spin texture is 

unaffected.  

Secondly，we present the mean-field study of the ground state of Weyl spin-orbit 

coupled spin-1 Bose gases. 
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We present a variational study of the spin-1 Bose gases in a harmonic trap with 

three-dimensional spin-orbit coupling of Weyl type, and obtain a phase diagram. Two 

ground state phases, namely the magnetic and the nematic phases, are identified 

depending on the spin-independent and the spin-dependent interactions. Unlike the 

non-spin-orbit-coupled spin-1 Bose-Einstein condensate for which the phase boundary 

between the magnetic and the nematic phase lies exactly at zero spin-dependent 

interaction, the boundary is modified by the spin-orbit-coupling here. We also find the 

magnetic phase is featured with phase-separated density distributions, 3D skyrmion-like 

spin textures and competing magnetic and biaxial nematic orders, while the nematic phase 

is featured with miscible density distributions, zero magnetization and spatially modulated 

uniaxial nematic order. 

 

 

Key words：spin-orbit coupling；Weyl coupling；3D magnetic skyrmion；nematic order 
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第一章  绪论 

伴随着冷却技术的发展，1995 年在磁阱中相继实现了碱金属原子 87Rb，23Na

和 7Li的玻色-爱因斯坦凝聚体(BEC)，磁阱仅能俘获单个自旋分量的碱金属原子， 称

为标量玻色-爱因斯坦凝聚体。随后 1997年，在光阱中冷却碱金属原子 23Na也获得

成功[1]。与磁阱不同，光阱能同时囚禁不同自旋分量的原子，释放了原子的自旋自

由度，开启了旋量玻色-爱因斯坦凝聚体的研究。同年，Ho[2]与 Ohmi和Machida[3]

同时利用平均场方法分析了自旋 1的旋量玻色-爱因斯坦凝聚体的基态，揭示了基态

可能存在的铁磁和反铁磁两种不同的磁序。之后，对旋量凝聚体的研究快速发展，

包括量子基态，自旋混合动力学，外场效应，自旋结构，低维系统，偶极旋量凝聚

体等[4]。此外，在固体材料中，人们很难了解复杂的材料结构的所有细节，更难于

操控。与之相比，冷原子系统中原子所处的外部环境可以在实验室中精确控制，实

现各种各样的单粒子势，相互作用也可以在较大幅度上进行调节，具有良好的可操

控性。利用冷原子系统对固体材料进行量子模拟因此成为冷原子和凝聚态物理的研

究前沿。美中不足的是，许多的凝聚态现象源自于电子在固体材料内禀的电磁场中

运动的效应，或者电子的自旋轨道耦合。而电中性的冷原子由于没有自旋-轨道耦合

效应，为量子模拟带来了明显的局限性，典型的例子是量子霍尔效应和拓扑绝缘体。

因而如何在冷原子中实现有效的规范场是这个问题的关键。利用转动凝聚体的方法

可以产生等效磁场，来模拟分数量子霍尔效应，但实验上发现转动的角频率接近势

阱的频率时，凝聚体变得不稳定，致使实验上很难达到分数量子霍尔区域。2009年

起，NIST的一系列实验利用拉曼(Raman)光与原子的相互作用在冷原子中逐步实现

了人工的矢势[5]，磁场[6]，电场[7]以及非阿贝尔的规范场，即自旋轨道耦合[8-10]。

本章中我们首先介绍赝自旋 1/2的 BEC和自旋 1的旋量 BEC的平均场基态，然后

介绍自旋轨道耦合的基本概念及常见的自旋轨道耦合形式。 

 

1.1  旋量 BEC的哈密顿量 

若旋量玻色气体是由超精细自旋为 s，质量为 m的玻色原子组成，玻色原子由

场算符 ( )
smΨ r 描述，其中， , 1, ,sm s s s= − − + L 标记玻色子的超精细态，是自旋磁量

子数。虽然玻色子是自旋量子数为整数的粒子，但此处自旋 s 却可以是半整数，例
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如的 1/ 2s = 的玻色气体常称为赝自旋 1/2 的旋量 BEC 或两分量的旋量 BEC，其两

个内态可以是同种玻色原子的两个超精细态，例如 87Rb 的 1, 1ss m= = − 和

2, 1ss m= = ；也可以是异核玻色原子的超精细态的混合，例如处于某一超精细态

的 41K和 87Rb。玻色子属性全部由场算符 ( )
smΨ r 满足的玻色子对易关系来体现。本

文里总是假定赝自旋 1/2系统由质量为 m的同种玻色原子的两个超精细态构成。对

于（赝）自旋为 s的旋量 BEC，其二次量子化的哈密顿算符[11]为 

 0 int ,H H H= +  (1.1.1) 

式中 0H 为单粒子哈密顿量，包含动能，囚禁势能，外磁场中的磁势能以及自旋轨道

耦合能等单体效应。在不考虑外磁场的情形下，单粒子哈密顿量可以写成 

 ( ) ( )
2

†
0 trap so ,

2
H d V V

m
 

= Ψ + + Ψ 
 

∫
pr r r  (1.1.2) 

其中 ( )1, , T
s s s− −Ψ = Ψ Ψ ΨL ， trapV 取决于 BEC 所处的外部囚禁势，对于囚禁于简谐

势阱中的 BEC 

 2 2
trap

1 .
2

V m rω=  (1.1.3) 

这里总是假定两种原子感受同样的囚禁势，例如在光偶极阱中囚禁同种玻色原子的

两个超精细态。 soV 是自旋轨道耦合，其可能的形式将在 1.3节中作详细介绍。 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )† †
int

1
2

H d d V′ ′ ′ ′= Ψ Ψ − Ψ Ψ∫∫ r r r r r r r r  (1.1.4) 

为相互作用哈密顿，稀薄的冷原子气体中的两体相互作用势 ( )V ′−r r 通常可以近似

地用短程的接触赝势 

 ( ) ( )V gδ′ ′− = −r r r r  (1.1.5) 

来描写，g代表接触相互作用的强度。对于旋量 BEC来说还要考虑不同的碰撞通道，

其相互作用哈密顿也有所不同。具体的说，对于赝自旋 1/2的旋量 BEC，相互作用
为 

 ( ) ( ) ( ) ( )† †
int ,

2
g

H dαβ
α β β α= Ψ Ψ Ψ Ψ∫ r r r r r  (1.1.6) 

式中 , ,α β =↑ ↓代表两个自旋分量，重复指标默认求和。 gαβ代表处于α和 β两个超

精细态的原子的相互作用，正比于相应态的 s波散射长度aαβ  

 
22 ,g a

mαβ αβ
αβ

π
=

h
 (1.1.7) 
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式中 1 1 1m m mαβ α β
− − −= + 是约化质量。与真实自旋系统不同的是，赝自旋系统不具备自旋

空间中的转动对称性， g↑↑， g↓↓和 g↑↓一般是不相等的，这取决于实验中作为自旋

上下两个分量的量子态。理论上常考虑的一种情形为上下两个分量对称的情形，即

g g g↑↑ ↓↓= = 。 

    对于自旋 1的旋量 BEC，两体相互作用势 

 ( ) ( )( )0 2 1 2 ,V c cδ′ ′− = − + ⋅r r r r s s  (1.1.8) 

式中 ( )0 0 22 / 3c g g= + ， ( )2 2 0 / 3c g g= − 分别是密度相互作用和自旋交换相互作用的

强度。而 2
0,2 0,24g a mπ= h ， 0,2a 分别表示总自旋 0和 2通道的 s波散射长度。s是自

旋 1的自旋算符，其形式为 

 

0 1 0 0 0 1 0 0
1 11 0 1 , 0 , 0 0 0 .
2 20 1 0 0 0 0 0 1

x y z

i
s s i i s

i

−     
     = = − =     
     −     

 (1.1.9) 

二次量子化的相互作用哈密顿为  

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

† †0
int

† †2

2

,
2

cH d

c d

α β β α

α β αα ββ β α′ ′ ′ ′

= Ψ Ψ Ψ Ψ

+ Ψ Ψ ⋅ Ψ Ψ

∫

∫

r r r r r

r r r s s r r
 (1.1.10) 

式中 , , , 1,0, 1α β α β′ ′ = − 表示三个超精细能级。除短程接触势外，对于磁性原子，两

体相互作用势 ( )V ′−r r 还可以包含长程的偶极-偶极相互作用[11]。与单粒子能量相

比，两体相互作用通常较弱，特别是其中自旋相互作用的部分，但却对凝聚体的磁

性质起着决定性的作用。 

1.2  旋量 BEC的平均场基态 

当 BEC处于基态时，所有原子处于同一量子基态，可以用平均场方法近似处理。

在 平 均 场 近 似 下 ， 将 场 算 符 用 其 在 基 态 的 期 待 值 代 替 ， 设

( ) ( ) ( )†
00α α αΨ = Ψ = Ψr r r ，从而将场算符 c数化，忽略场算符的对易关系。 

首先考虑两分量的旋量 BEC，其波函数可以写成 ( ),
T

↑ ↓Ψ = Ψ Ψ ，在无自旋轨

道耦合时， so 0V = ，此两分量 BEC的 Gross-Pitaevskii(GP)能量泛函为 
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2

2 22†
trap

,
, .

2 2
ii

i i i
i

gE d V g
m↑ ↓ ↑↓ ↑ ↓

=↑ ↓

  
Ψ Ψ = Ψ + + Ψ Ψ + Ψ Ψ     

  
∑∫

pr (1.2.1) 

利用变分方法可以从能量泛函得到含时的 GP方程  

 

2
2 2

trap

2
2 2

trap

,
2

.
2

i V g g
t m

i V g g
t m

↑
↑ ↑ ↑↑ ↑ ↑ ↑↓ ↓ ↑

↓
↓ ↓ ↓↓ ↓ ↓ ↑↓ ↑ ↓

∂Ψ
= Ψ + Ψ + Ψ Ψ + Ψ Ψ

∂
∂Ψ

= Ψ + Ψ + Ψ Ψ + Ψ Ψ
∂

p

p

h

h
 (1.2.2) 

设 ( ) ( ), ,, i tt e µ↑↓−
↑ ↓ ↑ ↓Ψ = Ψr r h

，代入可以得到定态的 GP方程 

 
( ) ( )

( ) ( )

2
2 2

trap

2
2 2

trap

,
2

.
2

V g g
m

V g g
m

µ

µ

↑ ↑ ↑↑ ↑ ↑ ↑↓ ↓ ↑ ↑ ↑

↓ ↓ ↓↓ ↓ ↓ ↑↓ ↑ ↓ ↓ ↓

Ψ + Ψ + Ψ Ψ + Ψ Ψ = Ψ

Ψ + Ψ + Ψ Ψ + Ψ Ψ = Ψ

p r r

p r r
 (1.2.3) 

这里为了满足粒子数守恒的要求
2

, ,N d↑ ↓ ↑ ↓= Ψ∫ r 引入的拉格朗日乘子 µ↑↓代表化学

势。上下两个分量满足的方程是相互耦合的，这体现在 g↑↓项上。上述定态 GP方程

的解已经在诸多文献(例如[12])中讨论过，这里不作详述。主要关注 , ,g g g↑↑ ↓↓ ↑↓的值

对基态的影响。直觉告诉我们，当两个分量之间存在强的排斥相互作用，即
g↑↓相

对很大时，两个分量是相分离的。所谓相分离指的是两个自旋分量的空间密度分布

是相互分开的。下面在 Thomas-Fermi 近似下讨论两分量 BEC 的基态 [12]。

Thomas-Fermi近似指的是：在极低温度下，BEC中原子的动能与势能、相互作用能

相比可以忽略。在此近似下，设
2

, ,n↑ ↓ ↑ ↓= Ψ ，从定态的 GP方程可得：在两相共存

的区域，即 0n↑ ≠ ， 0n↓ ≠ 时，基态的密度分布为 

 

trap trap
2

trap
1 ,

g g g V g V
n

g g g

g
V

g g

µ µ

µ µ

↓↓ ↑ ↑↓ ↓ ↓↓ ↑↓
↑

↑↑ ↓↓ ↑↓

↑↓
↑ ↓ ↓↓

↑↑ ↑↓ ↓↓

− − +
=

−

 
= − − Γ  Γ  

 (1.2.4) 

 

trap trap
2

trap
1 ,

g g g V g V
n

g g g

g
V

g g

µ µ

µ µ

↑↑ ↓ ↑↓ ↑ ↑↑ ↑↓
↓

↑↑ ↓↓ ↑↓

↑↓
↓ ↑ ↑↑

↓↓ ↑↓ ↑↑

− − +
=

−

 
= − − Γ  Γ  

 (1.2.5) 

这里，无量纲的参数Γ为 
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2

1 ,
g

g g
↑↓

↑↓
↑↑ ↓↓

Γ = −  (1.2.6) 

 1 ,
g
g

↑↓
↑↑

↑↑

Γ = −  (1.2.7) 

 1 ,
g
g

↑↓
↑↑

↓↓

Γ = −  (1.2.8) 

利用两相共存的条件可以得到 0↑↓Γ > ，即存在两相共存区域的条件为 

 2 0.g g g↑↑ ↓↓ ↑↓− >  (1.2.9) 

  
共存区域的边界由方程组 

 trap 0
g

V
g

µ µ↑↓
↑ ↓ ↓↓

↓↓

− − Γ =  (1.2.10) 

 trap 0
g

V
g

µ µ↑↓
↓ ↑ ↑↑

↑↑

− − Γ =  (1.2.11) 

的解决定。而如果 

 2 0g g g↑↑ ↓↓ ↑↓− <  (1.2.12) 

则不存在两相共存的区域，即两分量是完全空间分离的。单从相分离的条件已经可

以看出，与标量 BEC相比，由于相互作用参数的变化，即使是最简单的两分量旋量

BEC已经显示出丰富的基态密度结构。 

如果假定赝自旋 1/2系统由同种玻色原子的两个超精细态构成，GP能量泛函可

以用赝自旋算符表示[12,13]。为此，设 

 

( )

( ) ( )
( )

,

n

n
χ
χ

↑

↓

Ψ =

 
=  

 

r χ

r
r

r

 (1.2.13) 

其中 ( ) ( ) ( )n n n↑ ↓= +r r r 是凝聚体的局域密度，归一化的复值旋量满足
2 2

1χ χ↑ ↓+ = 。定义(归一化的)赝自旋密度为 ( ) †σ=Σ r χ χ，其中σ 是泡利矩阵，则 

 

( )
( )

*

*

2 2

2Re

2 Im ,
x

y

z

χ χ

χ χ

χ χ

↑ ↓

↑ ↓

↑ ↓

 
Σ   

   Σ = −    Σ    − 

 (1.2.14) 
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式中Re和 Im分别代表取实部和虚部。在此赝自旋表示下，两分量 BEC的 GP能量

泛函可以写成 

 

( ) ( )

( )

2 22 2 2
trap

2
2

0 1 2

 
2 8 2

,
2

eff

z z

n mnE d n nV
m m

n c c c


= ∇ + ∇ ⋅ + +




+ + Σ + Σ 


∫ r Σ vh h

 (1.2.15) 

式中第一行是单粒子的能量，第二行是相互作用能。其中 ( ) *

,
Imeff i i

i
m χ χ

=↑ ↓

 
= ∇ 

 
∑v h ，

( )0 2 4c g g g↑↑ ↓↓ ↑↓= + + ， ( )1 2c g g↑↑ ↓↓= − ， ( )2 2 4c g g g↑↑ ↓↓ ↑↓= + − 。注意不要将

此处的
0,2

c 与(1.1.10)式混淆。可以看出，即使在无外磁场的情况下，赝自旋 1/2系统

也会出现等效的磁场效应。如果 g g↑↑ ↓↓≠ ，则会另外出现相互作用诱导的 ( )zΣ r 项，

表示等效的一次塞曼效应。若 2g g g↑↑ ↓↓ ↑↓+ ≠ ，则会另外出现相互作用诱导的 2
zΣ 项，

表示等效的二次塞曼效应。磁场项的出现将导致转动赝自旋Σ时能量不简并，进而

破坏自旋空间的 SU(2)对称性，此时仅绕 z轴转动的 SO(2)对称性被保留。一种特殊

的情况是两个自旋分量对称，即 1 0c = ，此时 2c 代表自旋-自旋相互作用的强度。 2 0c >

代表反铁磁的相互作用， 2 0c < 代表铁磁的相互作用。另一种更特殊的情况是 SU(2)

对称的相互作用，即 g g g↑↑ ↓↓ ↑↓= = ，此时 1 2 0c c= = 。 

    对于自旋 1的旋量 BEC，其波函数可以写成 ( )1 0 1, , T
−Ψ = Ψ Ψ Ψ ， GP能量泛函

为 

 [ ] ( )
2

† 2 20 2
trap

1,0, 1
.

2 2 2i i
i

c cE d V n d d
m= −

 
Ψ = Ψ + Ψ + + 

 
∑∫ ∫ ∫

pr r r S r  (1.2.16) 

这里
2

1,0, 1 1,0, 1n − −= Ψ 代表三个分量的粒子密度， 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 ,n n n n−= + +r r r r  (1.2.17) 

表示总密度。 

 † ,= Ψ ΨS s  (1.2.18) 

表示自旋密度。 0c 称作密度相互作用强度， 2c 项常称作自旋交换相互作用。对于典
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型的 87Rb原子的自旋 1的旋量 BEC， 2 0 0.005c c ≈ − ， 而 23Na原子 2 0 0.04c c ≈ [13]，

因而 0 2c c? ，此时相互作用中与自旋有关的的部分几乎不影响凝聚体的空间分布，

这时可以使用单(空间)模近似。单模近似假设旋量 BEC平均场波函数的不同自旋分

量共享相同的空间模，即 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 0 1, , ,Tζ ζ ζ −Ψ = Φ = Φr r ζ r  (1.2.19) 

其中，空间模 ( )0Φ r 满足归一化条件 ( )2
0 d NΦ =∫ r r ，或者写成 ( ) ( )0 nΦ =r r ，N为

凝聚体的总原子数。 ( )1 0 1, , Tζ ζ ζ −=ζ 是归一化的旋量，满足 † 1=ζ ζ 。 ( )0Φ r 可以近似

通过求解定态的平均场 Gross-Pitaevskii方程 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
trap 0 0 0 02

V c
m

µ
 

+ + Φ Φ = Φ 
 

p r r r r  (1.2.20) 

得到，这里µ是化学势。旋量部分ζ通过最小化自旋有关的相互作用能 2 2
int 2

c d= ∫S rE

来确定。因此，自旋 1 旋量 BEC的基态会出现两种相[2]： 

(1). 2 0c < 或 2 0g g< 时，最小化相互作用能要求自旋密度 

 † † †/ / ,n≡ = Ψ Ψ Ψ Ψ =S s ζ sζS  (1.2.21) 

归一化，即 1=S ，此时基态处于铁磁相。可能的基态旋量波函数为 

 ζ
1

0 ,

0

         

U  (1.2.22) 

其中  U , , yz z
isis ise e e

      是自旋空间中的 SO(3)转动算符， , ,  是欧拉角。

因此在无外磁场时，基态是高度简并的，这源于自旋1 旋量BEC的相互作用是SU(2)

对称的。87Rb原子的 BEC是典型铁磁凝聚体。 

(2). 2 0c > 或 2 0g g> 时，最小化相互作用能要求 0=S ，此时基态处于反铁磁相或

称为极化(Polar) 相。可能的基态波函数为 

 ζ
0

1 ,

0

         

U  (1.2.23) 

23Na原子的 BEC是典型反铁磁凝聚体。 

1.3  反铁磁凝聚体中的向列序 

    本节讨论自旋为 1系统的自旋序，我们首先考虑二阶的自旋张量算符Q，张量Q



Weyl耦合的旋量玻色气体的基态相和自旋序 

8 

有九个分量，  , , , ,
ij i j

Q s s i j x y z  。在坐标系转动变换下它的变换规则为 

 
,

,
ij im jn mn

m n

Q a a Q    (1.3.1) 

其中
ij

a 为一实的正交矩阵，描述坐标系的转动 

 ,
i ij j

j

x a x    (1.3.2) 

满足  

 ,   ,   det 1.
ik jk ij ik il kl ij

k i

a a a a a      (1.3.3) 

任意二阶张量都可以约化为一个对称的二阶张量和一个反对称的二阶张量，以张量

Q为例 

 , Q N A%  (1.3.4) 

式中对称的张量N%和反对称的张量A的分量分别为 

    1 1
,     .

2 2ij ji ij ji ij ji ij ji
N N Q Q A A Q Q      % %  (1.3.5) 

在坐标系转动变化下，对称张量和反对称张量在各自的分量间变换。实际上，我们

可以作进一步的约化。反对称张量A仅有三个独立分量
12 23 31
, ,A A A 无法进一步约化，

而对于对称张量N%，它的迹是坐标转动不变的 

 .
ii il im lm lm lm mm

i ilm lm m

N a a N N N      % % % %  (1.3.6) 

因而我们可以要求对称张量N%的迹为零，把它进一步约化为  N N% 。因此，自

旋张量Q可以约化[14]为 

   Q N A   (1.3.7) 

其中 

  1
Tr ,

3ij ij ij
Q   (1.3.8) 

  1
,

2ij ij ji
A Q Q   (1.3.9) 

    1 1
Tr .

2 3ij ij ji ij ij
N Q Q Q     (1.3.10) 
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分别为不可约的零阶(直角)张量(标量)，一阶(直角)张量(矢量)和二阶(直角)张量，其

独立分量数分别为 1，3，5。我们可以用它们取代Q来作为系统的自旋算符：由于

  2 2Tr 2
ij i

i

Q s   s ， 只有一个独立分量与自旋的大小有关，是自旋空间转

动不变的；由
1
2ij ji i j j i ijk k

Q Q s s s s s    可知反对称的张量A的三个独立分量

23 31 12
, ,A A A 分别正比于 , ,

x y z
s s s ，即自旋算符 s；对称张量N的分量为 

  1 2
2 3ij i j j i ij

N s s s s     (1.3.11) 

称为向列张量算符[14]。上面的约化过程即是直积群的 SU(2)约化 

 1 1 0 1 2 ,sym asym sym⊗ = ⊕ ⊕  (1.3.12) 

    利用向列张量算符，我们可以定义向列张量密度[13]为 

 † .  NN  (1.3.13) 

与(1.2.21)类似地,我们可以定义归一化的向列张量密度 

 
†

† .
n

Ψ Ψ
≡ =

Ψ Ψ
N

N
N

 (1.3.14) 

向列张量密度的“期待值”，定义为 † d   N rN ，可以作为四极自旋序参数

[15,16]，又称为向列序参数。当向列序参数非零时，系统具有四极自旋序，或向列

序。向列序描写各项异性的自旋涨落[4]。而前面(1.2.18)式定义的自旋密度的“期待

值” † d= Ψ Ψ∫S s r则可以作为偶极自旋序参数，又称为磁序参数，它取非零值时，

系统具有偶极自旋序或磁序。对于自旋 1系统而言，这两种自旋序是相互竞争的，

可以证明[17] 

 ( )2 21 2+Tr ,
2 3

=S N  (1.3.15) 

式中的两个量 2S 和 ( )2Tr N 都是非负的标量。需要注意的是，这些讨论是针对自旋

1 系统的。对于自旋 1/2 不存在向列序，只有磁序。而且对于自旋 1 系统，在文献

中，向列张量密度有不同的定义方法。例如Mueller等[17,18]将其定义为 N
1
3 ij ij
  ，

其方便之处除了三个本征值均是半正定的之外，在这种定义下，Tr 1=N 。Ueda 等
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[13,19-21]的定义是N
2
3ij ij
 ，我们有，Tr 2=N ，其好处是，对于完全向列态，N

的三个对角分量直接对应三个方向的自旋涨落。但这些定义本质上都是相同的。 

    对于前面的单模近似下的基态(1.2.22)和(1.2.23)而言，自旋密度不随空间变化。

(1.2.22)式是完全磁化的铁磁态，它的自旋密度 1=S 。我们用矢量来表示它的特征。

而自旋密度 0=S ，向列序张量密度非零的反铁磁态(1.2.23)是完全向列的态，是一

种纯粹的量子现象。而且它的序参数稍微复杂，描述起来困难。 

    对于简单的完全向列态，比如纵向 Polar 态  0,1,0
T

ζ ，非零的向列张量密度

分量为 1 3xx yy= =N N ， 2 3zz = −N ，因而向列张量密度N的本征值为1 3,1 3和

2 3−  (在Mueller的定义下，有一个本征值为 1，另外两个是 0；在 Ueda定义下，

有一个本征值为 0，另外两个是 1) 。考虑到自旋密度 0=S ，从(1.3.11)和(1.3.14)

式可以得出 z方向的自旋涨落 22 2 3 0z z zzs s + =- = N ，xy方向的涨落是各向同性

的，波函数具有沿 z轴的旋转对称性，这个方向称为向列方向(director)，用u (或−u )

来表示。它也是本征值 2 3− 所对应的本征矢的方向。这正是为什么称其为纵向 Polar

态的原因。为描述纵向 Polar态，可以用空间中无箭头的小棒来表示向列方向。 

    再比如横向 Polar 态  ζ 1 2 ,0,1 2
T

 ，非零的向列张量密度分量为

1 3xx zz= =N N ， 2 3yy = −N ，向列方向沿 y轴。这些都是单轴向列态，其特征为

沿向列方向u的自旋涨落为零，即 ( )2 0⋅ =uS 。 

一般而言，向列张量密度N有三个不同的本征值，这样的态称为双轴向列态。

此时无法用单一的向列轴来表示。在 Mueller 的定义下可以用一个椭球来描述双轴

向列态，其原理是利用N可以唯一确定一个椭球，球心设为 ( )0,0,0=x 时，椭球面

上的各点 ( ), ,x y z=x 满足 1T =x xN ，椭球的三个半轴的方向对应向列张量密度N的

三个本征矢，半轴的长度为对应各自本征值的平方根的倒数。前述的单轴向列态，

例如纵向和横向 Polar 态，在 Mueller 的定义下，N有两个本征值为零，此时椭球

有两个半轴长度为零，椭球退化为不带箭头的小棒。而对于如(1.2.22)描述的(纵向)

铁磁态，例如  1,0,0
T

ζ ，非零的向列张量密度分量为 1 2xx yy= =N N ，此时椭球

沿 z方向的半轴长度为零，另两半轴长度相等，说明在此平面上自旋涨落是各向同

性的，椭球此时退化为一圆盘，圆盘的一面的法线方向正是归一化自旋密度S的方

向。 

以上考虑的是单模近似下的态，若单模近似不适用，例如对于具有较强的自旋
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交换作用或偶极相互作同的旋量凝聚体和我们将要讨论的自旋轨道耦合的凝聚体来

说，自旋和空间运动相互影响。此时自旋序参数随空间变化，在二维的纸面上难以

呈现双轴向列序而不损失信息。此时可以选择 ( )2Tr N 的空间变化，甚至可以以向

列张量密度N的两个最大的本征值的差的空间变化[22]来间接反映向列张量密度的

空间变化。 

1.4  自旋轨道耦合 

在前几节中忽略(1.1.2)式中的自旋轨道相互作用 soV ，讨论了无自旋轨道耦合的

旋量玻色-爱因斯坦凝聚体的基态。本节来介绍自旋轨道相互作用 soV 的可能的形式。 

 
图 1.1 拉曼诱导的矢势[5]。(a)实验示意图，(b)能级图。 

 

    2009 年，NIST 的 Lin 等人首次在 87Rb的 BEC 中实现了人造矢势[5]，掀起了

冷原子中人工规范场的研究热潮。实验如图 1.1 (a)所示， 87Rb的 BEC囚禁在光偶

极阱中，在 y方向加偏置磁场 0B ，两束沿 x方向相对传播的线偏振拉曼光频率分别

为 Lω 和 L Lω ω+ ∆ ，分别沿 z 和 y 方向偏振，耦合 87Rb 的超精细态 1, ss m= 中 

1sm∆ = ± 并且线动量 x分量差为2 rkh 的两个内态， rk h λ=h 是单光子反冲动量，λ是

拉曼光的波长，一次和二次塞曼效应分别为 zω 和ε，能级如图 1.1 (b)所示。因为拉

曼光引起的动量转移发生在 x方向，单粒子哈密顿可以写成 

      
2

2 2
0 0 trap

,
2x x y z

H H k k k V
m

    r
h

 (1.4.1) 

其中 
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( )

( ) ( )

( )

2 2
2

2 2
2 2

0

2 2
2

0
2 2

.
2 2 2

0
2 2

r L

r L r L

r L

i k xx R
z

i k x i k xxR R
x

i k x xR
z

k e
m

kH e e
m

ke
m

ω

ω ω

ω

ω

ε

ω

−∆

− −∆ −∆

− −∆

 Ω
+ 

 
 Ω Ω

= − 
 

Ω 
− 

 

h

h

h

 (1.4.2) 

RΩ 是双光子 Rabi频率，在旋波近似下， 

 
2 2

2

2 2
2

2 2

0

2 2

0
2 2

.
2 2 2

0
2 2

r

i k x i k xr r

i k xr

i k xx R

ie exR R
x

e xR

k e
m

kH e e
m

ke
m

δ

ε

δ

−

−

 Ω
− 

 
 Ω Ω

= − 
 

Ω 
+ 

 

h

h

h

 (1.4.3) 

其中 L zδ ω ω= ∆ − 为拉曼光的双光子失谐。应用幺正变换
2 r zi k xsU e ，系统沿 x方向

运动的哈密顿量可以写成 

 

( )

( )

2
2

2
2

0

2
2

2 0
2 2

.
2 2 2

0 2
2 2

R
x r

R R
x x

R
x r

k k
m

H k
m

k k
m

δ

ε

δ

 Ω
− − 

 
 Ω Ω

= − 
 

Ω + + 
 

h

h

h

 (1.4.4) 

对角化单粒子哈密顿量可以得到单粒子的能谱，如图 1.2 所示，图中取反冲动能
2 2 2r rE k m= h 为能量单位。在强的拉曼缀饰情况下，最低的单粒子能谱呈现单一的

能量最小点。将色散关系在最低点附近作展开，得 

    
2 2

0 *
,

2x x x
E k k A

m
 

h
 (1.4.5) 

*m 是有效质量，
x

A 为最小点的动量，形式上可以看作是拉曼光诱导的阿贝尔规范

场，即矢势。可以知道，在拉曼共振 0δ = 时， 0
x

A  。在接下来的实验中，为了

获得人工的磁场，Lin 等人 [6]在 y 方向加入梯度磁场，即将偏置场强设为

0
B B b y  。此时双光子失谐具有沿 y方向的梯度

B
g b  h，进而导致

x
A 是 y的

函数，产生了近似均匀的人工的磁场
z x

B A y   。与转动凝聚体类似，实验中 
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图 1.2 能量动量色散曲线[5]。(a) 0  ，(b) 2
r

E   。 

 
也发现，当人工磁场超过某临界值时，实验上观察到了许多涡旋产生。为了获得人

工电场[7]，可以调节
x

A 随时间变化，而
x x

E A t   。2011年，Lin等人进一步

在实验上调节双光子失谐使δ ε≈ ，而较大的δ ε+ 使(1.4.4)式中的 1sm = 能级的布局

数可以忽略，从而在赝自旋1 / 2玻色-爱因斯坦凝聚体中实现了非阿贝尔的规范场

[8]。可以用有效的单粒子哈密顿量 

 
( )

( )

2
2

0 2
2

2 2 2

2 2 2

R
x r

x
R

x r

k k
mH

k k
m

δ

δ

 Ω
− + 

 =
 Ω

+ − 
 

h

h
 (1.4.6) 

 ( )
2

2

2 2 2
R

x r z x zk k
m

δ
σ σ σ

Ω
= − + +

h
 (1.4.7) 

来描述，式中重新定义了ε δ δ− → 。在赝自旋空间的自旋转动 x zσ σ→ ， z xσ σ→ −

下，哈密顿量可以写成 

 ( )
2

2
0 ,

2 2 2
R

x x r x z xH k k
m

δ
σ σ σ

Ω
= + + −

h
 (1.4.8) 

式中 x xkσ 是自旋轨道耦合项， rk 表明自旋轨道耦合的强度，实验上也是可以调节的
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[23]。当 4R LEΩ < 时，其单粒子能谱出现两个能量极小点，分别对应两个缀饰态。

当 4R LEΩ > 时，两个极小点重合，如图 1.3 所示。在强耦合极限下，低能能谱描述

一个无自旋的玻色子具有如前所述的人工规范势。 

 

图 1.3 能量动量色散[8]。 0  ，
R

 从零(灰)增加到5
r

E (蓝)。 

    随后，在 2012年山西大学张靖[24]研究组和MIT的 Zwierlein[25]小组利用该方

案实现了自旋轨道耦合的简并费米气体。原则上，实验中可以通过同时调节三个塞

曼能级实现哈密顿(1.4.4)描写的自旋轨道耦合的自旋 1 BEC。2015年，Campbell等

人[26]通过增加一束拉曼光来实现对二次塞曼效应的调节，实现了自旋轨道耦合的

自旋 1 BEC，可以用哈密顿量 

 ( )
2

2 2
0 2

2 2 2 2
R

x r z x z zH k k s s s s
m

δ εΩ
= − + + +

h
 (1.4.9) 

来描述，其中 is 是自旋 1矩阵，形式见(1.1.9)。 

    无论是赝自旋 1/2 还是自旋 1，拉曼光诱导的一维自旋轨道耦合都形如 x xkσ ，

可以看成是固体材料中常见的 Rashba 耦合 x x y yk kσ σ+ 和 Dresselhaus 耦合

x x y yk kσ σ− 的等权重叠加。自旋轨道耦合将原子的自旋和空间运动联系在一起，它

的形式并不仅限于 x xkσ 的形式。人们感兴趣的耦合形式还有： 

    (1) Rashba耦合。Rashba耦合形如 x x y yk kσ σ+ ，是二维的自旋轨道耦合。这种

耦合形式很早便引起了理论上的强烈兴趣[27]。2010 年，翟荟等人[28]在均匀的

Rashba 耦合的 BEC 中发现了著名的平面波和条纹基态。理论上还发现囚禁在势阱

中的 Rashba耦合的 BEC会出现新奇的 half-quantum vortex等基态[29-32]。实验上， 

Campbell等人[33]设想的环状耦合方案(Loop Scheme)，磁耦合方案[34,35]等等[36-38]
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来实现二维的自旋轨道耦合。最近，已有实验方面的进展，山西大学的张靖[39]等

人在费米气体中实现了二维的耦合；中国科学技术大学的陈帅、潘建伟等人[40]在

晶格 87Rb玻色气体中也实现了二维的自旋轨道耦合。 

    (2) Weyl耦合。Weyl耦合也是理论和实验上感兴趣的耦合形式，形如  k 。它

进一步将 Rashba 耦合推广到三维。实验上，有四面体耦合方案[41](Tetrahedron 

Scheme)，磁耦合方案[34]等等来可以实现这种自旋轨道耦合。2012 年，Kawakami 

[42]，Li [43,44]和 Anderson[45]等人都研究了Weyl耦合的 BEC的基态。几乎同时，

Kawakami等人[42]和 Li 等人[43,44]都发现Weyl耦合的两分量 BEC的基态是三维

skyrmion。Li 等人[43,44]还发现在自旋轨道耦合很强时，系统的基态是 skyrmion晶

格相。Zhang等人[46]则研究了光晶格中Weyl耦合的玻色气体。此外，散射问题[47]，

相互作用[48]以及Weyl耦合的费米气体[49-52]等也有很多研究。 

    (3) SU(3)耦合。上述耦合都是 SU(2)的，体现在只有最多三个自旋矩阵 s (对于

赝自旋 1/2系统即是 Pauli矩阵)耦合到动量，三个自旋矩阵
i

s 是 SU(2)群的生成元。

对于自旋 1的玻色气体，还有可能实现另一种自旋轨道耦合，SU(3)耦合[53-55]，其

形式为  
8

1

i
i

i

b


 k D ，其中  ib k 是和动量有关的函数，
i

D 是八个 SU(3)群的生成元，

可以是 Gell-Mann 矩阵，等价地，也可以是(1.3.9)式的三个自旋矩阵
i

s 外加(1.3.10)

式的五个独立的向列张量分量
ij

N 。SU(3)耦合会在自旋 1的三个塞曼态之间建立任

意两个之间的耦合，将可能导致许多有趣的新现象。 

    (4) 自旋轨道角动量耦合。这是最近在理论上提出的一种自旋轨道耦合方案

[56-60]。与前面利用线偏振的拉曼光在原子的超精细内态之间传递动量不同，该理

论方案设想利用两束同向的高斯-拉盖尔光在原子的内态之间传递角动量，从而实现

类似原子物理中导致精细结构的自旋-轨道角动量耦合，其形式为
z z
l 。 

1.5  我们的工作 

我们主要做了两方面的工作，其一是用变分方法研究了囚禁在外部谐振子势阱

中的三维Weyl自旋轨道耦合的赝自旋 1/2的玻色气体的平均场基态。我们通过对单

粒子哈密顿量的分析，利用谐振子的 s波和 p波态叠加构造了近似的单粒子基态。

进一步构造了系统的变分波函数。变分计算得到了弱三维自旋轨道耦合的赝自旋
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1/2 的玻色气体的基态，与 Kawakami 等人最近的数值模拟所预言的结果一致。分

析了基态出现相分离的原因，以及三维磁 skyrmion基态的性质，预言了当相互作用

增长超过一临界值时，系统会发生两种磁 skyrmion相之间的相变。这一工作将在本

论文第四章中介绍。其二是利用变分方法研究了 Weyl 自旋轨道耦合的自旋 1 的玻

色气体的基态，得到了其基态相图。我们发现在不同的相互作用强度区域，玻色气

体可以凝聚在两个不同基态相，分别称为磁性相和向列相，确定了两相的边界。研

究了磁性相的密度分布，空间调制的自旋密度(三维的磁 skyrmion)和与磁序相互竞

争的双轴向列序,还研究了向列相的密度分布，单向列轴的空间调制。这一工作将在

本论文第五章中介绍。 

1.6  本文内容 

    本论文主要讨论自旋轨道耦合的旋量玻色爱因斯坦凝聚体的平均场基态相。研

究Weyl耦合的旋量凝聚体基态的自旋序参数的性质。论文的结构和布局如下： 

第二章介绍目前已经在实验上实现的 Raman 诱导的一维自旋轨道耦合的旋量

玻色爱因斯坦凝聚体的实验，平均场基态相图。包括赝自旋 1/2 和自旋 1 两种旋量

凝聚体。讨论赝自旋 1/2 旋量凝聚体平面波相，条纹相和零动量中的磁序，以及自

旋 1旋量凝聚体铁磁条纹，Polar条纹相的磁序以及向列序。 

第三章简要介绍二维 Rashba耦合的旋量玻色爱因斯坦凝聚体的平均场基态相。

主要是均匀的赝自旋 1/2 旋量凝聚体的平面波相，条纹相和零动量相，以及简谐势

阱中赝自旋 1/2 旋量凝聚体的半量子涡旋相和晶格相，讨论自旋轨道耦合和两体相

互作用强度对基态相的影响。 

第四章首先简要介绍均匀的三维Weyl耦合的赝自旋 1/2旋量玻色爱因斯坦凝聚

体的平均场基态相。然后重点研究了存在外部简谐势阱时赝自旋 1/2 旋量玻色爱因

斯坦凝聚体的平均场基态，探讨其磁 skyrmion基态的成因及其性质。 

第五章进一步研究简谐势阱中弱三维 Weyl 耦合的自旋 1 旋量玻色爱因斯坦凝

聚体的基态相。着重探讨其基态的磁 skyrmion相中的磁序和双轴向列序以及向列相

中向列张量密度的空间调制。 
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第二章  拉曼诱导的自旋轨道耦合 

自从实验上实现人工的自旋轨道耦合以来，人们对自旋轨道耦合的凝聚体做了

大量的理论和实验研究，成为了冷原子领域的研究热点。本章分两节来讨论拉曼诱

导的自旋轨道耦合的赝自旋 1/2 和自旋 1 的旋量玻色爱因斯坦凝聚体的平均场基态

相，条纹态和自旋序。 

2.1  自旋轨道耦合的赝自旋 1/2 BEC  

    对于拉曼诱导的自旋轨道耦合，由于系统仅存在x方向的耦合，可以将y和z方

向的运动分离出来。在极低温度下，设凝聚体处在 y 和 z 方向的动量基态，即

0
y z

k k  ，则单粒子的哈密顿量可以具有(1.4.7)式的形式 

 ( )
2

2
0 ,

2 2 2
R

x r z x zH k k
m

δ
σ σ σ

Ω
= − + +

h
 (2.1.1) 

忽略一个不重要的常数项，上式可以写做如下形式 

 
2 2

0 ,
2

x
k

kH
m

= + ⋅h σh
 (2.1.2) 

其中 kh 相当于一个依赖于动量的塞曼场[61] 

 
2

,0, ,
2 2

r xR
k

k k
m

δ Ω
= − + 

 
h h

 (2.1.3) 

 ˆ .k k he=h h  (2.1.4) 

2.1.1  单粒子基态 

首先忽略双光子失谐，设 0δ = ，并采用 1m h 的单位制。单粒子的哈密顿

量(2.1.1)具有明显的平移对称性，可以证明
0

, 0
x

k H     ，因此动量是运动常数。除

此之外，可以定义“螺旋度”算符 ˆhe⋅σ ，表示自旋在塞曼场 kh 方向的投影，同样可

以证明
0

ˆ , 0
h

e H     ，因此“螺旋度”也是运动常数。因为自旋沿任意方向的投影

只能是 1  

  2ˆ 1,
h

e   (2.1.5) 
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所以螺旋度算符的本征值为 1 ，用量子数来标记，分别代表自旋平行于和反平

行于塞曼场的方向。对应的本征态设为，则本征方程为 

 ˆ .he χ χ± ±⋅ = ±σ  (2.1.6) 

因
ĥ

e 矢量在xz平面，在球坐标下设其为  ˆ 1, , 0
h

e  ，即  

  
2

2 2cos 2 .
r x r x R

k k k k      (2.1.7) 

则 

 

ˆ sin cos
cos sin

,
sin cos

h x ze θσ θσ

θ θ
θ θ

⋅ = +

 
=  − 

σ
 (2.1.8) 

容易解得 

 
cos sin

2 2, .
sin cos

2 2

 

 
  

                          

 (2.1.9) 

因此，哈密顿(2.1.1)的本征态可以利用动量和螺旋度算符的本征值来分类 

 
,

.x

x

ik x

k
e 

 
  (2.1.10) 

相应的本征值谱分为两支 

 

2
,

0

22
2 2

2

.
2 2

xk x
k

Rx
r x

k
E

k
k k

  

        

h

 (2.1.11) 

低能的一支对应“螺旋度”为负，单粒子本征态为 

 
,

sin
2 .

cos
2

x

x

ik x

k
e






            

 (2.1.12) 

对
,

0
xkE 
求导数 

 
,

0 0
xk

x

E

k





 (2.1.13) 
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得到当 4
R r

E  时，单粒子能谱的极值出现在 

 

2

0
0, 1 .

4
R

r
r

k k k
E

         
 (2.1.14) 

其中
0

0k  点对应局域极大，而后两个对应对称的全局极小点。而当 4
R r

E  ，只

有一个极小点，能谱如图 1.3所示。 

    在左边的极小点
2

1
4

R
r

r

k k
E

        
时，由(2.1.7)式知 

 

2

cos 1 ,
4

R

r r

k

E k
 


        
 (2.1.15) 

单粒子本征态为 

 
,

sin
2 .

cos
2

ik x

k
e















            

 (2.1.16) 

而在右边的极小点

2

1
4

R
r

r

k k
E

        
 

 

2

cos 1 ,
4

R

r r r

k k

E k k
  


          
 (2.1.17) 

从(2.1.15)可知 

 ,      (2.1.18) 

单粒子本征态为 

 
,

sin cos
2 2 .

sincos
22

ik x ik x

k
e e

 


 

 



 


 

                            

 (2.1.19) 

从“螺旋度”为负低能能谱(2.1.11)或对应能谱图 1.3上可以看出， 4
R r

E  时，

动量为k的两个本征态(2.1.16)和(2.1.19)是简并的，玻色气体可以凝聚在动量空
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间k或k或k的任意叠加态上。 4
R r

E  时，玻色气体凝聚在动量空间
0

0k  点。 

    当双光子失谐 0δ ≠ 时，并不造成本质上的不同，用上述同样的方法可以得到单

粒子螺旋度为的两支能谱为 

 

222
,

0
.

2 2 2
xk Rx

r x

k
E k k


                

 (2.1.20) 

此时动量空间的两个极小点不再简并，但它们仍是局域的极小点。设 

  
2

2

cos 2 ,
2 2r x r x R

k k k k
 

                   p  (2.1.21) 

两处的单粒子本征态分别为 

 
,

sin
2

cos
2

ik x

k
e








 

            

p

p

 (2.1.22) 

和 

 
,

cos
2 .

sin
2

ik x

k
e








 

            

p

p

 (2.1.23) 

2.1.2  相互作用效应 

当
R

 很小时，在动量空间中，单粒子谱存在两个局域极小点，玻色气体如何在

动量空间中凝聚将由相互作用来决定[62,63]。在平均场近似下，两分量 BEC的相互

作用能由(1.1.6)式描写 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2
int

1 2 ,
2

E d g n g n g n n↑↑ ↑ ↓↓ ↓ ↑↓ ↑ ↓= + +∫ r r r r r  (2.1.24) 

不失一般性，可以假设凝聚体的波函数为两个具有不同动量的非正交的缀饰自旋态

的叠加 

  
cos cos

cos sin .
sin sin

ik x ik xn e e
 

 
 

  

 

                          
r  (2.1.25) 

这里 cos和 sin是归一化系数， 0 2   。而 , ,k  
 是变分参数，由此可以

计算 
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 ( )2 2 2 2cos cos sin cos sin 2 cos cos cos ,n n k xα θ α θ α θ θ δ+ − + −↑
′ ′ ′ ′ = + + ⋅  (2.1.26) 

 ( )2 2 2 2cos sin sin sin sin 2 sin sin cos ,n n k xα θ α θ α θ θ δ+ − + −↓
′ ′ ′ ′ = + + ⋅  (2.1.27) 

这里 k k kδ + −= − 。将(2.1.26)和(2.1.27)代入能量泛函表达式 

 0 int ,E E+  (2.1.28) 

其中 

    †
0 0

.E H  r r  (2.1.29) 

最小化系统能量，可以得到这些参数的值，进而获得凝聚体的波函数。对于 NIST

实验，赝自旋上下分量是不对称的， 0g c↑↑ = ， 0 2g g c c↓↓ ↑↓= = + ，这时两个局域极

小点k是不对称的。其基态的 相图如 2.1所示。 

 
图 2.1 自旋轨道耦合的 87Rb凝聚体的基态相图[62]。 

 

    相图包含如下相[62]： 

(I)条纹相(Stripe)。该相出现在弱的拉曼耦合和很小的双光子失谐时，凝聚体基

态是不同动量的两个单粒子态的叠加，0 2   。由于动量 k+和 k−的单粒子自

旋函数不正交，在条纹相总密度是空间周期调制的。这可以从(2.1.26)和(2.1.27)的最

后一项看出。正是由于密度的空间调制，密度相互作用能会增加，因此在 SU(2)对

称的相互作用情形，即 g g g↑↑ ↓↓ ↑↓= = 时，条纹相不会出现。而此时， 2 0g g g↓↓ ↓↓ ↑↓− < ，

在无拉曼缀饰 0RΩ = 的情况下，基态时两相均匀混合；在有拉曼缀饰时，此混合相
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将变成条纹相。条纹相的性质，诸如密度分布[64]，激发谱[65]等已经被深入研究。

另一方面，随着拉曼耦合
R

 的增强，基态将由条纹相进入平面波相。对于 NIST实

验，相变的临界值为
1 2 0

8 0.19
c r r

c c E E    。 

(II)平面波相(Plane Wave)。当双光子失谐和(或)拉曼耦合
R

 较大时，单粒子色

散的两个极小点能量相差很大，变分将得到 0  或 2 ，凝聚体倾向于凝聚在单

一的动量态上，形成平面波态 PW1或 PW2。处于平面波态的凝聚体，从(2.1.26)和

(2.1.27)可以看出其上下两个分量的密度都是均匀的。平面波相的激发谱[62,66-68]，

超流[69],集体震荡[70]，Zitterbewegung[71]等性质也已经被广泛研究。 

(III)零动量相(Zero momentum)。当
2

4
R c R

E    时，单粒子色散只有单一的

最小点
0

0k  ，此时凝聚体凝聚在零动量态上，形成零动量相 PW3，或称为单最小

相。Hamner等人[72]发现，自旋轨道耦合的系统可以等价于量子光学中的 Dicke模

型，平面波相到零动量相之间的相变对应 Dicke 模型中超辐射相到正常相之间的相

变。 

 
图 2.2 自旋轨道耦合的 23Na凝聚体的基态相图[62]。 

    对于相应的 23Na 凝聚体，相图如 2.2 所示。不同之处是，相互作用参数满足
2 0g g g↓↓ ↓↓ ↑↓− < ，根据第一章的讨论，在无拉曼缀饰 0RΩ = 时，基态不出现两相共

存的区域，因此有拉曼缀饰时，条纹相也不会出现。 

2.1.3  三相临界点 

前面讨论了双光子失谐 0δ ≠ 且 g g↑↑ ↓↓≠ 的情况，自旋的对称性是破缺的，对应
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NIST实验的情形。从(1.2.15)式可以看出这相当于
1

0c  ，实际上，在实验中适当调

节双光子失谐可以抵消 g g↑↑ ↓↓≠ 这种不对称。理论上，本小节来讨论 0δ = ，且

g g g↑↑ ↓↓= = 这种自旋对称的情况[73]，虽然做了简化，我们将看到所有的基态相都

会保留下来。不仅如此，对于 NIST 实验， , ,g g g↑↑ ↓↓ ↑↓相差很小，条纹相到平面波

相的相变临界值很小，仅为
1

0.19
c r

E  。在[73]中，通过增加密度来增加有效的相

互作用，此时，
1c

 随密度增加而增加，而
2c

 却随密度增加而减小，在某临界密度

时，它们相等，从而形成三相临界点。 

当 双 光 子 失 谐 0δ = ， 且 g g g↑↑ ↓↓= = 时 ， 系 统 具 有 2Z 对 称 性

( ),x x z zk k σ σ→ − → − ，可以合理假设两个两个局域极小点k是对称的，也就是说，

假设 1k k+ = ，则 1k k− = − 。仍然使用变分方法，设基态的波函数为 

   1 1

0 1 2

cos sin
.

sin cos
ik x ik xn C e C e

 
 


                        

r  (2.1.30) 

0
n N V 是平均粒子数密度。此波函数为精确的理想(无相互作用)玻色气体的基

态，即单粒子哈密顿的基态。这里，考虑到(2.1.18)式，在两个叠加的缀饰态中使

用相同的参数，它由变分来决定，除了参数之外，变分参数还有
1

C ，
2

C 和
1

k ，

它们的值由最小化能量泛函来确定，且须满足归一化条件
2

, ii
d N

 
   r ，即

2 2

1 2
1C C  。首先，从(2.1.15)和(2.1.17)可以知道，参数依赖于

1
k 的值，

最小化单粒子能量可以确定 

  1
arccos 2.

r
k k   (2.1.31) 

同样我们可以得到，当 4
R r

E  时，单粒子能谱有两个对称的全局极小点，出现在

 
2

1 4
r R r

k E   ，基态是简并的，单粒子能量与
1

C ，
2

C 的取值无关。而当

4
R r

E  ，只有一个极小点，所有原子凝聚在零动量态。 

    利用波函数(2.1.30)，可以计算 

 ( )2 22 2
0 1 2 1 2 1cos sin sin 2 cos 2 ,n n C C C C k xθ θ θ ϕ↑

 = + + +   (2.1.32) 
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 ( )2 22 2
0 1 2 1 2 1sin cos sin 2 cos 2 .n n C C C C k xθ θ θ ϕ↓

 = + + +   (2.1.33) 

这里ϕ是
1

C ，
2

C 的相对相位，而总密度为 

 ( )
2 2

1
0 1 2 1( ) 1 2 cos 2 .r

r

k k
n x n C C k x

k
ϕ

 −
 = + +
  

 (2.1.34) 

这里，利用了(2.1.31)式，归一化的自旋密度 

 ( ) ( ) ( )
2 2

10
1 2 12 cos 2 ,r

x
r

k knx C C k x
n x k

ϕ
 −
 Σ = − − +
  

 (2.1.35) 

 ( ) ( ) ( )0 1
1 2 12 sin 2 ,y

r

n kx C C k x
n x k

ϕ
 

Σ = + 
 

 (2.1.36) 

    
2 2

0 1
1 2

.
z

r

n k
x C C

kn x

           
 (2.1.37) 

将波函数(2.1.30)和密度代入能量泛函，可以计算出总能量。实际上，对于

g g g↑↑ ↓↓= = 这种自旋对称的情况，用(1.2.15)来计算相互作用能更方便，而且有

1
0c  。经计算，能量泛函为 

    
2 22 2

1 1
12

1
1 2 .

2 2 2
rRr

r r

k kk kE
F G

N k k
 


      (2.1.38) 

此式中，我们令 

  2 2

1 2
,    0 1 4C C     (2.1.39) 

可见，能量只依赖于
1

C ，
2

C 的这种特殊组合，后面会看到，这是一种由自旋相互作

用导致的普遍的现象。并且 

      2
2 1 2

2 4 2 ,
r

F k G G G      (2.1.40) 

式中
1 2
,G G 是重新定义的系统的有效相互作用参数 

 
1 0 0 2 0 2

2 ,     2 .G n c G n c   (2.1.41) 

正比于平均粒子数密度。(2.1.38)中需要由变分确定的变分参数只剩和
1

k 。 

    如果  2
R

F   ，能量最小化要求
1

0k  ，反之  2
R

F   则要求 
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2

1 2
1 .

4

R
r

k k
F





 

 
  

 (2.1.42) 

与(2.1.14)相比，可以看出相互作用修改了基态的动量分布，使之偏离了理想气体的

结果。代入(2.1.38)得 

 
   
2

1 2
1 2 .

8
RE

G G
N F





      (2.1.43) 

最小化(2.1.43)得到优化的值，进而可以得到系统的基态将会出现上一小节提到的

三种相。  

 

图 2.3 自旋轨道耦合的基态n 相图[73]。(a) zσ ，(b)
1
/

r
k k 。

2100 , 0.0012, 2 80Hz
B r

g a k      

    条纹相(I相) 对应变分参数是
1

0k  ， 1 4  ，经过前面的讨论我们已经知道，

它只能出现在相互作用参数
2

0G  ，即反铁磁的自旋相互作用的系统，此时，若
R



较小，系统凝聚在条纹相。因为条纹周期和对比度的原因，实验上要直接看到条纹

相是困难的[74]。随着拉曼耦合的增加，系统会进入平面波相，临界的拉曼耦合为 
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1 2

I-II 2 2 2
1 2

1 2

2
2 2 .

2R r r

G
k G k G

G G

 
       

 (2.1.44) 

在平面波相(II 相) 对应变分参数取值是
1

0k  ， 0  。与上一小节不同的是，此

处没有双光子失谐，因此，原子凝聚在动量
1

k 或
1

k 中的哪一个仅取决于实验中自

旋对称自发破缺的机制。并且，在平面波相，如果相互作用是 SU(2)对称的，即 2 0G = ，

从(2.1.40)可以知道此时   2
r

F k  ，(2.1.42)式回到理想气体的结果(2.1.14)，可见密

度相互作用此时不影响动量分布。进一步增加拉曼耦合达到 

  II-III 2
2

2
R r

k G    (2.1.45) 

时系统将进入零动量相，对应变分参数取值是
1

0k  。若 I-II II-III
R R

   ，系统将直

接从条纹相进入零动量相，存在条纹相到平面波相相变的条件为 

  2 2
2 2 1

4 4 .
r

G G G k   (2.1.46) 

 

图 2.4 变分参数 1k ，基态能量 /E N，横向磁化 xσ 和纵向磁化 zσ [73]。 

若系统的有效相互作用不满足此条件，平面波相不能存在。条纹相到到零动量相的
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临界耦合为 

    
1 2

I-III 2 2
1 1 1

2 2 .
R r r

k G k G G       
 (2.1.47) 

由(2.1.46)式可以得到平面波相消失的临界相互作用是 

 
 

 
2

1
,

4 1

c r
k

G
 




 (2.1.48) 

是一无量纲相互作用参数，由相互作用强度确定，与密度无关 

 2

1

,
g gG

G g g
 




 


 (2.1.49) 

因而对于确定的g，临界密度为 

 
 

2

.
2

c r
k

n
g

  (2.1.50) 

基态的的n 相图如 2.3 所示。图 2.3(b)中颜色标示基态的
1

k 值，从图 2.4(a)- (b)

和(e)- (f)中可以明显看到临界密度左右两种相变的区别。图 2.3所示的相图是零温相

图，Ji等人曾研究了温度升高时零温相图中的三种相如何向正常相转变[75]。 

2.1.4  基态的磁性质 

 

图2.5 归一化的自旋密度。 

    利用(2.1.34)-(2.1.37)，我们可以计算基态的密度分布和归一化的自旋密度。对

于条纹相如图 2.5 所示，条纹相密度和横向自旋密度呈现空间周期变化，波长为

1kπ ，条纹位置由
1

C ，
2

C 的相对相位ϕ决定，破缺了平移对称性，在图中我们仅画

出了两个波长。由于 2Z 对称性未破缺，凝聚体无纵向磁化，自旋密度分量   0
z

x  ，
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但有式(2.1.35)和(2.1.36)所描述的横向的自旋螺旋结构。凝聚体的磁序参数 

 
( ) ( )† † 2 2

1

0

x r
x

r

k k
n k
σ

σ
Ψ Ψ − −

= =
r r

 (2.1.51) 

描述宏观磁化。而 0y zσ σ= = 。但要注意，我们此处讨论的自旋密度是在旋转坐

标系中讨论的，回退到实验室系只有  n x 和  z
x 是不受影响的， ( )x xΣ 和 ( )y xΣ 是

受影响的。 

对于平面波相，与条纹相正好相反，平移对称性保持，而 2Z 对称性自发破缺，

所以密度是均匀的，自旋结构也是平庸的。平面波相不为零的磁序参数有

1z r
k k  ， 2 2

1x r rk k kσ = − − ，非零的  z
x 是由于 2Z 对称性的破缺。 

零动量相则不破缺任何对称性，不为零的磁序参数为 1xσ = − ，它是沿 x方向

完全磁化的。三个相的磁序参数 zσ 已经反映在图 2.3(b) 和图 2.4(d)和(h)中，横向

磁化 1xσ = − 反映在图 2.4 (c)和(g)中。 

2.2  自旋轨道耦合的自旋 1 BEC 

    2014 年 Lan 等人[76]设想在 NIST 自旋轨道耦合的基础上，原则上可以利用依

赖超精细态的囚禁势或微波缀饰来调节二次塞曼效应，进而调控拉曼缀饰，同时可

以调节双光子失谐 0δ = ，来实现自旋轨道耦合的自旋 1 BEC。Lan等人理论研究了

单粒子基态，发现二次塞曼效应较小时，低能的色散谱具有动量空间的三极小结构，

在考虑相互作用效应时，发现在铁磁和反铁磁相互作用时，会出现两种条纹相，铁

磁和 Polar条纹相，条纹波长分别为2
r

k 和
r

k 。同年 Natu[22]等人研究了自旋交

换相互作用下的自旋 1 的自旋轨道耦合，给出了
2

c 相图，详细讨论了可能存在

的各种基态相以及其中的自旋序，特别是在反铁磁相互作用区存在具有双轴向列序

的条纹态， 2015 年 Campbell 等人[26]通过增加一束拉曼光来实现对二次塞曼效应

的调节，在实验上独立耦合 1 0
s s

m m    和 0 1
s s

m m   ，第一次

实现了自旋 1的自旋轨道耦合。并研究了基态相之间的相变，具体地说是其中巡游

铁磁相和无磁化(unmagnetized)的相之间的相变，以及拉曼耦合强度决定的一级相变

和二级相变和临界点。同年，Sun等人[77]进一步在相图中发现了两种新的铁磁条纹

相，在这两种新的铁磁条纹态里，向列张量密度分别随密度同相振荡和反相振荡，

这两种新的相只占据相图的很小区域。几乎同时Martone等人[78]和余增强[79]也研

究了此问题，Martone 等人没有选择 87Rb，而是选择 7Li 来研究，因为 87Rb 和 7Li

不同的自旋交换相互作用强度，铁磁条纹相占据相图的较大区域，同时他们还研究
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了反铁磁的相图。余增强研究了 87Rb 和 23Na 的基态相，相变以及激发等问题。本

节来我们来简单介绍自旋轨道耦合的自旋 1凝聚体。 

2.2.1  单粒子基态 

 
图 2.6 自旋为 1的自旋轨道耦合实验[26] 

     

 

图 2.7  Raman耦合的自旋 1 BEC的单粒子色散[76]。 2
R r

E  ， 0.23
r

E    

    2015年 Campbell等人[26]利用图 2.6所示的实验方案实现了自旋 1的自旋轨道

耦合，单粒子的哈密顿量为 

 ( )
2 2

0 ,
2

x
R zz

kH x N
m

ε= + ⋅ +Ω sh
 (2.2.1) 

其中 ( ) ( ) ( )cos 2 sin 2R R r x r yx k x k xΩ = −Ω e e ，如图中所示，它相当于一个有效的空间
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周期为 rkπ 的螺旋状 Zeeman 场与原子自旋相互耦合，除此外还有一项类似于

Zeeman耦合的张量耦合，强度为ε，它与向列张量的分量
zz

N 耦合，与二次 Zeeman 

 

图 2.8 单粒子相图[76]。 

效应等价。相差一个自旋空间沿z轴的旋转变换，哈密顿(2.2.1)与(1.4.9)式等价。讨

论拉曼共振 0δ = 的情况，对于给定的拉曼耦合 RΩ 和二次塞曼效应ε ，对角化单粒

子哈密顿量，可以得到单粒子的能谱[76]，当 2
R r

E  ， 0.23
r

E   时，单粒子

的三支能谱如图 2.7所示，与赝自旋 1/2不同，最低的一支可以有三个简并极小点。

对于不同的 ,R εΩ 值，能谱会有不同。单粒子 R εΩ − 相图如图 2.8所示。图中的三个

相，分别对应单粒子最低的能谱有单个极小(one minimum)，两个极小(two minima)

和三个极小(three minima)，红线表示其上的三极小点是简并的。对单粒子相图的结

构可以作如下定性的解释：首先当 ,R εΩ 都为零时，能谱为三个裸态对应的抛物线，

底部分别位于 2,0,2
x r

k k   ，随着拉曼缀饰的增强，能谱在免交叉点打开。正的ε

增加使两边的极小抬高直至和邻近的极大点重合而进入单极小区，反之负的ε使中

间的最小抬高直至和邻近的极大点重合而进入两极小区。图 2.7 即是在三极小区的

一个例子。还可以看到，当拉曼耦合超过图中的三相临界点，三极小便不再存在(要

注意这里的三相临界点不同于上节，这里是在单粒子层面讨论)。Campbell等人[26]

测量了不同拉曼耦合强度时系统稳态和亚稳态的数量及其磁化与此单粒子相图所预
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言的结果能很好的吻合。 

    至于单粒子的波函数，我们注意到动量仍是好量子数，单粒子波函数仍可设为 

 xik xe   (2.2.2) 

这样的形式，其中是三分量的缀饰态旋量波函数，通过求解单粒子的本征方程来

确定。 

2.2.2  相互作用效应 

 

图 2.9  Raman耦合的自旋 1 87Rb BEC的基态相图[26]。 

    现在我们来讨论相互作用对上述单粒子相图的影响，我们将看到相互作用将带

来新奇的基态相，但单粒子相图的结构和三相临界点的位置受相互作用的影响很小。

自旋 1玻色气体的相互作用由(1.1.10)式描述。对于弱的铁磁相互作用，可以做如下

考虑[26]，单粒子哈密顿(2.2.1)描述一个具有动能和磁势能的简单巡游磁性系统， 对

于无限小的 RΩ ，当张量场(二次塞曼) 0ε > 时，系统倾向于凝聚在 Polar态， 0zs = ；

0ε < 时，系统倾向于凝聚在铁磁态， 1zs = [80]，两相之间是一级相变。而当拉曼

耦合 RΩ 增强时，自旋将极化到图 2.6所示的局域 Zeeman场的反方向上而形成自旋

螺旋 BEC (Helix BEC)，也有 0zs = ，但与铁磁相之间是二级相变。理论和实验测

定的相图如图 2.9所示。两类相变在图中五角星所示的位置 ( )* *,R εΩ 连接。 
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有趣的是，在实验中 Campbell等人[26]分别固定ε和 RΩ 沿着相图近似水平和垂

直扫描并测量了向列序参数 2 3zz +N 。受实验所限，水平扫描实际沿着图 2.10所

示的红虚线分别在 *ε ε< 和 *ε ε> 即二级和一级相变区沿 RΩ 下降的方向进行。测 

 

图 2.10  水平扫描[26]。左图中黑色和红色符号分别是利用垂直和水平扫描确定的

两相的分界线。 

 
图 2.11  Raman耦合的自旋 1 87Rb BEC的基态相图。   0 2

, 10, 0.2c c   ，

2
2 3

zz
M  N [77] 
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量的向列序参数 2 3zz +N 如图 2.10所示，可以看到与二极相变相比一级相变的宽

度(20%-50%)很窄。实验还观察到在一级相变区系统经垂直扫描由 Polar相进入铁磁

相，系统会较长时间处于亚稳态 0zs = 上，反之也会长时间处于亚稳态 1zs = 上，

经历较长时间的驰豫过程。而沿着 2ε = − 水平扫描，系统在 RΩ 较小时有三个亚稳态，

靠近 *
RΩ 时下降为两个，跨过 *

RΩ 则进入单极小区。这与单粒子相图相吻合。 

 

图 2.12  Raman耦合的自旋 1 7Li BEC的基态相图[78]。 

    定量讨论时，将(2.2.1)在自旋空间沿z轴作旋转变换，即得到与(1.4.9)式形式相

同的哈密顿 

 ( )
2

2 2
0 2 .

2 2 2
R

x r z x zH k k s s s
m

εΩ
= − + +

h
 (2.2.3) 

这里取 0δ = 。对于(1.1.10)式描述的相互作用，与赝自旋 1/2相同，可以利用变分

方法来计算[77]，将波函数设为 

   1

0
1,0, 1

,imk x

m m
m

n C e
 

  r  (2.2.4) 

这里
m

C 是叠加系数，满足归一化条件
2

1,0, 1

1
m

m

C
 

 。最小化能量泛函可以得到波

函数。所得的基态相图如 2.11所示，与图 2.9相似，除了在图 2.11 (a)所示的小区域

会出现 III相，放大后如图 2.11 (b)所示，命名为铁磁条纹相(FS)。I，II，III这三个

相与无自旋轨道耦合的凝聚体相对应。我们知道，平均场预言[80]在 2 04 c nε > 时，

无自旋轨道耦合的凝聚体基态是纵向 Polar态，对应这里的 I相，即零动量(ZM)相；
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在 2 00 4 c nε< < 且 0δ = 时，基态是横向铁磁态，对应这里的 III相铁磁条纹(FS)相；

在 0ε < 时，基态是纵向铁磁态，对应这里的 II相，即平面波相(PW) 。ZM相的特

征是原子只占居色散谱的中间极小，
0

1C  ，此相具有均匀的密度分布，磁序参数

0zS = 。在 ZM相的左上区域，基态近似是纵向 Polar态，而在右下区域，则具有

宏观横向磁化 0xS ≠ ，回退到实验室系则是图 2.9 所示的自旋螺旋 BEC (Helix 

BEC)。PW相的区域是单粒子谱的两极小区，粒子凝聚在其中一个极小，其特征是

密度分布均匀， 2Z 对称破缺，磁序参数 0zS ≠ 。在图 2.11 (b)所示的区域 Sun等人

发现铁磁条纹相的出现，铁磁条纹相 III(a)和 III(b)共同的特征是三个单粒子极小都

有占据，且
0 1 1

0C C C


   。在条纹相密度分布  n r ，自旋密度 ,
x y

S S 和向列

张量密度 xx yy xy zzN ,N ,N ,N 都是空间调制的，调制波长为2
r

k ，而自旋密度
z

S 是

均匀的。但仍然要注意，只有  n r ，
z

S 和 zzN 是自旋空间绕z轴转动不变的[78]。

铁磁条纹相 III(a)和 III(b)的区别是 III(a)相密度分布和向列张量密度 zzN 是同相位振

荡的，III(b) 相密度分布和向列张量密度 zzN 是反相位的，如图 2.11 (c)所示。 

 
图 2.13  Raman耦合的自旋 1 23Na BEC的基态相图[78]。 

    在相边界处将能量泛函对 求一次导数，即序参数 2
z

s 不连续时，系统发生一

级相变，而当二次导数，即序参数 2
z

s   不连续时，相变是二级相变[77]，在图
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2.11 (a)中分别用实线和虚线来表示。图 2.11 (d)表明条纹相占据的面积随
2

c 的增加

而增加。几乎与 Sun 等人[77]同时 Martone[78]等人也研究了此问题，而且选取 7Li

为研究对象，相图如 2.12 所示，FS 相区域相对增大了。Martone[78]等人同时还研

究了反铁磁相互作用的相图，如图 2.13所示。我们知道在无拉曼耦合时，平均场预

言[80]在 0ε > 时，基态是纵向 Polar态，向列方向平行 z轴，对应这里的零动量(ZM)

相；在 0ε < 时，基态是横向 Polar态，向列方向在 xy平面，对应这里的 Polar条纹

相(PS)。当拉曼耦合增强时，将发生密度调制的 Polar条纹相到密度均匀的零动量相

或平面波相(PW)的相变。ZM相和 PW相的特征与前面 87Rb铁磁凝聚体类似；Polar

条纹相出现在单粒子相图的两极小区，特征为
0

0C  ，
1 1

C C


 。自旋密度

0
z

S  。而密度  n r ，自旋密度 ,
x y

S S 和向列张量密度 xx yy xy zzN ,N ,N ,N 都是空间

调制的，反映自发的平移对称性破缺，调制波长为
r

k ，只有铁磁条纹相的一半。

仍然，只有  n r ，
z

S 和 zzN 是自旋空间绕z轴转动不变的[78]，可以与实验测量直

接比较。同时，Martone[78]等人还计算了不同参数区域的亚稳态的情况，在图 2.12

和 2.13中以点状线来分割不同的区域，虽然原子种类不同，但结构与图 2.8的单粒

子相图，以及实验[26]所测得的亚稳态数目相类似。 
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第三章  Rashba耦合的玻色-爱因斯坦凝聚体 

    本章我们简单讨论二维的自旋轨道耦合—Rashba 耦合的 BEC 的基态。第一节

先讨论 Rashba耦合的赝自旋 1/2 BEC单粒子哈密顿的基态，然后在第二节中考虑相

互作用的影响，解释基态相图，讨论各相的特征，密度以及自旋序。第三节讨论

Rashba耦合的自旋 1 BEC的基态。最后，在第四节简单介绍在存在外部囚禁势时的

基态相图。 

3.1  Rashba耦合的赝自旋 1/2 BEC  

    对于二维各向同性的 Rashba自旋轨道耦合的赝自旋 1/2 BEC，在自旋轨道耦合

很强时，可以忽略外部的简谐囚禁势，认为系统是近似均匀的，具有平移对称性，

此时动量算符 =p kh 。正如在第二章讨论拉曼诱导的自旋轨道耦合时的做法，将z方

向的运动分离出来，在讨论凝聚体的基态时,认为其处在z方向的动量基态而将其忽

略，即 0
z

k  。若采用 1m h 的单位制，则 Rashba自旋轨道耦合的单粒子的哈

密顿量形式为 

 
( )2

0 .
2

H
κ⊥ −

=
k σ

 (3.1.1) 

这里 ( ),x yk k⊥ =k ，κ是自旋轨道耦合强度，忽略一个不重要的常数项，上式仍可以

写做如下形式 

 2
0

1 .
2 kH ⊥= − ⋅k h σ  (3.1.2) 

其中 kh 相当于一个依赖于动量的塞曼场[61] 

 { }, ,0 ,k x yk kκ κ κ⊥= =h k  (3.1.3) 

若 ˆhe 为 kh 方向的单位矢量，则 

 2
0

1 ˆ .
2 k hH e⊥= − ⋅k h σ  (3.1.4) 

3.1.1  单粒子基态 
    对于(3.1.1)式的单粒子哈密顿，与拉曼耦合相似，除了平移对称性，即

0
, 0H


    k 之外，可以定义螺旋度 ˆhe⋅σ ，表示自旋在有效的 Zeeman场方向的投影,

只不过这里由于 ˆhe 平行于 ⊥k 且 0
z

k  ，螺旋度就表示自旋在动量方向的投影，与其
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通常的定义一致。可以证明
0

ˆ , 0
h

e H     ，因此螺旋度也是运动常数，反映了在绕

z轴将自旋和动量同时转动时哈密顿是不变的。 

    对于自旋 1/2的系统，螺旋度的本征值为 1 ，用量子数来标记，分别代表自

旋平行于和反平行于动量的方向。对应的本征态仍设为，因此时 ĥ
e 矢量在xy平

面，在球坐标下设其为  ˆ 1, 2,
h

e   k ，即  

 tan .
y x

k k k  (3.1.5) 

则 

 

ˆ cos sin

0
0

h x y

i

i

e

e
e

ϕ

ϕ

ϕ σ ϕ σ
−

⋅ = +

 
=  

 

k

k

k kσ

 (3.1.6) 

代入本征方程(2.1.6)容易解得 

 
1 11 1

,
2 2

i ie e   

                 
k k

 (3.1.7) 

单粒子哈密顿的本征态仍可以利用动量和螺旋度算符的本征值来分类 

 
,

ie 




 

 k r
k  (3.1.8) 

相应的本征值谱分为两支 

 
2

,

0 2

k
E k  


k ∓  (3.1.9) 

其中， 2 2
x y

k k k


  ，式(3.1.9)与k无关表明色散曲线也是绕 z轴转动对称的。低

能的一支对应螺旋度为正，单粒子本征态为 

 
,

11

2

i
ie

e  






      
k

k r
k  (3.1.10) 

对
,

0
E  k

求导数 

 
,

0 0
E

k

 








k

 (3.1.11) 

得到单粒子能谱的极小点出现在面内动量的大小 

 k    (3.1.12) 

时，且与ϕ无关。单粒子色散如图 3.1 所示。与拉曼诱导的自旋轨道耦合不同之处

有两点，其一是高对称性，这里哈密顿和能谱都是 SO(2)对称的，而拉曼耦合只是 2Z



第三章  Rashba耦合的玻色-爱因斯坦凝聚体 

39 

对称的( x xk k↔ − 同时 z zσ σ↔ − )，这导致拉曼耦合时基态是两重简并的，而现在简

并度为无穷大，因此在理想气体的情况，粒子如何凝聚仍是不确定的。其二，由于

不存在拉曼耦合项，两支谱在 0k  处能隙为零。 

 

图 3.1  Rashba耦合下的单粒子色散[81]。 2 2
R

E  。 

3.1.2  相互作用效应 
    仍然考虑形式如(1.2.15)式描述的相互作用，且考虑自旋对称的情形，即

( )1 2 0c g g↑↑ ↓↓= − = 或 g g g↑↑ ↓↓= = ，则 

 ( )220 2
int ,

2 2 z
c cE d n n = + Σ  ∫ r  (3.1.13) 

这里 ( )0 2c g g↑↓= + ， ( )2 2c g g↑↓= − 。相互作用将会从简并度为无穷大的单粒子

基态中挑选出合适的基态。 

在 Rashba 耦合下，单粒子谱在动量空间k   的圆环上各点都是简并的，这

给构造变分波函数制造了困难。原则上讲，变分波函数总可以写成 Rashba环(Rashba 

ring)上简并单粒子态的叠加 

 
 cos sin 11

.
2

i x y

ic e
e

  





       

 k k

kk
k

 (3.1.14) 

其中c是叠加系数。翟荟[28]等人的计算表明，从能量角度考虑，在基态时凝聚体

波函数只包含最多一对k的叠加，即要么只有一个单粒子态，要么是k和k两项

的叠加。因此可以假设变分的波函数为 
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0

0

1 11 1

2 2

.
2

i i
i i

i i

i i i

n C e C e
e e

C e C en

e C e C e

 



 



 

 

  


  


  


                       
         

k k

k

k r k r
k k

k r k r
k k

k r k r
k k

 (3.1.15) 

这里利用了    k k ，Ck是叠加系数且满足归一化条件
2 2

1C C


 k k 。从

(3.1.15)式可以计算两个赝自旋分量的密度 

  0

1
cos 2 ,

2
n n C C  

 
     

k k k r  (3.1.16) 

  0

1
cos 2 .

2
n n C C  

 
     

k k k r  (3.1.17) 

与拉曼耦合不同的是这里总密度n是均匀的，这是因为(3.1.15)中两个单粒子自旋波

函数是正交的，代入(3.1.13)式得 

 
2int 0 0

2 02
E c n c n C C
N −= + k k  (3.1.18) 

即相互作用与动量无关，不会改变单粒子色散的极小点。最小化系统总能量仍会得

到k   。而Ck仅由最小化自旋相互作用得到。结果是 
 

(1) 平面波相。 2 0c > 时，
2 0C C− =k k ，对应叠加系数取 1, 0C C−= =k k 或

0, 1C C−= =k k 。波函数是单个平面波， ˆhe 可以沿 xy平面的任意方向，若取为 x方

向，则 

 0
1

.
12

i xn
e 

       
 (3.1.19) 

此时每个分量的密度和总密度都是均匀的，但每个自旋分量的相位是沿 x方向周期

调制的，周期为2 kπ ，见图 3.2 (a)。平面波态自发破缺时间反演对称性，不为零的

自旋序参数有 1xσ = ，自旋沿 x方向极化，与动量方向相同。 

(2) 条纹相。 2 0c < 时，
2 1 4C C− =k k ，对应叠加系数取 1 2C C−= =k k 。波函数

是两个动量相反的平面波的叠加。不失一般性， ˆhe 仍可以取为 x方向，则 
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图 3.2  Rashba耦合的基态[28]。(a)平面波相两个自旋分量的相位，(b)条纹相两个

自旋分量的密度。 
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 (3.1.20) 

这里取了 ,C C−k k同相位。此时两个分量的密度互补，即某一分量的高密度区正对应

另一分量的低密度区以减小分量间的相互作用 ( )g↑↓ ，导致自旋密度 ( )cos 2z xκΣ = ，

它和两个分量的密度均沿 x轴周期调制形成自旋密度波态，周期为 kπ ，见图 3.2 

(b)。 ,C C−k k的相位差会影响条纹的位置，因此沿条纹方向的平移对称性自发破缺，

而
2

Z 对称性( ⊥ ⊥↔ −k k 同时 ⊥ ⊥↔ −σ σ )是保持的。 

    进一步的研究发现，均匀系统的条纹态具有沿y方向的粒子流，会导致粒子在

有限尺寸系统的边界积聚。为此可以将条纹相作修改[82] 

    , cos
, ,

sin
i x y x

x y e
i x

 




       
 (3.1.21) 

其中  
2 2

,
y

x y ce
  ，      , sin 2 2x y x y     ，是一变分参数。计算表明，

修改的条纹态可以避免粒子在边界积聚同时还具有更低的能量。 

    至于为什么凝聚体处于平均场基态时(3.1.14)只能至多包含一对动量的单粒子

态叠加，可以作如下考虑[81]：均匀的总密度能最小化相互作用(3.1.18)中 0c 项，平

面波态和条纹态能最小化相互作用(3.1.18)中 2c 项。若(3.1.14)中出现多于一对(k与 
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图 3.3  Rashba耦合的基态相图[83]。 

−k )动量的单粒子态，凝聚体的总密度将总是非均匀的，不可避免地增加密度相互

作用。实际上，文献中也有这方面的讨论，而且会出现许多有趣的量子态，例如，

若将 Rashba环上的所有单粒子态作等权重的叠加，将得到半量子涡旋(half-quantum 

vortex)态[27-29]。而有限多个单粒子态的叠加将导致各种各样的 skyrmion晶格相。

这些态都不是均匀系统的基态。但当存在强的简谐囚禁势时，密度不可能再是均匀

的，这时候相互作用，外部势，自旋轨道耦合的相互竞争将导致复杂的基态相，比

如当相互作用弱时，会出现上述半量子涡旋(half-quantum vortex)态[29-31]，或者在

强自旋轨道耦合时，在某些弱相互区域会出现 skyrmion晶格相[30,31]。这些将在 3.3

节中讨论。 

    当然，相互作用很强时，也可能导致单粒子态的动量不是沿xy平面，自旋也未

必一定极化到动量方向，一个更一般的单粒子态(3.1.7)应该是 

 
,

cos
.

sin
i

ie
e 









      
k

k r
k  (3.1.22) 

γ 决定粒子的自旋极化。以此单粒子态作叠加，变分计算系统的基态，余增强[83]

发现当 2 0c < 时，即在条纹相区，还有一个自旋完全沿z方向极化的零动量相与自旋

密度波相相互竞争，是自旋轨道耦合强度较弱时的基态，相图如 3.3所示。 

3.2  Rashba耦合的自旋 1 BEC 

对于 Rashba自旋轨道耦合的自旋 1玻色—爱因斯坦凝聚体，单粒子哈密顿量与

(3.1.2)类似 
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 2
0

1 .
2 kH ⊥= − ⋅k h s  (3.2.1) 

单粒子哈密顿量具有平移对称性，即
0

, 0H


    k ，螺旋度对称性
0

ˆ , 0
h

e H    s ，设

ĥ
e 矢量在球坐标下坐标为  ˆ 1, 2,

h
e   k ，这里仍定义  

 tan
y x

k k k  (3.2.2) 

则 
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代入本征方程(2.1.6)容易解得螺旋度为正的本征态为 
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e

e











            

k
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 (3.2.4) 

它对应最低的能谱。单粒子哈密顿的本征态仍可以写成动量和螺旋度算符的共同本

征态 

 
,

.ie 




 

 k r
k  (3.2.5) 

相应的本征值谱为 

 
2

,

0
.

2

k
E k  


 k

 (3.2.6) 

单粒子能谱的极小点出现在面内动量的大小k   时。 

    对于自旋 1的系统，考虑形式如(1.2.16)描述的相互作用 

 ( )2 20 2
int .

2 2
c cE n d d= +∫ ∫r r S r  (3.2.7) 

假设变分的波函数为 
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k k  (3.2.8) 

Ck满足归一化条件
2 2

1C C


 k k 。由于    k k  



Weyl耦合的旋量玻色气体的基态相和自旋序 

44 

 
图 3.3  Rashba耦合自旋 1的基态[28]。(a) 条纹相的三个自旋分量密度，(b) 平面

波相三个自旋分量的相位。 
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 (3.2.9) 

计算三个自旋分量的密度得 

  1 0

1
1 cos 2 ,

4
n n C C

 
     k k k r  (3.2.10) 

  0 0

1
1 cos 2 ,

2
n n C C

 
     k k k r  (3.2.11) 

  1 0

1
1 cos 2 .

4
n n C C

 
     k k k r  (3.2.12) 

可见总密度n仍是均匀的，而自旋密度 

 ( )2 2
0 cos ,xS n C Cϕ −= −k k k  (3.2.13) 

 ( )2 2
0 sin ,yS n C Cϕ −= −k k k  (3.2.14) 

 0.zS =  (3.2.15) 

因此  

 ( )2 22 2
0 1 4 ,n C C−= − k kS  (3.2.16) 

代入(3.2.7)得 
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2 2int 0 0 2 0

2 02 .
2 2

E c n c n c n C C
N −= + − k k  (3.2.17) 

Ck可以通过最小化自旋相互作用得到。结果是: 

(1) 平面波相。 2 0c < 时，叠加系数取 1, 0C C−= =k k 或 0, 1C C−= =k k 。波函数是

单个平面波， ˆhe 可以沿 xy平面的任意方向，取为 x方向，则 

 0

1

2 .
2

1

i x
n

e 

            

 (3.2.18) 

此时与自旋 1/2 相同，每个分量的密度和总密度都是均匀的。但每个自旋分量的相

位是沿 x周期调制的，周期为 2π κ 。基态自发破缺时间反演对称性，不为零的自旋

序参数有 0/ 1xS n = ，自旋沿 x方向极化，与动量方向相同。 

(2) 条纹相。 2 0c > 时，叠加系数取 1 2C C−= =k k 。波函数是两个动量相反的平

面波的叠加。若 ˆhe 仍可以取为 x方向，则 
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这里也取了 ,C C−k k同相位。此时自旋 1± 两个分量与0分量的密度互补，它们均沿 x

轴周期调制形成自旋密度波态，周期还为 2π κ 。总密度仍是均匀的。自旋密度

0x y zS S S= = = 。考虑 ,C C−k k的相位差会改变条纹的位置，平移对称性是破缺的，

而时间反演对称是保持的。 
 

3.3  势阱中的 Rashba耦合的 BEC 

前两节讨论了均匀的或近似均匀的系统，本节我们讨论存在外部囚禁势时，

Rashba自旋轨道耦合的赝自旋 1/2的基态。尽管对于目前拉曼诱导的自旋轨道耦合

实验来说，自旋轨道耦合远强于囚禁势能，总可以将凝聚体看成是近似均匀的。但

Rashba耦合仍未在实验上实现，而利用磁场来诱导高维自旋轨道耦合的方案却有可

能实现弱的自旋轨道耦合。理论上已经有文献探索强的囚禁势可能导致的效应，包

括前面提到了 half-quantum vortex，skyrmion晶格等奇特的基态相。外部势将强烈地
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影响 BEC的基态，我们本节来简单讨论此问题。 

3.3.1  SU(2)对称的相互作用 

 

图 3.4  简谐囚禁下 Rashba耦合的基态[30]，相互作用是 SU(2)对称的。g以

2 mh 为单位。 

若 Rashba耦合的凝聚体处于外部的二维简谐势阱中，囚禁势能，自旋轨道耦合

和相互作用之间的相互竞争将导致丰富的基态相图。Sinha 等人[30]曾研究过此问

题。他们发现，相互作用不强时，基态是 half-vortex (HV(1/2))态，具有角动量m满

足 1 2 1/ 2m   ，吴从军[29]等人在早些时候就曾发现过此相，随着相互作用的

增加 Sinha等人[30]发现还有可能出现 HV(3/2)基态，具有 1 2 3 / 2m   ；当自旋

轨道耦合足够大时，由 HV(3/2)进入一个六边形对称(hexagonally-symmetric)的晶格

相，而在两体相互作用足够大时，基态进入条纹相。基态相图如图 3.4所示。 

在自旋轨道耦合很强时，可以在动量表象中求解单粒子基态，在动量表象中，

简谐囚禁势是动量表象中的微分算符 2
trap

2
k

V   ，可将单粒子波函数设为 

 
1 2 11

2

im
im

m

k f e
e


 

      
 k

k
 (3.3.1) 

引入无量纲的参数
T
l % ，

T
l 为囚禁势的谐振子长度。在 1% ? ，即自旋轨道耦合

远强于外部囚禁时，可以将单粒子色散在动量k  %附近展开为 
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图 3.5  Rashba耦合的基态[30]。 15 % 时的总密度分布(a) 2 0.05gm h ，(b) 

2 0.1gm h ，(c) 2 0.85gm h ，(e) 2 2.0gm h ，(d)是(c)态对应的动量分布，

(f)是(e)态中自旋态"up"分量的密度分布。 
 

 
 21

2

0 2

1
.

2 2
nm

m
E n




  

%
 (3.3.2) 

由于 1% ? ，以m标记的角向激发是低能的，而量子数n描述高能的径向激发。 

对无相互作用的基态有 0n  而 1 2 1 2m   ，因此对于很弱的两体相互作

用，基态是 HV(1/2)态，其总密度分布如图 3.5(a)所示，可以看出中心密度很大，随

着相互作用强度的增加，相互作用能快速增加，因而基态将过渡到 HV(3/2)态，如

3.5(b)所示，HV(3/2)态的中心密度为零，与 HV(1/2)态相比相互作用能更低。此时若

自旋轨道耦合强度增加，则转动对称性破缺，出现晶格相如图 3.5(c)所示，从对应
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的动量分布图 3.5(d)可以看出，晶格相是由于 Rashba环上三对动量的单粒子态叠加

而成。它的出现可以用动量空间中的环状模型[84]来理解。而当相互作用足够强时，

囚禁势便不再重要，即回到我们前面讨论的条纹相，密度如图 3.5(e)所示。 

3.3.2  非 SU(2)对称的的相互作用 

 
图 3.6  强 Rashba耦合的基态[31]。 

 
图 3.7  强 Rashba耦合各基态相的自旋态"up"分量的密度分布[31]，各相分别对应图

3.6。 

    前面讨论了 SU(2)对称的相互作用，即
2

0c  。差不多与 Sinha等人同时，胡辉
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[31]等人考虑了g g


 即
2

0c  时的基态相图，强自旋轨道耦合时相图如图 3.6所

示。各相的密度分布见图 3.7，根据各相的对称性可将量子相分为两类： I相满足

宇称对称性，II相满足宇称-时间反演对称性。每类又根据密度分布和(或)总角动量 

分为若干子相：IA，IA'，IB，IIA 和 IIB。当g不超过临界值时，
2

0c  时基态是

HV(1/2)态，而
2

0c  时基态是两个简并的 HV(1/2)态的叠加。随着相互作用的增加， 

IIA 相过渡到 IA' ，而 IA 相过渡到 IIB 相，分别近似是 HV(3/2)态和两个 HV(3/2)

态的叠加。 

 
图 3.8  弱 Rashba耦合时的基态相图[31]。 

    自旋轨道耦合较弱时相图如图 3.8所示，此时 IA和 IIA占据相图的大部分区域。

在自旋轨道耦合强度趋于无穷的极限下，IA和 IIA相不再存在。 

    除了赝自旋 1/2 和自旋 1 的 BEC 之外，Kawakami[85]和 Xu[86]等人还研究了

Rashba耦合的自旋为 2的 BEC的基态相；Wilson[87]和 Gopalakrishnan[88]等人研究

了 Rashba耦合的偶极玻色气体的基态相图；Wen[89]等人研究了外场的效应；还有

对涡旋[90,91]，耗散[92,93]，破裂凝聚体[94]等性质的研究，在此都不作讨论。 
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第四章  Weyl耦合的赝自旋 1/2玻色气体 

    随着对自旋轨道耦合的 BEC 的深入研究，具有更高对称性的三维自旋轨道耦

合，即Weyl耦合也进入人们的视野，Weyl耦合是简单将 Rashba耦合推广至三维，

其形式为  p ，在三个空间方向上耦合原子的自旋和空间运动。这种自旋轨道耦合

形式也是潜在实验可实现的，例如可以在原子芯片上利用非均匀的脉冲磁场诱导出

来[34]。2012年，Kawakami [42]，Li [43,44]和 Anderson[45]等人都研究了此问题。

Kawakami 等人[42]利用虚时演化方法求解了囚禁在简谐势阱中的 Weyl 耦合的两分

量 BEC 的基态，发现基态是人们长期以来在寻找的三维 skyrmion。Li 等人[43,44]

也发现了在自旋轨道耦合不太强时，系统出现此三维 skyrmion基态，同时，他们还

发现在强自旋轨道耦合时，系统的基态处于 skyrmion 晶格相。Anderson[45]等人则

研究了 Weyl 耦合的单粒子物理，发现在自旋轨道耦合较弱时，能谱具有三维谐振

子能谱的特征，伴有能级之间的混合；而在强自旋轨道耦合时，低能的单粒子能谱

经历一个从三维到一维的维度约化(dimensional reduction)，能谱具有朗道能级的特

征。此外，Zhang等人[46]研究了光晶格中Weyl耦合的玻色气体，在Mott绝缘区发

现了众多的新奇相，还有对存在 Weyl 耦合时的散射[47]，相互作用[48]以及 Weyl

耦合的费米气体[49-52]的研究。本章我们研究简谐囚禁的两分量 BEC的基态相图。 

4.1  均匀系统的基态 

    首先考虑均匀的Weyl耦合的两分量 BEC的基态。单粒子的哈密顿量形式为 

 2
0

1 ,
2

H λ= + ⋅k σ p  (4.1.1) 

λ是自旋轨道耦合强度，与前两章相同，单粒子哈密顿相当于 

 2
0

1 .
2 kH = + ⋅k h σ  (4.1.2) 

描述原子在一个依赖于动量的塞曼场[63] 

 { }, ,k x y zk k kλ λ λ λ= =h k  (4.1.3) 

中运动。或者 

 2
0

1 ˆ ,
2 k hH e⊥= + ⋅k h σ  (4.1.4) 

k kλ=h ， 2 2 2
x y z

k k k k   。同样可以证明，
0

, 0H    k ，
0

ˆ , 0
h

e H     ，在球

坐标下设  ˆ 1, ,
h

e   k k ，即  
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z x y z y x

k k k k k k    k k  (4.1.5) 

则 
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容易解得，对应于螺旋度算符本征值为的本征态是 
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 (4.1.7) 

单粒子哈密顿的本征态是动量和螺旋度算符的共同本征态 
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k  (4.1.8) 

相应的本征值谱为 
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E k  k  (4.1.9) 

低能的一支螺旋度为负，单粒子本征态为 
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 (4.1.10) 

对 ,
0

E k 求导数得到单粒子能谱的极小点出现在动量空间中k  的一个球面上[43]，

与方向 ,θ ϕk k无关。简并度为无穷大。考虑(3.1.13)式的相互作用时，假设凝聚体的

波函数为 

 

0 , ,
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cos sin
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 (4.1.11) 

cos， sin是叠加系数且满足归一化条件。两分量的密度分别为 

  2 2 2 2
0

1
cos sin sin cos sin2 sin cos 2 ,

2 2 2
n n

 
   

 
       

k k
k k r (4.1.12) 



第四章  Weyl耦合的赝自旋 1/2玻色气体 

53 

  2 2 2 2
0

1
cos cos sin sin sin2 sin cos 2 .

2 2 2
n n

 
   

 
       

k k
k k r (4.1.13) 

总密度均匀，自旋密度 z分量为 

  0
cos2 cos sin2 sin cos 2 ,n n n    

 
       k k k r  (4.1.14) 

相互作用能 

 2 2 2int 0 0 2 0 3cos sin 2 1 sin .
2 2 2

E c n c n
N

θ α θ
  = + − −    

k k  (4.1.15) 

最小化系统的能量可以得到基态相。Liao 等人[95]曾考虑过一个更一般的三维自旋

轨道耦合 

  .so z z
V p 

 
  p  (4.1.16) 

式中 是表示耦合各向异性的参数， 0  的极限是上一章讨论的 Rashba 耦合，

1  即是Weyl耦合，Liao等人[95]分析得到了两份量 BEC的基态相图，如图 4.1

所示。 

 

图 4.1  Weyl耦合的均匀两分量 BEC的基态相图[95]。 2
2 0

2g c n  %  

    相图上仍然分为平面波(PW)和条纹(SP)两类相，但是对于三维的自旋轨道耦合，

由于 0  ，单粒子基态的动量可能会有z分量，即 0
z

k  ，命名为“Polar”，而当

凝聚体的动量在xy平面时，命名为“Axial”，因此，相图上出现四种相，分别为：

PW-Axial，PW-Polar，SP-Axial和 SP-Polar。 
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4.2  简谐囚禁下的单粒子基态 

    在存在外部囚禁 2 21
trap 2V m rω= 时，单粒子动量不是好量子数，这时，采用自然

单位 1m   h 是方便的。在自然单位之下，长度，能量，时间单位分别为

T
l m h ， h ， 1 。单粒子的哈密顿量为 

 
2 2

0 .
2 2

rH λ= + + ⋅
p σ p  (4.2.1) 

这里 i= − ∇p ，λ具有速度的量纲 mh 。(4.2.1)式的前两项即是谐振子的哈密顿量，

描述一个无自旋粒子在谐振子势阱中运动。对于谐振子，我们知道，轨道角动量

 l r p和自旋角动量 1
2 σ都是运动常数。谐振子的本征方程也是众所周知的 

 ( ) ( )
2 2

, , , , .
2 2 r l r r ln lm n l n lm

r r rφ θ ϕ φ θ ϕ
 

+ = 
 

p
  (4.2.2) 

其中，本征值为 

 
32 ,
2rn l rn l= + +  (4.2.3) 

rn 是径向量子数， l是角向量子数。本征函数为 

 ( ) ( ) ( ), , , ,
r l r ln lm n l lmr R r Yφ θ ϕ θ ϕ=  (4.2.4) 

这里 ( ),
llmY θ ϕ 是球谐函数， ( )

rn lR r 是径向函数 

 ( ) ( )
( )

22
22

2

2 2 2 !! 3, , ,
2! 2 1 !!

r

r

l n r
r l

n l r

r

n l q
R r r e F n l r

n lπ

+ −
−+ +  = − + 

 +  
 (4.2.5) 

( ), ,F α β γ 是合流超几何函数。由于(4.2.1)最后一项—Weyl 耦合项是自旋和轨道之

间的耦合，致使对于哈密顿量(4.2.1)而言，轨道角动量 l和自旋角动量 1
2 σ都不再守

恒，但可以证明总角动量 1
2

 j l 仍然是守恒量，证明如下：显然总角动量与(4.2.1)

式前两项是对易的，而 

  , ,i     l p p   (4.2.6) 

  1
2

, ,i      p p    (4.2.7) 

因此 

 , 0.    j p  (4.2.8) 
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对于一个自旋量子数1 2的原子在谐振子阱中运动，其非耦合表象下的本征函数为

( ) ( ) ( ) ( )1
2

, , ,
r l s r l sn lm m n l lm zmr R r Yφ θ ϕ θ ϕ χ σ= ， ( )1

2 s zmχ σ 是自旋函数。等价地也可以用耦

合表象的本征函数 

 ( ) ( ) ( )1
2, ,

r j r j

l
n ljm n l jmr R r Yφ θ ϕ = Ω  (4.2.9) 

来表示，式中 

 ( ) ( ) ( )1
2

1 1
2 2

,j

j ll s s
l s j

jml
jm lm zlm m m

m m m
Y C Y θ ϕ χ σ

+ =

Ω = ∑  (4.2.10) 

是旋量球谐函数[14]， 1 2j l  ， 1
2

j

l s

jm
lm mC 是 Clebsch-Gordan系数。在耦合表象下，

谐振子的本征方程仍为 

 ( ) ( )
2 2

, , , , .
2 2 r j r r jn ljm n l n ljm

r r rφ θ ϕ φ θ ϕ
 

+ = 
 

p
  (4.2.11) 

本征值与 , jj m 无关。例如，耦合表象下谐振子的基态波函数为 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
2

1 1 1 1
2 2 2 2

0
0000

00
00

, ,

,
,

0

r R r Y

Y
R r

φ θ ϕ

θ ϕ

= Ω

 
=  

 

 (4.2.12) 

或 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
2

1 1 1 1
2 2 2 2

0
0000

00
00

, ,

0
.

,

r R r Y

R r
Y

φ θ ϕ

θ ϕ

− −= Ω

 
=  

 

 (4.2.13) 

它们是简并的。这是由于无论是谐振子哈密顿，还是单粒子哈密顿(4.2.1)都是时间

反演对称的。时间反演算符[96]是 

 .
y

T i K   (4.2.14) 

其中K表示取复共轭，T是反幺正算符， 2 1T   。σ和p均不是时间反演变换下

的不变量，但 ⋅σ p是时间反演不变的。 

     由于对于单粒子哈密顿(4.2.1)，总角动量 j和
z
j 仍然是守恒量，可以以耦合表

象下谐振子的本征函数 ( ), ,
r jn ljm rφ θ ϕ 作为基矢来求解单粒子哈密顿的本征谱。不同

的
j

jm 子空间是相互独立的，在每个
j

jm 确定的子空间，谐振子哈密顿是宇称守恒

的表明对于量子数l它是对角的，而自旋轨道耦合与轨道角动量 l不对易，会破坏宇

称对称性，从而在每个
j

jm 子空间哈密顿量对于量子数 l都是三对角的。对角化此哈 
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图 4.2  Weyl耦合的单粒子能谱[45]。灰度由深到浅依次是 1 / 2j  到 21 / 2j   

密顿量就可以得到单粒子的能谱。Anderson 等人[45]曾研究了了此问题，所得到的

单粒子能谱如图 4.2 所示，由于缺乏如动量这样的准连续守恒量，能谱明显是离散

的。在自旋轨道耦合很弱时，能谱近似为 

 
2

0

3
2 .

2 2r
E n l


     (4.2.15) 

相当于伴随有轻微能级混合的三维谐振子谱。而当自旋轨道耦合很强时，他们发现

能谱近似为 

 

2

2

0 2

1
21

.
2 22r

j

E n




             
 (4.2.16) 

相同
r

n 不同 j值的能级形成一组一组的朗道能级。 

4.3  变分波函数 

    在 4.2节我们讨论了在简谐阱中Weyl耦合的赝自旋 1/2粒子的单粒子能谱，发

现在自旋轨道耦合很弱时，其相当于伴随有轻微能级混合的三维谐振子谱。在考虑

到如(3.1.13)式的两体相互作用时，按照惯常的做法，我们可以以此单粒子的能谱

为出发点来构造一个近似的变分波函数，再通过最小化系统的相互作用能来求得凝

2

0 2
E
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聚体的基态波函数。我们已经知道耦合表象下谐振子的基态波函数为(4.2.12)和

(4.2.13),它们是 0l = 的 s波态，第一激发态为 1l = 的 p波态 ( )1 101
2 2

, ,rφ θ ϕ
±

，更高的

激发态与基态之间耦合很弱。作为近似,我们可以构造一个微扰的谐振子态 

 1 1 1 1 1 1, 00 01
2 2 2 2 2 2jj m

N iαψ φ αφ
= =

 
= + 

 
 (4.3.1) 

作为近似的单粒子基态，其中 ( ) 1 221Nα α
−

= + 为归一化系数，α代表 s波态和 p波态

的相对权重，前面引入 i是因为自旋轨道耦合在(4.3.1)式中的两个态之间的矩阵元是

纯虚数[43-45]，这种单粒子基态已经被证明在自旋轨道耦合比较弱时非常接近真实

的单粒子基态[43-45]。利用(4.2.10)可以计算 p波态 ( )1 101
2 2

, ,rφ θ ϕ
±

中的旋量球谐函数 

 

( ) ( ) ( )1 1 1
2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 21

2

1
11

11 10

,

0 12 1 .
1 03 3

ll s s
l s

m zm m m
m m

Y C Y

Y Y

θ ϕ χ σ
+ =

Ω =

   
= −   

   

∑
 (4.3.2) 

代入(4.3.1)可得 

 
00 00 01 10

1 1,
2 2

01 11

1
3 .

2
3

jj m

R Y i R Y
N

i R Y
α

α
ψ

α
= =

 
− 

 =
 
 
 

 (4.3.3) 

同时，由于单粒子哈密顿与 zj 对易，因此可知 1 1,
2 2jj m

ψ
= =−

与 1 1,
2 2jj m

ψ
= =

是互相简并的态，

依照同样的方法，我们有 

 

1 1 1 1 1 1, 00 01
2 2 2 2 2 2

01 1 1

00 00 01 10

2
3 .

1
3

jj m
N i

i R Y
N

R Y i R Y

α

α

ψ φ αφ

α

α

= =− − −

−

 
= + 

 
 

− 
 =
 

+ 
 

 (4.3.4) 

这里用到了 

 

( ) ( ) ( )1 1 1
2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 21

2

1
11

10 1 1

,

0 11 2 .
1 03 3

ll s s
l s

m zm m m
m m

Y C Y

Y Y

θ ϕ χ σ−
−

+ =−

−

Ω =

   
= −   

   

∑
 (4.3.5) 
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借用拉曼诱导的自旋轨道耦合中的语言，我们可以说，单粒子色散有两个简并的极

小，对应于量子数
1
2jm = ± ，在这两个色散的极小点，单粒子波函数近似具有(4.3.3)

和(4.3.4)式的形式，而且这两个简并的极小是由于时间反演对称导致的，即(4.3.3)

和(4.3.4)是彼此的时间反演态 

 

*
1 1 1 1, ,
2 2 2 2

01 1 1

00 00 01 10

1 1,
2 2

0 1
1 0

2
3

1
3

.

j j

j

j m j m

j m

T

i R Y
N

R Y i R Y
α

ψ ψ

α

α

ψ

= = = =

−

= =−

− 
=  

 
 

− 
 =
 

+ 
 

=

 (4.3.6) 

这里我们用到了球谐函数的性质 ( )* 1 m
lm l mY Y −= − 。同样有 

 1 1 1 1, ,
2 2 2 2

.
j jj m j m

Tψ ψ
= =− = =

=  (4.3.7) 

这类似自旋 1/2系统中的 Kramers简并。 

    由于单粒子色散在角动量空间中有两个简并的极小，原子如何凝聚取决于相互

作用，按照通常的做法，我们可以假设凝聚体的基态波函数为 
 1 1 1 1, ,

2 2 2 2j jj m j m
C Cψ ψ+ −

= = = =−
Ψ = +  (4.3.8) 

待定参数C±满足
2 2 1C C+ −+ = ，它们和 s波态与 p波态的相对权重α ，都可由最小化

系统的总能量来确定。 

4.4  能量泛函 

    利用凝聚体的变分波函数(4.3.8)，我们可以计算能量泛函。对于单粒子哈密顿
部分 

 ( ) ( )
2 2

† †
0 2 2

rE d λ
 

= Ψ + + ⋅ Ψ 
 

∫
pr r σ p r  (4.4.1) 

可以分成谐振子部分和自旋轨道耦合部分分别计算 

 ( ) ( )
2 2

† †
0 ,

2 2
h rE d

 
= Ψ + Ψ 

 
∫

pr r r  (4.4.2) 

 ( )( ) ( )† †
0 .sE d λ= Ψ ⋅ Ψ∫ r r σ p r  (4.4.3) 

对于宇称守恒的谐振子部分，不为零的积分是 
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2 2 2 2

2 2
0 1 1 1 1 1 1 1 100 00 01 01

2 2 2 2 2 2 2 2

.
2 2 2 2

h r rE Nα φ φ α φ φ
    

= + + +    
     

p p
 (4.4.4) 

利用谐振子本征方程(4.2.11)，很容易可以计算得 

 2 2
0

3 5 .
2 2

hE Nα α = +  
 (4.4.5) 

而对于宇称破缺的自旋轨道耦合项(4.4.3)，不为零的积分是 

 2
0 1 1 1 100 01

2 2 2 2

2 ,sE i Nαα φ λ φ= ⋅σ p  (4.4.6) 

由于 , 0
z
j    p 可知 

 1 1 1 1 1 1 1 100 01 00 01
2 2 2 2 2 2 2 2

.φ λ φ φ λ φ
− −

⋅ = ⋅σ p σ p  (4.4.7) 

在得出(4.4.6)式时，已经用到了关系式(4.4.7)。为了计算(4.4.6)式，我们注意到，

( ) ( ) ( ), ,
r j r j

l
n ljm n l jmr R r Yφ θ ϕ = Ω 是径向函数和旋量球谐函数的乘积，因此若能将 ⋅σ p

也化作类似的形式，便可以利用不可约张量[14,97]的方法来计算它。 

    利用一阶(球面)不可约张量与一阶直角张量(矢量)之间的关系[97]，动量算符的

一阶不可约张量形式为 

 

   

 

1

1

1

2 2
1

sin
2

2 1 1
cos ,

2 sin

x y

i

i i

i
p p ip i

x y

i e
r

i
e i e

r



 




  



            
         
              

 (4.4.8) 

 

 

  

1

0

2 1
cos sin ,

2

z
p p i

z
i

i
r r

 



 


         

 (4.4.9) 

 

   

 

1

1

1

2 2
1

sin
2

2 1 1
cos .

2 sin

x y

i

i i

i
p p ip i

x y

i e
r

i
e i e

r



 




  





 

            
         
               

 (4.4.10) 

而角动量算符的一阶不可约张量形式为 



Weyl耦合的旋量玻色气体的基态相和自旋序 

60 

 

   1

1

1

2
1

cot ,
2

x y

i

l l il

e i 
 

    

          

 (4.4.11) 

 
 1
0

,l i



 


 (4.4.12) 

 

   1

1

1

2
1

cot .
2

x y

i

l l il

e i 
 

   

           

 (4.4.13) 

单位矢量的一阶不可约张量形式为 

 

   

 

1

1

1

2
1

sin cos sin sin
2
1

sin ,
2

x y

i

C e ie

i

e 

   




  

  

 

 (4.4.14) 

 
 1
0

cos ,C   (4.4.15) 

 

   1

1

1

2
1

sin ,
2

x y

i

C e ie

e 





 


 (4.4.16) 

将单位矢量
 1C 与角动量

 1l 作一阶张量积[97] 

 
         1 1

1 2 1 2

1 2

1
1 1 1

1 1
.C l C C l

   
    

   (4.4.17) 

1 2

1
1 1

C 
  是 Clebsch-Gordan系数。经计算得 

 
     11 1

1

1 1
cos ,

2 sin
i iC l e i e 

  

          
 (4.4.18) 

 
     11 1

0

1
sin ,

2
C l 







 (4.4.19) 

 
     11 1

1

1 1
cos .

2 sin
i iC l e i e 

  
 



           
 (4.4.20) 
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利用(4.4.14)-(4.4.16)以及(4.4.18)-(4.4.20)可以将动量算符写成 

 
         11 1 1 12

.
i

p iC C l
r r


  


 (4.4.21) 

而自旋轨道耦合 ⋅σ p即是由两个一阶不可约张量  1 和
 1p 构成的不变算符(标量积) 

 ( ) ( ){ }01 13 ,pσ⋅ = −σ p  (4.4.22) 

其中
 1 的三个分量为 

 
   1

1

1
,

2
x y

i       (4.4.23) 

 
 1
0

,
z

   (4.4.24) 

 
   1

1

1
.

2
x y

i      (4.4.25) 

将(4.4.21)代入(4.4.22)得 

 

( ) ( ) ( ){ }( ) ( )

( ) ( ) ( ){ }( ){ } ( ) ( ){ }

0
11 1 1 1

01 01 1 1 1 1

13 2

16 3 .

i C l i C
r r

i C l i C
r r

σ

σ σ

 ∂  ⋅ = − −  ∂  

∂
= − +

∂

σ p
 (4.4.26) 

利用(4.4.26)可以方便地来计算(4.4.6)式的积分 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }( ){ } ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )

1 1
2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1
2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 100 01
2 2 2 2

010 11 1 1
00 01

00 11 1
00 01

16

3 .

i R r R r Y C l Y
r

i R r R r Y C Y
r

φ φ

σ

σ

⋅

= − Ω Ω

∂
+ Ω Ω

∂

σ p

 (4.4.27) 

径向的积分是容易计算的，分别为 

 ( ) ( )00 01
1 2 ,

3
R r R r

r
=  (4.4.28) 

和 

 ( ) ( )00 01
1 .
6

R r R r
r

∂
= −

∂
 (4.4.29) 

这里利用了谐振子的径向函数 ( ) 2 2
00 4 rR r eπ −= 和 ( ) ( ) 2 2

01 8 3 rR r reπ −= 。计算
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(4.4.27)式中的角向自旋积分需要用到Wigner-Eckart定理，张量积的矩阵元为 

 

     

     

   

1 2 1 2

1 1

2 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1

,

z

K
k k

z z
Q

j j

z z

k k

j j jj T U j j j j

j K j
j j K

j Q j

j j k

j j k j T j j U j

j j K







   

          
              

 (4.4.30) 

式中 

   1
1

2 1

z z

z

j K j j j

j j KQ
z z

j K j
C

j Q j j

   


         
 (4.4.31) 

是Wigner 3j符号。而 

 
1 1

2 2

j j k

j j k

j j K

            

 

是 9j 符号[97]， j j L 称为约化矩阵元。从(4.4.30)也可以得出(4.4.7)式的关系。

由(4.4.30)可得 

 

( ) ( ) ( ) ( ){ }( ){ } ( )

( ) ( ){ }( ) ( )

1 1
2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

010 11 1 1

1 1 11 1 12 2 1 1
2 21 1

2 2 1 1
2 2

0 1 1
0

2 1 0 1 .
0

Y C l Y

l C l l s s
Q

σ

σ

Ω Ω

 
   ′ ′= = =  −  

 

 (4.4.32) 

利用约化矩阵元[14] 

 

( ) ( ){ }( )
( ) ( )

( )( ) ( )

1 1 2 1

1
2 1 2 1 1

0 0 0 1

k k lkl C l l l

l k l k k
l k l l

l l

′+′ ′= − +

′   ′ ′× + + +    ′ ′   

 (4.4.33) 

和 

 
( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 6ss sss s s s sσ δ δ′ ′′ = + + =  (4.4.34) 

以及 3j，9j符号的值，可以计算得到 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }( ){ } ( )1 1
2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

010 11 1 1 1 .
6

Y C l YσΩ Ω =  (4.4.35) 

同样地，可以计算 
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 ( ) ( ) ( ){ } ( )1 1
2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

00 11 1 1.
3

Y C YσΩ Ω =  (4.4.36) 

这里需要用到 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 ,
0 0 0

lk l k l
l C l l l

′ ′ ′= − + +  
 

 (4.4.37) 

最终我们得到 

 1 1 1 100 01
2 2 2 2

3.
2

iφ φ⋅ = −σ p  (4.4.38) 

将(4.4.38)和(4.4.5)代入(4.4.1)得单粒子能量为 

 2 2
0

3 5 6 .
2 2

E Nα α αλ = + +  
 (4.4.39) 

    在相互作用参数 g g g↑↑ ↓↓= = 时，定义 c g g↑↓= ，相互作用能可以写成 

 

( )

( ) ( )( )

220 2
int

22

2 2
1
4

z

z

c cE d n n

d g cg n g cg n

 = + Σ 
 

 = + + − Σ 

∫

∫

r

r
 (4.4.40) 

这里，在谐振子单位之下，相互作用参数g以 3
T
l Nh 为单位。利用变分的凝聚体波

函数(4.3.8)不难算得 

      2 2 2 2
00 00

1
4

n N R r R r 


    r  (4.4.41) 

是球对称的。而 

 
( ) ( )
( )

2 2 2 2 2 2
00 01

2
00 01 01

1 cos 2
4

         2 2 sin sin sin 2 cos

zn N C C R R

C C R R R

α α θ
π

α θ ϕ α θ ϕ

+ −

+ −

Σ = − +

− − 

 (4.4.42) 

是各向异性的。由此可以计算密度相互作用能和自旋相互作用 

 
( )

( )2 4 4 2
3

1 1 5 12 12 ,
12 2

d n Nα α α
π

= + +∫ r  (4.4.43) 

( )
( )

( ) ( )2 4 4 2 2 2 4 2
3

1 1 1 7 12 36 12 12 .
3 122zd n N C Cα α α α α

π
+ −

 Σ = − + − − +  ∫ r  (4.4.44) 

将(4.4.43)，(4.4.44)代入(4.4.40)再结合(4.4.39)最终得到能量泛函为 
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( )
( )

( ) ( )
( )( )

2 2 4
3

4 2 4 2

2 2 4 2

3 5 1 1, , 6
2 2 72 2

11 12 36 4 24

    6 12 12 .

E C C N N

g cg

C C g cg

α αα α αλ
π

α α α α

α α

+ −

+ −

 = + + +  

× + + + +
− − − + 

 (4.4.45) 

4.5  基态相图 

    对于给定的系统参数c和g，最小化能量泛函(4.4.45)式可以得到凝聚体的基态

相图。我们看到只有在(4.4.45)式的最后一项出现 ,C C+ −的组合
2 2C C+ −，这与前面讨论

的拉曼耦合和 Rashba耦合的两份量 BEC相同。显然在最小化时， 2 2C C+ −只能取它的

极值 0 或1 4，具体取何值取决于 ( ) 22g cg c− = 和多项式 ( ) 4 212 12f α α α= − + 的符

号， 2 2C C+ −的两种取值分别对应凝聚在单个极小和两个极小的叠加，因而形成两种基

态相， 1c  显然将相图分为两部分。对于弱的自旋轨道耦合，取 0.2  ，相图如

图 4.3所示。 

 

图 4.3  Weyl耦合的赝自旋 1/2BEC的基态相图[98]， 0.2  ，相互作用参数g以
3
T
l Nh 为单位。 

    在 I 相，变分参数的取值为 2 21, 0C C+ −= = 或
2 20, 1C C+ −= = ，而在 II 相，

2 2 1 2C C+ −= = 。由于自旋轨道耦合强度 0  ，而(4.4.45)式中除了自旋轨道耦合

的能量之外，其余能量贡献均是的偶次项，变分必然得到 0  。当相互作用强

度g增加时，系统交替进入相 I和 II，相变的临界由 ( ) 0f α = 即 6 2 6    决

定。对于典型的 87Rb 实验，无量纲的参数 10 100g ∼ ，当g较小时，变分参数

  ，因此 ( ) 0f α > ，此时 1c  的区域是相 I， 1c  的区域是相 II。实验上可

以通过调节囚禁势和粒子数来调节g，在临界值处， ( )f α 改变符号，将观察到两相 
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图 4.4  I相的密度分布。从上到下分别是 xy，yz，xz平面上的密度分布。 1.6   。 

的交替。 

    I 相对应变分参数 2 21, 0C C+ −= = 或
2 20, 1C C+ −= = ，从波函数的性质可知，

它们是彼此的时间反演态。
2 21, 0C C+ −= = 时，典型的 I相的密度分布如图 4.4所

示，而
2 20, 1C C+ −= = 时密度分布与此类似，只不过上下两分量互换。此时波函数

形如 

 
( )

( )
00 01

01

cos
.

sin4 i

R r i RN
i R r e

α
ϕ

α θ
α θπ

− 
Ψ =  − 

 (4.5.1) 

因此上下分量的密度分别为 

      2 2 2 2 2
00 00

1
cos ,

4
n N R r R r  


    r  (4.5.2) 

    2 2 2 2
00

1
sin .

4
n N R r 


r  (4.5.3) 

它们具有绕z轴的旋转对称性和宇称对称性，即 

    , ,n n r 
 

r  (4.5.4) 

    , , .n r n r  
 

   (4.5.5) 
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图中可以看出，xz和yz面上的密度分布相同，具有明显的p波的特征，即自旋上分

量沿z轴呈哑铃状，自旋下分量沿xy面呈环状分布，但总密度是各向同性的。 

    利用波函数(4.5.1)可以计算自旋密度 

  2 2 2
00 01 01

1
sin sin sin cos cos ,

2x
n N R R R       


    (4.5.6) 

 ( )2 2 2
00 01 01

1 sin cos sin cos sin ,
2yn N R R Rα α θ ϕ α θ θ ϕ
π

Σ = − +  (4.5.7) 

 ( )2 2 2 2
00 01

1 cos 2 .
4zn N R Rα α θ
π

Σ = +  (4.5.8) 

 
图 4.5  I相的自旋流线图。 1.6    

 

由(4.5.6)-(4.5.7)可知，磁序参数为零，即 0
x
  ， 0

y
  。由于角动量空间 2Z 对

称性( 1 2 1 2j jm m= ↔ = − )的破缺， 0
z
  。自旋结构是三维的 skyrmion。对归

一化的自旋密度Σ作流线绘图如图 4.5。自旋矢量场线在xy平面附近形成环状结构，

而在 z轴附近是近乎竖直的。Kawakami 等人[42]通过数值求解 GP 方程首先发现了

此三维的 skyrmion基态，几乎同时，Li等人[43]也在弱的自旋轨道耦合区发现了此

skyrmion基态。 

    实际上，如果我们对基态波函数(4.5.1)稍作变形，它就是文献中经常出现的 3D 

skyrmion。我们注意到波函数(4.5.1)可以看作是将沿 z轴极化的旋量波函数 
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1
0z

C
C

+

−

   
= =   

  
ζ  (4.5.9) 

作局域的自旋转动 

 ( ) ( )exp .
2z z
in r  Ψ = − ⋅  
Ω r ζσ  (4.5.10) 

这里 ( )n r 即是(4.4.41)式的密度， s是自旋算符，而 ( ) ( )r rω=Ω r r 。(4.5.10)式

表示在r处将自旋沿轴 rr 转过 ( )rω 角，且转动角随位置变化 

 ( ) ( )
( )

01

00

2arctan .
R r

r
R r

α
ω =  (4.5.11) 

 
图 4.6  II相的密度分布。从上到下分别是 xy，yz，xz平面上的密度分布。 1.6    
 

( )Ω r 的形式决定了三维 skyrmion的拓扑性质。极化的旋量波函数 zζ 描述均匀系统，

自旋沿 z轴极化，作了局域自旋转动操作之后，自旋方向将随空间位置变化。(4.5.11)

式描述的局域转动对应一种最对称的 skyrmion，这种三维 skyrmion 态曾在[99-104]

中讨论过，不同的是这些都是赝自旋 1/2 或者铁磁自旋 1 系统中的激发态，尽管可
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能是亚稳态。而在这里，当存在Weyl耦合时，三维 skyrmion是系统稳定的基态。 

    II 相对应变分参数 2 2 1 2C C+ −= = ，基态可以是两类态 1 2C C+ −= = ± 或

1 2C C+ −= − = ± ，它们也是彼此的时间反演态。以 1 2C C+ −= = ± 为例，波函数

形如 

 
( ) ( )

( ) ( )( )
00 01

00 01

cos sin
.

8 cos sin

i

i

R r i R eN
R r i R r e

ϕ

α
ϕ

α θ θ

π α θ θ

− − +
 Ψ =
 − − + 

 (4.5.12) 

因此上下分量的密度分别为 

 
     2 2 2 2

00 00

2
00 01 01

1
8

2 sin sin sin2 cos ,

n N R r R r

R R R

 


     


 

  

r
 (4.5.13) 

 
     2 2 2 2

00 00

2
00 01 01

1
8

2 sin sin sin2 cos .

n N R r R r

R R R

 


     


 

  

r
 (4.5.14) 

可以看出密度由两部分组成，一部分是两分量相同的，各向同性的，且是总密度的

一半，另一部分是两分量互补的，见(4.5.13)和(4.5.14)式的第二行。 xy， yz和 xz面

上的密度分布如图 4.6所示。密度分布具有如下对称性 

    , ,2 , , ,n r n r     
 

    (4.5.15) 

    , , , , .n r n r    
 

   (4.5.16) 

即在绕 x或 z轴的π转动和时间反演联合操作下密度分布不变。而绕 y轴的π转动下

密度分布也保持不变，即 

    , ,
, , , , .n r n r     

   
    (4.5.17) 

    对于此态，自旋密度为 

  2 2 2 2 2 2
00 01

1
sin cos2 cos ,

4x
n N R R    


      

 (4.5.18) 

 ( )2 2 2 2
00 01 01

1 2 cos sin sin 2 ,
4yn N R R Rα α θ α θ ϕ
π

Σ = +  (4.5.19) 

 ( )2 2 2
00 01 01

1 2 sin sin sin 2 cos .
4zn N R R Rα α θ ϕ α θ ϕ
π

Σ = − +  (4.5.20) 
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图 4.7  II相的自旋流线图。 1.6    

角动量空间 2Z 对称性不破缺，必有 0
z
  ，同时 0

y
  ，但有横向磁化 0

x
  。

自旋结构也是三维的 skyrmion。对归一化的自旋密度Σ作流线绘图如图 4.7。自旋

矢量场线在yz平面附近形成环状结构，而在 x轴附近形成一束穿过环的中心区域。

我们同样注意到波函数(4.5.12)可以看作是将沿 x轴极化的旋量波函数 

 
1 2

1 2
x

C
C

+

−

  
= =        

ζ  (4.5.21) 

作局域的自旋转动 

 ( ) ( )exp .
2z x
in r  Ψ = − ⋅  
Ω r ζσ  (4.5.22) 

而得到。虽然旋量 xζ 可以由 zζ 绕 y轴转动 2π 得到，但相 II 的自旋结构却与将相 I

的自旋结构整体绕 y轴转动 2π 不同。尽管如此，它们的拓扑性质均由 ( )Ω r 决定，

当α相同时，是完全相同的。Kawakami等人[42]也注意到了此 skyrmion基态。 

    我们发现无论是 I相还是 II相，尽管自旋轨道很弱时，会出现较大的两项共存

区域，但两个自旋分量的密度分布总体上在三个空间维度上是趋于相分离的。这种

情况也出现在一维[105]和二维[31,32]的自旋轨道耦合时。这里是由于在波函数中自

旋轨道耦合诱导的 p波空间模使两个自旋分量趋向于空间分离。三维 skyrmion态曾

作为两分量 BEC的激发态出现在[99-104]等文献中，在作为激发态时，拓扑稳定的
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skyrmion从能量角度讲往往是不稳定的。需要额外的机制来稳定它，例如 Battye[106]

曾讨论过此问题，稳定的 skyrmion 存在的先决条件之一即是凝聚体处在相分离状

态。在此处，Weyl自旋轨道耦合充当了此作用，因为越强的自旋轨道耦合趋向于将

两个自旋分量越明显的分开。Kawakami等人[48]的数值计算也证明了这一点。 
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第五章  Weyl耦合的自旋 1 玻色气体 

对于拉曼诱导的自旋轨道耦合的自旋 1凝聚体，2014年，Natu[22]等人曾研究

了其基态相以及其中的自旋序，在反铁磁相互作用区发现了具有双轴向列序的条纹

态， 次年 Campbell等人[26]在实验上实现了自旋 1的自旋轨道耦合，同年，Sun等

人指出在实验系统中应该存在两种铁磁条纹相，虽然这两种铁磁条纹相只占据相图

的很小区域。铁磁条纹相具有周期调制的向列密度张量，分别随密度同相振荡和反

相振荡。几乎同时 Martone等人[78]和余增强[79]也研究了此问题，Martone等人在
7Li系统中也发现了具有向列序的铁磁条纹相。基于我们第四章对Weyl耦合的赝自

旋 1/2的 BEC的研究，我们期待对于Weyl耦合的自旋 1 BEC，基态会出现同时具

有磁序和向列序的量子相。那么，Weyl 耦合的自旋 1 BEC 基态会出现哪些相，相

图是什么样？基态相中空间调制的磁序(3D磁 skyrmion)和空间调制的向列序之间如

何调和都是令人感兴趣的。本章我们研究弱Weyl耦合的自旋 1 BEC的基态相。 

5.1  单粒子基态 

   与Weyl耦合的赝自旋 1/2 BEC类似，在自然单位制下，存在外部简谐囚禁势时，

Weyl耦合的自旋 1 BEC单粒子的哈密顿量为 

 
2 2

0 .
2 2

rH λ= + + ⋅
p s p  (5.1.1) 

自旋轨道耦合的强度仍用λ表示。单粒子哈密顿(5.1.1)仍是时间反演对称的。对于

自旋 1系统，时间反演算符[96]取为 

 .
y

T is K   (5.1.2) 

同时，单粒子哈密顿在坐标和自旋空间同时作三维转动 SO(3)R+S时保持不变，总角

动量是守恒量。在自旋轨道耦合很弱时，单粒子能量仍由(5.1.1)式的前两项，即谐

振子部分主导[43-45,98]。利用耦合表象谐振子的本征态为基数可以构造近似的单粒

子基态，不同的是对于自旋量子数 1s  的原子在谐振子阱中运动，其耦合表象的本

征函数用 

 ( ) ( ) ( )1, ,
r j r j

l
n ljm n l jmr R r Yφ θ ϕ = Ω  (5.1.3) 

来表示，式中 
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 ( ) ( ) ( )1
1 1,j

j l s l s
l s j

jml
jm lm m lm m z

m m m
Y C Y sθ ϕ χ

+ =

Ω = ∑  (5.1.4) 

是矢量球谐函数[14]， 1, , 1j l l l    (当 0l  时，只能取 1j  )， 1
j

l s

jm
lm mC 仍是

Clebsch-Gordan系数。耦合表象下，谐振子的基态具有量子数 0
r

n l  ，因此 1j  ，

且 1,0, 1
j

m   ，波函数分别为 

 ( ) ( ) ( )01
001 1 00 1 1, ,r R r Yφ θ ϕ± ±= Ω  (5.1.5) 

和 

 ( ) ( ) ( )01
0010 00 10, , .r R r Yφ θ ϕ = Ω  (5.1.6) 

它们是简并的。其中矢量球谐函数 

 ( ) ( )
00

01 01
11 1 1

00

0
0 , 0 ,
0

Y
Y Y

Y
−

   
   Ω = Ω =   
   
   

 (5.1.7) 

 ( )01
10 00

0
.

0
Y Y

 
 Ω =  
 
 

 (5.1.8) 

 
图 5.1  3D谐振子的能级(虚线)和自旋轨道耦合的单粒子基态(实线)。自旋轨道耦合

耦合不同宇称的能级(双向箭头)。 

    在图 5.1 中，我们画出了谐振子最低的一些本征态，量子数
r

n 用数字标记， 

0,1,2,l  …分别用光谱符号 s，p，d…标记。例如激发态 0p， 0
r

n  ， 1l  ， 1j  ，

其态函数为 

 ( ) ( ) ( )11
011 01 1, , ,

j jm mr R r Yφ θ ϕ = Ω  (5.1.9) 
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 ( ) ( ) ( )

1 1102 1 12
11 11 111 1

11 11 10 11 1 12 2

1 1
11 102 2

0

, 0 , .
0

Y Y
Y Y Y Y Y

Y Y

−

−

     − −     
 Ω = Ω = Ω = −   
              

 (5.1.10) 

激发态 0d， 0
r

n  ， 2l  ， 1j  的态函数为 

 ( ) ( ) ( )21
021 01 1, , ,

j jm mr R r Yφ θ ϕ = Ω  (5.1.11) 

 ( ) ( ) ( )

31 3
20 2 22 110 510

21 21 213 32
11 21 10 20 1 1 2 110 5 10

3 3 1
2022 21 105 10

, , .

Y YY

Y Y Y Y Y Y

YY Y

−−

− −

    −
    
    Ω = − Ω = − Ω = −
    

     
     

 (5.1.12) 

    对于单粒子哈密顿(5.1.1)，总角动量 j和
z
j 仍然是守恒量，本征态可以用量子数

j，
j

m 来标记，由于自旋轨道耦合会耦合不同宇称的谐振子态，具有不同宇称但相

同 j，
j

m 量子数的态之间相互耦合。单粒子本征态是具有不同量子数
r

n ，l的耦合

表象谐振子本征函态 ( ), ,
r jn ljm rφ θ ϕ 的叠加。例如基态量子数 1j  ，可以是 s，p，d

波态的叠加，如图 5.1 中的双向箭头所示。在耦合表象谐振子本征态基矢下，对角

化单粒子哈密顿，可以得到 1
j

m  的基态能级，在图 5.2中用实线表示，在自旋轨

道耦合较弱时，波函数具有如下近似形式 

 
1, 1 0 0011 1 0111 2 0211

.
jj m

A iA A         (5.1.13) 

这里  0,1,2
l

A l  是不同轨道角动量谐振子态的叠加系数。这里忽略了激发态 1s的

贡献，一方面因为它与 0s有相同的矢量球谐函数，可以合并在一起。另一方面，我

们经过计算确认在弱相互作用参数区，忽略它并不会影响我们的主要结论。
1

A 前面

添加了一个纯虚数 i的原因与前一章相同，即自旋轨道耦合在不同宇称的谐振子态

之间的矩阵元是纯虚数[43,45]。因为
z
j 与单粒子哈密顿(5.1.1)对易， 1j  的单粒子

基态也是简并的， 0
j

m  和 1
j

m   的态 

 
1, 0 0 0010 1 0110 2 0210jj m

A iA A         (5.1.14) 

和 

 
1, 1 0 001 1 1 011 1 2 021 1jj m

A iA A           (5.1.15) 

与 1
j

m  都对应基态能级。 
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5.2  变分波函数 

    上节我们得到了三个简并的近似单粒子基态，分别为(5.1.13)—(5.1.15)，将

(5.1.7)，(5.1.8)，(5.1.10)和(5.1.12)式的矢量球谐函数代入，它们的表达式分别为 

 

1 1
0 00 00 1 01 10 2 02 202 10

1 3
1, 1 1 01 11 2 02 212 10

3
2 02 225

,
jj m

A R Y i AR Y A R Y

i AR Y A R Y

A R Y

  

               

 (5.2.1) 

 

1 3
1 01 1 1 2 02 2 12 10

2
1, 0 0 00 00 2 02 205

1 3
1 01 11 2 02 212 10

,
jj m

i AR Y A R Y

A R Y A R Y

i AR Y A R Y


 

 

               

 (5.2.2) 

 

3
2 02 2 25

1 3
1, 1 1 01 1 1 2 02 2 12 10

1 1
0 00 00 1 01 10 2 02 202 10

.
jj m

A R Y

i AR Y A R Y

A R Y i AR Y A R Y




   

                

 (5.2.3) 

利用 ( )* 1 m
lm l mY Y −= − 容易证明 

 
1, 1 1, 1

,
j jj m j m

T     ∓  (5.2.4) 

 
1, 0 1, 0

.
j jj m j m

T       (5.2.5) 

可见在角动量空间中，单粒子色散有三个简并的极小，对于相互作用的多体系统，

可以设变分的基态波函数为 

 
1 1, 1 10 1, 0 1 1, 1

,
j j jj m j m j m

C C C              (5.2.6) 

式中
1 10 1

, , ,C C C  是变分系数，满足粒子数守恒条件
2 2 2

1 10 1
1C C C

 
   ，由最

小化系统的相互作用能来确定。一般情况下，它们都是复数，从前面几章可以看出

它们的相对相位只是决定条纹相的条纹位置。在这里，我们为了简化计算将其设为

实数，后面再对此问题作讨论。 

    在 1.3节中，我们在直角坐标系下讨论了自旋 1系统的自旋序。而在第四章中，

我们已经看到对于我们研究的具有明显球对称的系统，球面张量能带来很多方便，

此时通常用极化算符(polarization operator) [14]来描述自旋序。对于自旋 s的系统，

极化算符为
   l

m
T s ，其中 0,1 2l s L ， , 1,m l l l    L 。因此，极化算符是 22 1s 

个算符的集合，相同指标l为一组，构成一个l阶的球面不可约张量，在 SO(3)转动



第五章  Weyl耦合的自旋 1 玻色气体 

75 

下，按照转动群的 2 1l  维不可约表示变换。 0l  的极化算符正比于

   2 1 2 1s s   的单位矩阵 

 
   0

0

1
,

2 1
T s I

s



 (5.2.7) 

1l  的极化算符是一阶的球面张量，正比于一阶的球面自旋张量 

 
      

   1 13
,     1, 0,1

1 2 1m m
T s s m

s s s
  

 
 (5.2.8) 

与(4.4.8)-(4.4.10)一样，一阶球面张量和直角张量(矢量)的分量之间的关系是 

 
     1 1

1 0

1
= ,     .

2
x y z

s s is s s  ∓  (5.2.9) 

   1

m
T s 与 1.3节中的偶极自旋序相对应。 2l  的极化算符是二阶的球面张量 

 
         2 1 12

1 1
,     , 1,0,1m

m
m

T s C s s   
 

 
 

    (5.2.10) 

与 1.3节中的四极自旋序相对应。它们之间的关系是 

 
   2

2

1
2 ,

2 xx yy xy
T N N iN


    (5.2.11) 

 
   2

1
,

xz yz
T N iN


 ∓  (5.2.12) 

 
 2
0

3
.

2 zz
T N  (5.2.13) 

    利用这些极化算符，我们可以将变分波函数(5.2.6)式写成 

  U  r  (5.2.14) 

这里 

 
1

10

1

C

C

C





         

  (5.2.15) 

是归一化的均匀旋量。  U r 是一局域变换算符 

          
2

0
0

2 1
.

4

s l l l

l l
l

s
U i AR r C T

 


  r  (5.2.16) 

这里
   4 2 1
l

m lm
C l Y  称为修正(modified)球谐函数[14]，(4.4.14)-(4.4.16)式中的
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 1C 即是一阶修正球谐函数。
   l l

C T 表示两个同阶的不可约张量组成的不变算符，

或者叫标量积[97] 

 
         1

ml l l l

m m
m

C T C T    (5.2.17) 

(5.2.16)式将  U r 算符利用    l l
C T 的级数展开，最高阶 2l s 。虽然标量积是自旋

轨道耦合空间转动的不变算符，但是
 lC 和

 lT 分别作用在轨道空间和自旋空间将导

致自旋轨道耦合的旋量气体出现复杂的空间密度图样和自旋结构。(5.2.16)式若用于

1 2s  系统，它正比于一个局域自旋转动，描写自旋密度的空间调制情况，正如

(4.5.10)和(4.5.22)所示那样。但对于自旋 1的系统，由于除了磁序之外还有向列序存

在，(5.2.16)描述对自旋密度和向列张量密度同时作空间调制。 

5.3  能量泛函 

    基态波函数(5.2.6)包含六个变分参数
0 1 2
, ,A A A

1 10
,C C 和

1
C ，满足两个约束条件

2

0,1,2

1
l

l

A


 和
2 2 2

1 10 1
1C C C

 
   。据此我们可以计算能量泛函，单粒子能量

的计算与赝自旋 1/2的方法相同。可得 

 2 2
0 0 1 0 1 0

3 5
2 .

2 2
E A A A A      (5.3.1) 

这里我们把所有来自 d波态的贡献(包含
2

A 的项)放在
0

 中 

 2
0 2 1 2

7 5
2 ,

2 6
A AA    (5.3.2) 

这里用到了 

 0011 0111 ,iφ φ⋅ = −s p  (5.3.3) 

 0111 0211
5.
6

iφ φ⋅ =s p  (5.3.4) 

相互作用仍取作(1.1.10)式的标准形式，经过冗长的计算，我们得到密度相互作用能 

 ( ) ( )2 4 2 2 40 0
0 0 1 1

2 1 7 ,
2 8 16 n
c cn d A A A x A

π π
 = + + + + ∆  ∫ r r  (5.3.5) 

和自旋交换相互作用 



第五章  Weyl耦合的自旋 1 玻色气体 

77 

 ( )2 4 2 2 42 2
0 0 1 1

2 5 1 .
2 8 16 s
c cd A A A A x

π π
 = + + + ∆ −  ∫S r  (5.3.6) 

两式中  
2

2

1 1
1x C C 

 
     

，相互作用只依赖于变分参数的
1 1

,C C 的这一特定组

合。同样我们把来自于 d波态的贡献分别放在
n

 和
s

 中 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 3
0 1 2 0 2

2 2 2 2 4
0 2 1 2 2

1 10 7 1 3
12000

3 7 63       2 19 3 7 ,
10 240 1600

n A A A A A x

A A x A A x A x

∆ = − − +

+ + + − + +

 (5.3.7) 

 ( )2 3 2 2 4
0 1 2 0 2 1 2 2

1 35 6310 7 .
480 48 320s A A A A A A A A∆ = − + +  (5.3.8) 

将(5.3.1)，(5.3.5)和(5.3.6)式相加即得到每粒子的总能量。 

5.4  基态相图 

 
图 5.2 Weyl耦合的自旋 1 BEC的基态相图。耦合强度 0.4  。利用不同的近

似变分波函数计算了两相的边界，以 0s和 0p为基础，逐步加入 0d和 1s轨道。相

互作用参数
0

c 和
2

c 以 3
T
l Nh 为单位。 

利用磁场诱导的Weyl耦合实验方案[34]，将冷原子囚禁在原子芯片之上，在三

个方向上作用脉冲梯度磁场可以实现弱 Weyl 自旋轨道耦合。而两体相互作用可以

通过调节原子数和光阱，或者利用 Feshbach共振技术在较大幅度上进行调节，在众

多的理论工作中相互作用参数的范围在 0.1—103之间。不失一般性，我们可以选取

自旋轨道耦合强度 0.4  ，相互作用参数
0

c 在 10附近来研究凝聚体的基态相。而
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相互作用参数
2

c 则取决于原子种类[13]，对于 87Rb，23Na和 7Li原子的 BEC，
2 0

c c

分别为-0.005，0.04和-0.5。选定了自旋轨道耦合强度，最小化能量泛函可以得到基

态的
0 2

c c 相图如图 5.2所示。首先，变分参数x的取值范围在 0到 1之间。如果

密度相互作用参数
0

0c  ，从(5.3.6)式可以看出在忽略 s∆ 时(后面我们将说明，来自

d波态的贡献 s∆ 是很小的)，若
2

0c  ，最小化自旋相互作用得到 0x  ；反之
2

0c  ，

最小化自旋相互作用得到 1x  。由此我们得到两个基态相。 

(I) 0x  时
1 1

1C C    ，则(5.2.15)式  1 10 1
, ,

T
C C C

 
 代表均匀的铁磁态，

系统波函数(5.2.14)是调制的铁磁态，其特征是磁序参数 0≠S ，我们称之为磁性

(Magnetic)相。 

(II) 1x  时  21 1
0C C

 
  或 2， (5.2.15)式  1 10 1

, ,
T

C C C
 

 代表均匀的

Polar态，系统波函数(5.2.14)是调制的 Polar态，其特征是磁序参数 0=S ，但向列

序参数 N 非零，我们称之为向列(Nematic)相。 

这两个基态相与第一章讨论的无自旋轨道耦合的系统一致，无自旋轨道耦合时

平均场理论预言若
2

0c  (
2

0c  )，铁磁(Polar)基态分别能最小化自旋相互作用能

[2,3]。而对于Weyl耦合的玻色气体，当密度相互作用参数
0

0c  且
2

0c  时，从(5.3.5)

式可知单独最小化密度相互作用总是要求 0x  ，从(5.3.6)式知单独最小化自旋相互

作用则要求 1x  。此时存在密度相互作用和自旋相互作用的竞争，我们得到铁磁

和 Polar相的边界将向
2

0c  一侧偏离。 

变分参数
0 1 2
, ,A A A 的优化值并不会影响到基态相，变分结果揭示当密度相互作

用参数
0

c 增加时，来自 p波和 d波的贡献也相应增加，而 s波的贡献则减少。在相

图所示区域
0

0 20c  ∼ ，
2

0
A 从 0.884 减少至 0.723，

2

1
A 从 0.110 增加至 0.260，

而
2

2
A 从 0.003增加至 0.014。因此，来自 d波态的贡献 ,n s∆ 总是很小，忽略 d波态

并不影响相图的结构特征。为此我们分别计算了三种不同近似情况时的两相边界：
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“sp”近似，在波函数中只考虑最低的 s波和 p波单粒子态，即设
2

0A  ；“spd” 

近似，在“sp”近似的基础上加入 d 波态；“spds” 近似则进一步加入更高的 1s

态。从相图中可以看出即使考虑更高的 1s态的贡献，两相边界也不会有显著的变化。

虽然相图 5.2与无自旋轨道耦合的相图定性一致，但自旋轨道耦合效应表现在它会

调制自旋空间的铁磁和 Polar自旋结构，并同时在坐标空间形成丰富的密度分布[76] 

我们首先考察磁性相的特征。磁性相基本上出现在相图的下半空间，参数

1 1
1C C    。我们来计算未调制的均匀态  1 10 1

, ,
T

C C C
 

 的自旋矢量，有 

 

( )
( )

* *
1 10 10 1

* *
1 10 10 1

2 2
1 1

2 Re

2 Im
x

y

z

C C C CS
S C C C C
S C C

+ −

+ −

+ −

 +   
   = − +        − 

 (5.4.1) 

由于我们将
1 10

,C C 和
1

C 设为实数，这里总有 0
y

S  。参数
1 1

1C C    意味着

均匀旋量  1 10 1
, ,

T
C C C

 
 总是描述一个沿xz轴磁化的铁磁态。从对称性的角度

讲，这里y轴并无任何特殊，而是我们为了简化计算人为地将变分参数设为实数导

致的。如果允许变分参数取复数值，则沿三维空间任意方向磁化的铁磁态都应该属

于此相，从而导致基态简并度为无穷大。两个具有代表性的基态分别对应未调制的

旋量  1,0,0
T

z
 和  1 2,1 2 ,1 2

T

x
 ，分别是纵向和横向的铁磁态。磁性相自

发破缺时间反演对称性，例如
z
 的时间反演态是  0,0,1

T

z
 ，而

x
 的时间反演态

是  1 2, 1 2 ,1 2
T

x
  ，系统自发磁化，与赝自旋 1/2系统类似[98]。与之不同

的是，对于赝自旋 1/2系统，非 SU(2)对称的相互作用导致横向和纵向磁化态能量不

简并，只有时间反演引起的两重 Kramers 简并。而在这里，相互作用是 SU(2)对称

的，横向和纵向磁化的态是简并的，当然Kramers简并也是存在的，不过包括在 SU(2)

对称导致的简并之中。 

    首先来看纵向铁磁态  1,0,0
T

z
 。基态波函数是(5.2.14)式，我们在图 5.3(a)

中画出了此态三个自旋分量的密度分布。从图中可以明显看出沿纵向轴的旋转对称

性。密度分布显示 +1 分量占主导地位且占据势阱中心，这也是凝聚体出现纵向磁

化的原因。0和 -1两个分量的密度具有环状结构环绕 +1分量。-1分量的密度全部 
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图 5.3  纵向铁磁态
z
 的(a)密度分布和(b)自旋结构。(a)图从左到右分别是 xy，

yz，xz平面上的密度分布。
0

10,c 
2 0
/ 0.005c c   。 

由 d波贡献，分布在最外层且几乎可以忽略不计，为了看清楚它被放大了 100倍。

一般而言，在基态只有低密度的分量的分布才能具有复杂的空间结构，因为复杂结

构出现在高密度分量之中会显著增加凝聚体的总动能[107]。
z
 的时间反演态是

 0,0,1
T

z
 ，它们的密度分布类似，只不过+1分量和-1分量互换。 

    纵向磁化态的归一化自旋密度的空间调制如图 5.3(b)所示。图中可以看出自旋

密度随粒子数密度同步调制，+1分量占据势阱中心因此自旋沿z轴方向，由中心向

外，由于 0 和-1 分量依次增加导致局域自旋连续向xy平面偏转，形成磁 skyrmion

自旋结构，与自旋 1/2系统基态性质相似[42,43]，是 Rashba耦合时出现的半量子涡

旋态 HV(1/2)的三维推广[30,32]。 
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图 5.4 横向铁磁态
x
 的(a)密度分布和(b)自旋结构。。(a)图从左到右分别是 xy，

yz，xz平面上的密度分布。
0

10,c 
2 0
/ 0.005c c   。 

    横向的铁磁态  1 2,1 2 ,1 2
T

x
 对应的基态密度分布如图 5.4所示，与纵向

铁磁态有很大不同。一半的原子布居在 0分量，+1和-1分量是空间分离的，导致系

统出现横向磁化[107]。三个分量的相分离情况与纵向铁磁态也不同，粗略地说，+1(-1)

分量主要布居在+  y y 半空间且它的密度中心沿着 III和 VIII卦限(I和 VI卦限)，0

分量镶嵌在两者之间且密度中心沿x轴。相应的自旋密度的空间调制如图 5.4(b)所

示。这也是一个磁 skyrmion自旋结构，不过在势阱中心局域自旋沿x轴极化。远离

势阱中心，+1和-1分量沿相对的方向增加，导致局域自旋在yz平面形成涡旋结构。 
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图 5.5 纵向 Polar态
pz
 的(a)密度分布和(b)向列方向。(a)图从左到右分别是 xy，

yz，xz平面上的密度分布。
0

10,c 
2 0
/ 0.04c c  。 

其它与纵向和横向铁磁态简并的基态具有相似的性质，除了磁化轴不在沿z和x方

向，而是由具体的参数值
1 10

,C C 和
1

C 决定。 

    其次，我们来研究向列相。向列相基本上出现在相图的上半空间，参数

1 1
0C C   或 2 。我们先来计算未调制的均匀态  1 10 1

, ,
T

C C C
 

 的自旋矢

量，同样由于我们将
1 10

,C C 和
1

C 设为实数且满足归一化条件，由(5.4.1)式可以得

出对向列相总有磁序参数 0S ，因此向列相里没有磁化。而且参数
1 1

,C C 的取

值意味着均匀旋量  1 10 1
, ,

T
C C C

 
 总是描述一个单轴向列态，基态简并度也为无  
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图 5.6 横向 Polar态
px
 的(a)密度分布和(b)向列方向。

0
10,c 

2 0
/ 0.04c c  。 

穷大。两个具有代表性的向列基态分别对应未调制的旋量  0,1,0
T

pz
 和 

 1 2 1,0, 1
T

px
  分别代表纵向和横向的 Polar态，即它们的相列轴分别沿z和x

轴。向列相保持时间反演对称性，上述纵向和横向的 Polar 态是它们自己的时间反

演态，因此系统无自发磁化。 

    对于纵向的 Polar态，基态的密度分布如图 5.5(a)所示。我们看到 0分量占主导

地位，而+1和-1分量的布居相同，是相容的(miscible)。正因如此凝聚体不会出现磁

化。由于磁序参数恒为零，我们来研究高阶的自旋序—向列序。在向列相，可以计

算(1.3.14)式的归一化的向列密度张量N。将其对角化，我们得到它的三个本征值为

1 3,1 3和 2 3 ，因而基态是单轴向列态。与本征值 2 3 所对应的本征矢定义局域

的向列轴如图 5.5(b)所示，分别画出了xy，yz和xz平面上的向列轴，以无箭头的矢
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量表示，同时还画出了向列密度张量的分量N zz。可以看到与均匀的纵向 Polar态不

同，这里由于自旋轨道耦合，向列轴是空间调制的。在势阱中心只有 0分量，态函

数可近似为纵向 Polar 态，向列轴也沿纵向，由中心向外，向列轴连续调制，间接

反映了向列密度张量本身是空间调制的。向列密度张量的分量 zzN 称为张量磁化强

度，已经被用来区分自旋轨道耦合的自旋 1系统中发生的二阶相变[26,58]，它沿自

旋轨道耦合方向的空间调制也已经被研究过[22,78]。 

    而对于横向的 Polar 态，基态的密度分布如图 5.6(a)所示。我们看到+1 和-1 分

量布居也相同，是相容的(miscible)，与纵向的 Polar态不同的是它们占主导地位。 

 

图 5.7 磁性相和向列相的自旋密度 21 2S (红色)和向列张量密度 ( )2Tr N (蓝

色)。实线为磁性相，虚线为向列相。
0

10,c  对磁性相
2 0
/ 0.005c c   ；对向列相

2 0
/ 0.04c c  。 

而此时 0分量布居很少，把它在xz平面上的布局放大 100倍之后，可以看到 d波的

特征。同样由于时间反演对称性保持，我们看不到相分离的出现，凝聚体也不会出

现磁化。与纵向的 Polar 态相同，磁序参数恒为零。对角化向列张量密度同样得到

这是一个单轴向列态。局域向列轴如图 5.6(b)所示，此时势阱中心只有 1 分量布局，

态函数近似为横向 Polar态，向列轴沿x方向，由中心向外，向列轴也被连续调制。 

    在磁性相中由于并没有完全磁化，由第一章我们知道实际上也存在向列序与磁

序相竞争，两种自旋序满足关系(1.3.15)。为了直观地理解这一点，在图 5.7中我们

用实线画出了沿x轴上两种序的竞争关系，我们看到向列序与磁序此消彼长。在磁
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性相，如果我们对角化向列密度张量将得到三个不同的本征值，反映磁性相的双轴

向列性质。而对于向列相，自旋密度和向列张量密度的迹如图 5.7 中的虚线所示，

可以看到只有单轴向列序存在。 
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总结与展望 

本论文利用变分法和不可约张量代数方法研究了Weyl耦合的旋量 BEC的基态

相，密度分布，磁序和向列序等性质。主要结论是：对于Weyl耦合的赝自旋 1/2 BEC，

发现了两种具有不同磁序的三维 skyrmion 基态相,它们有相同的自旋结构拓扑。对

于Weyl耦合的自旋 1 BEC，发现在铁磁相互作用区系统的基态也有着三维 skyrmion

的自旋结构，而在反铁磁相互作用区系统可能出现没有自发磁化的单轴向列相，它

具有空间调制的向列序。 

文中首先介绍旋量 BEC的平均场基态和自旋轨道耦合的基本理论。对于赝自旋

1/2的旋量 BEC，我们在 Thomas-Fermi近似下讨论了其基态出现两相共存区域和两

相分离的条件。对于自旋 1的 BEC，讨论了平均场近似下的铁磁和反铁磁基态相，

着重讨论了反铁磁相中的向列序。介绍了文献中常见自旋轨道耦合的形式，包括

NIST 的拉曼耦合形式，Rashba 耦合，Weyl 耦合，SU(3)耦合和自旋-轨道角动量耦

合。特别地，对拉曼诱导的自旋轨道耦合，分别总结了赝自旋 1/2和自旋 1的 BEC

的基态相，即平面波相，条纹相和零动量相。讨论了各相的密度分布，磁序，以及

自旋 1 BEC中出现的空间调制的向列序。对 Rashba自旋轨道耦合的 BEC，仍然就

赝自旋 1/2 和自旋 1 两种情况分别讨论了均匀系统的平面波和条纹基态相的密度分

布和磁性质。还介绍了囚禁在外部简谐势阱中的 BEC呈现出新奇的半量子涡旋相和

晶格相。 

在这些已有工作的基础上，我们研究了Weyl耦合的赝自旋 1/2旋量 BEC的基

态相。首先介绍均匀系统的基态和存在外部囚禁势时的单粒子基态。当自旋轨道耦

合较弱时，单粒子基态近似是微扰的谐振子态。我们分析发现自旋轨道耦合作为微

扰时会耦合不同宇称的谐振子本征态，进而破坏宇称守恒，对单粒子而言只有总角

动量是好量子数。因此，我们将谐振子的 s波和 p波态叠加作为近似的单粒子基态，

然后将简并的单粒子基态叠加，构造了一种近似的变分波函数，用变分方法研究了

三维Weyl耦合的赝自旋 1/2的 BEC的基态相。结果表明，当自旋轨道耦合较弱时，

基态具有三维磁 skyrmion自旋结构，与 Kawakami等人的数值数值计算的结果一致。

通过对解析的变分波函数的分析，我们发现由于自旋轨道耦合而导致的 p波空间模

驱动两个自旋分量相分离，进而导致了三维磁 skyrmion基态。我们还发现不同自旋

分量之间两体相互作用的竞争将导致基态出现两种具有不同的密度分布对称性的

skyrmion相，它们有着相同的自旋结构拓扑。当相互作用超过临界值时，系统还将
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发生两种磁 skyrmion 相之间的相变。无论是利用 Raman 光还是利用脉冲磁场来实

现Weyl耦合的赝自旋 1/2 BEC，当调节二次塞曼效应时，原则上也可以在相似的实

验装置上实现自旋 1 BEC。我们还利用不可约张量代数方法结合变分法研究了Weyl

耦合的自旋 1的玻色气体的基态结构。结果表明在不同的相互作用参数区，玻色气

体凝聚在两种基态相，分别称为磁性相和向列相，确定了两相的边界。发现磁性相

具有三维的磁 skyrmion自旋结构，三个自旋分量的密度分布是相分离的，基态有着

相互竞争的磁序和双轴向列序。 而向列相的突出特点是基态没有自发磁化，但显示

出有趣的空间调制的单轴向列序。 

本论文只讨论了弱Weyl耦合的旋量 BEC的基态相。在第三章中我们注意到强

Rashba 耦合的两份量 BEC 可能出现各种各样的晶格相。我们预计这种现象也会出

现在强Weyl耦合的 BEC中。今后的工作中，可以对这一课题进一步展开研究，探

索自旋轨道耦合、囚禁势和相互作用之间的竞争如何影响 BEC的基态。此外，自旋

轨道耦合的高自旋的冷原子气体的量子相，自旋序，以及 Weyl 耦合的偶极凝聚体

中的自旋序等都是值得深入研究的课题。 
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