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中文摘要

I

中 文 摘 要

一维相互作用量子气体模型是冷原子气体研究领域中最为基础也最具有研究价

值的理论模型之一。根据系统成分不同，一维量子气体可以分为玻色气体、费米气

体和玻色费米混合气体，与之相对应的理论模型在 20世纪 60年代已经相继被提出，

并且在之后几十年的理论和实验研究上得到了推广。深入了解和学习这些理论是本

文的首要任务，同时也为研究更为复杂的一维量子气体性质夯实了基础。

与玻色气体相比，费米气体由于其独特的内禀属性具有更多新奇有趣的物理现

象。尤其在吸引相互作用下，由于库珀对的产生使得系统出现了配对费米子和未配

对费米子两种成分，而且这两种费米子的能量之间存在间隙。这一微观量子效应也

使得表征系统热力学涨落的 TBA方程较排斥情况下变成了两个，它们分别表示这两

种费米子的能量并且反映两种费米子的量子行为。与此同时，通过迭代的方法解析

求解 TBA方程，可以精确表示关于相互作用强度的高阶能量和两种费米子化学势。

量子临界现象与零温时随系统参数改变的量子相变息息相关。一维量子可积模

型的量子临界行为可以通过精确求解系统 Bethe-Ansatz 方程的方法来研究。所以本

文致力于通过系统TBA方程求解吸引相互作用两分量费米气体的量子相变解析边界

来研究其临界相变行为，并尝试作出零温时系统的量子相变图。

关键词：一维量子气体；费米气体；迭代解；量子临界
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ABSTRACT
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ABSTRACT

One of the fundamental and meaningful theoretical models in cold atom
research area is the one-dimensional interacting quantum gas. The system
may be composed of bosonic atoms, fermionic atoms gas or the mixture of
them. The typical theoretical models have been established in the 1960s and
widely generalized in later decades. These fundamental theories, such as
Lieb-Liniger Model, Gaudin-Yang Model and Lai-Yang Model, have
contributed in exploring the features of more experimentally realistic
one-dimensional quantum gas. Therefore taking an insight into these theories
becomes the primary task in our paper.
Compared to the Bose gas model, the Fermi gas model will exhibit more

fancy and interesting physical phenomenon due to its characteristic intrinsic
properties. Especially for the attractive Fermi gas, the emergence of Cooper
pairs allows us to classify the atoms in the system into two species, namely
the bound paired fermions and unpaired fermions. The energies of these two
species fermions will separate and form a gap. Corresponding to this
quantum effect, the TBA equations of this model which reflects the quantum
thermodynamic fluctuation will become two formulas, in which one stands
for quantum behavior of the paired fermion and the other stands for the
quantum behavior of the unpaired fermion. Meanwhile, the high order
solutions of the TBA equations can be obtained by the iterative method. In
addition, the high order relations between these two species fermi chemical
potentials and the interaction strength also can be acquired in this iterative
progress.
The quantum critical phenomena is closely related to the quantum phase

transition which will be accompanied with the changing parameters of the
system. The quantum critical behavior of one-dimensional integrable model
can be determined by exactly solving the BA equations. Therefore in this
paper we study the quantum phase transitions of attractive Fermi gas by
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analytically solving the TBA equations, which can be obtained from the BA
equations in Yang-Yang thermodynamic method.

Key words: One-dimensional interactional quantum gas; Fermi Gas;

Iterative solutions ; Quantum criticality
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第一章 绪论

1.1 一维量子气体实验新进展

近年来在材料合成和超冷原子的可调操作上取得的卓越进步，使得人们在实验

上观测到了许多明显的一维量子现象，并在理论上得到了验证。这些成果也使得人

们更进一步地了解了低维量子多体系统的量子统计特性和强关联效应。

1.1.1 一维量子气体系统的制备

实验上，由于真正的严格的一维量子气体在实验上并不存在，要采取一些物理

手段来制备一维量子气体系统。常见的方法是将粒子紧束缚在一个光场中，这个光

场的横向是由两束相互正交的驻波所形成的光晶格，轴向则是一个相对较弱的光束

缚势。这样原子在横向的激发可以完全被抑制，从而使得受束缚的原子具有准一维

量子气体系统的性质。如图1.1，两组分的 6Li原子被束缚在一系列雪茄状的管道中，

每一个管道可以近似看作一个准一维量子系统，而且系统之间相互独立。

图 1.1 一维量子气体系统  1

1.1.2 一维量子气体实验新进展

1）利用一维超冷费米气体观测吸引相互作用下的配对现象

“一维吸引两分量费米气体中存在的束缚态”这一观点在 C. Mora 的文章中以
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“二聚物”的概念第一次被提出  2 ，早期关于其中的配对机制有两种理论模型——

Fulde and Ferrell模型  3 和 Larkin and Ovchinnikov模型  4 。由于振荡序参数可以被视

为质心动量相反的两凝聚体干涉现象，两种模型之间密切相关。Yean-an Liao  1 等人

对囚禁势中一维两种自旋混合的费米 6Li原子气体(如图 1.1)在有限温度下的密度分

布观测，为直接观测和描述 FFLO配对现象坚实了基础。同时，这一工作对研究一

维费米气体的量子相变也有很大帮助。

实验  65，利用二维光晶格  2 构造了一维管状量子系统，并且在 6Li原子基态中选

取两个最低超精细能态 1 和 2 ，其中绝大部分粒子占据 1 ，少部分占据 2 。光势

阱    kyVkxVV 2
0

2
0 coscos  ，  /2k 。其中 rV 120  为光势阱深度， yx, 为两

束相互正交的激光形成的坐标，为形成光阱的激光波长（实验中 nm1064 ），

mcr 2/22 为恢复能量，m为 6Li原子质量。为了满足一维量子系统的要求，取

1000/  z 满足远大于 1001 N ，取 nKkt B 17/  满足远小于 Kk BF  2.1/  和

nKT 175 。其中，  和 z 分别为光势阱的轴向和横向频率， 1N 每一个一维管道中

占据能态 1 的粒子数，t为单粒子隧穿比， F 为一维费米能。另外，将外磁场强度

调至 890G  87，时，系统为强吸引相互作用体系  109， 。在这些条件构造的环境中，通过

两个探测激光束快速成像、选择恰当的强度和频率使密度差信噪比最大化测量某点

处两种自旋的密度分布。

图 1.2 自旋占据不平衡时一维管状量子系统轴向密度分布  1

图中黑点表示占据 1 的密度分布；蓝方块表示表示占据 2 的密度分布；红方块表示为两者

之差；图（a）中弱极化强度 015.0P ;图（b）中极化强度 055.0P ;图（c）中极化强度在

临界 cP 附近， 10.0P ;图（d）中，极化强度大于临界 cP ， 33.0P 。

图 1.2 展示了态 1 、 2 以及两者之差在轴向的密度分布，它与系统极化强度的
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取值范围有关。这些图像代表了在所有一维管状量子系统中线密度的总和。图（a）

表明在极化强度很小时，部分极化的相边缘位于势阱中间；图（b）则告诉我们随着

极化强度的增大，部分极化相的范围逐渐变大；图（c）体现了在临界 cP附近，部分

极化相的边缘逐渐向原子云边缘靠近；图（d）则展示了当极化强度逐渐增大直至高

于临界 cP时，原子云的边缘处于完全极化相。

另外，利用逆阿贝尔变换可以得到系统粒子数分布与极化强度的关系  11 。如图

1.3 所示，相半径是关于一维管状量子系统中心处极化强度的函数。

图 1.3 一维吸引费米气体实验相图  1

图中红色方块代表轴向密度差分布；蓝色原点代表占据 2 的密度分布；图中紫色实线和蓝

色实线是利用 Bethe ansatz方法计算得到的真空态-完全极化相、部分极化相-完全极化和完全配

对-真空态的相边界；图中白色区域表示真空态，绿色区域表示完全配对相，蓝色区域为完全极

化相，黄色区域则表示部分极化相。

2) 一维玻色气体在动量空间中的二阶关联

关联函数由于其能够表征系统所呈现的不同相而成为描述系统物理性质  12 的一

个重要工具。对于一维系统，这一点尤为突出。如利用实空间的两体关联函数来区

分理想玻色体系（IBG）、准玻色-爱因斯坦凝聚体系（QBEC）和费米化体系。理想

玻色气体的显著特征为聚簇现象，准玻色-爱因斯坦凝聚体系无聚簇现象产生，费米

化体系则会出现反聚簇现象  13 。对于描述非平衡的动力学问题，关联函数也同样重

要，如对系统施加一个瞬时微扰后研究其关联函数随时间的动力学演化，可以发现

系统产生了光锥效应  15,14 ；研究系统两体关联函数还可以观测到 Casimir 效应  16 。
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正因为关联函数有如此不可小觑的作用，实验上也涌现出来越来越多关于它的研

究和成果。其中，研究处于热力学平衡时的一维玻色气体在动量空间完整的二阶关

联函数  17 较为突出。在这一实验中，数据遍历了一维玻色气体相图  18 中从 QBEC体

系到 IBG体系中的相互作用区间。

实验运用原子芯片实验，实现了准一维超冷 Rb87 原子云的制备  19 。利用汽化冷

却技术将这些原子制备在谐振子势阱中处于热力学平衡|的基态 22  FmF ， ，谐

振子势阱的横向和纵向频率分别为 kHz9.12/   ， Hzz 72/  。通过在平均格点

处装备测量其线密度  z 和密度涨落  20 来研究其计温学。

在 IBG体系中，由于单粒子本征态已经很好地定义了动量，不同动量间的关联

会消失，同时动量 p的占据数 pN 的涨落为
22

ppp NNN  ，第二项即为著名的

聚簇项。当    'zz  远远小于原子云的长度 L时，可以通过局域密度近似（LDA）

的方法处理被囚禁的原子云。动量空间的密度关联可以表示为

   

   
       2

/'
,

'

2/'',

','

zppih
Tz

ppp

eppdzppB

ppBnppnn





 


（1.1）

其中  
 h

Tz , 表示温度为 T 时各向同性气体的动量分布，  为线密度且满足归一性
   pdp h
T , 。只有当 'pp  与 L/ 同阶时  ', ppB 为非零值。由于 L/ ，可

以取近似      '', pppppB   ，其中

   
    2,2 pdzp h

Tz   （1.2）

对于退化的原子云，p的宽度为  pn ，由于  
    1, ph

Tz ，聚簇项将远远大于短噪

声项。所以动量关联图像为

    '',,' pp nnppdpdpNN      （1.3）

对于高退化的 IBG气体，（1.2）可以取近似值  
   ph

Tz
0
, 。关联中唯一相关的信息

为 2
N 。

而在 QBEC中，第一次观察到了动量空间的强聚簇现象并且证实了负关联的存

在：对 2
N 的观测可以发现它位于短噪声的上部，这与实空间的斯坦克收缩行为一

致，且在实空间中 QBEC的特征为被抑制的玻色聚簇现象；对  NN 的观测中可

以发现在区域 ）（ pp  ' 周围的反聚簇效应。上述两个现象均是 QBEC在巨正

则系综中的显著特征。

在 QBEC-IBG 的过渡中，在区域   处的聚簇现象仍然很显著，而在区域



第一章 绪论

5

  处的反聚簇现象与 QBEC中相比则并不明显。

图 1.4 IBG、QBEC-IBG过渡以及 QBEC体系中的动量关联  17

A、B、C分别表示图 IBG、QBEC-IBG过渡以及 QBEC体系；第一行为实验数据  NN ，

第二行为数值计算的动量关联  NN ，彩色条具有统计性；第三行为动量关联对角元 2
N ，

其中点化线为短噪声极限。

1.2 一维量子气体理论

自然界中的微观粒子根据表征其内禀属性的物理量——自旋可以分为玻色子和

费米子两类。如光子、介子等自旋为零或 整数倍的粒子称为玻色子，这些粒子服

从玻色-爱因斯坦统计；如电子、子、质子、中子等自旋为 / 2 的奇数倍的粒子称

为费米子，这些粒子服从费米-狄拉克统计。这两种基本粒子可以构成理论物理和实

验物理的研究对象——量子气体系统，而根据其组成成分，又可以具体分为玻色系

统、费米系统以及玻色费米混合系统。

对于玻色系统，粒子的全同性导致其具有交换对称性；并且在绝对零温条件下

所有粒子均会凝聚在系统基态，这一量子宏观效应被称为玻色-爱因斯坦凝聚（简称

BEC）。其名源于纪念预言这一现象的两位伟大的物理学家。
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对于费米系统，自旋这一内禀自由度的存在使得系统与玻色系统的性质有很大

差别。首先，就其波函数而言，交换反对称性是其主要特征之一；其次，由于服从

费米狄拉克统计，一个量子态上最多只能占据一个粒子，所以粒子能级的填充行为

也受到限制；另外，随着理论计算的飞速扩展以及实验手段的逐步先进，这一系统

中越来越多的新奇特性被物理学家预言并且在实验上精确地观测到，如两相互吸引

且自旋反向的费米子形成库珀对
 21
（也称BCS）、费米极化  27-22 、类FFLO对

（Fulde-Ferrel-Larkin-Ovchinnikov-like）的形成、自旋电荷分离现象、量子临界及其

空间散射、Tomonaga-Luttinger  2928， 液体等。

量子多体理论的另一基础理论——玻色费米混合气体理论,则是构建在上述两个

基本量子气体理论的基础上并加以研究和扩展。实验上，由玻色费米混合物到多种玻

色子和费米子组合的成功退化为探究量子多体现象开辟了一种新的方法——通过调

节同种粒子间或异种粒子间的相互作用来实现。

1.2.1 Gaudin-Yang 模型

长度为 L的一维 相互作用费米气体  31,30 处于强度为 H的外磁场中，系统由 N

个质量均为 m的费米子组成，其中包含 1/ 2S   （自旋向上、向下）两种费米子，

且自旋向下的费米子粒子数为 M。系统哈密顿量的二次量子化形式为

     

                

2 2
†

2
,

† † † †
1

ˆ
2

2D

dH x V x x dx
m dx

Hg x x x x dx x x x x dx

  


  

       

 

       

 
    

 

  

 

 



（1.4）

式中 ,  代表粒子的自旋态为  和  ，     †
, ,x x     代表在位置 x处粒子的

湮灭产生（湮灭）算符。对于均匀系统，外势   0V x  。（1.1）中第二项表示两粒

子间强度为  2
1 1/ 2 2 /D Dg c m c a   的相互作用， 1Da 为一维散射长度。在实验上可

以通过 Feshbach共振  3332， 来调节这一相互作用强度。两粒子间为排斥 相互作用时

0c  ，相反 0c  则表示粒子间为吸引相互作用；（1.1）中第三项则表示在外磁场作

用下不同自旋态间 相互作用所导致的塞曼（Zeeman）能，它是一个守恒量。

研究系统的本征问题，需要从系统哈密顿量的一次量化形式出发，若取谐振子

单位 2 1m  ，则其形式为

 
2

21
2N

i ji i j
i

c x x
x


 


    

  （1. 5）

式中第一项代表总动能，而第二项则代表粒子间的相互作用能（只考虑两粒子间 相
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互作用），常数 c表示相互作用强度。若系统的本征波函数为 ，则系统的薛定谔

本征方程为

 
2

21
2 =N

i ji i j
i

c x x E
x
   

 


  

  （1.6）

E代表与系统哈密顿量对应的本征能量。

根据费米系统自身具有的性质——波函数反对称性、两相邻粒子间 相互作用

所导致的系统波函数连续性及间跃条件、周期性边界条件，可以利用量子逆散射方

法得到系统本征动量 k和快度所满足的一系列本征方程，即 BA方程，其形式如下：

1

/ 2
/ 2

j
M

ik L j

j

k ic
e

k ic


 

 


  （1.7）

1 1

/ 2
/ 2

N M
j

j j

k ic ic
k ic ic

  

   

    
 

      （1.8）

其中 1,2, , ; 1, 2, ,j N M    。求解这一本征方程组可以得到系统本征能量

2
1

N
jj

E k


 （1.9）

事实上，粒子间相互作用方式（排斥或吸引）不同、系统所处环境不同（零温

或者有限温度条件），都会导致系统的 BA方程有所差别。本文第二章将重点讨论

这一问题。

1.2.2 弦解

对于周期系统，N-弦解假设可以表示为

  NjcjNik j ,,1,2/21  （1.10）

式中， 为动量解的实部，其虚部则是因式ic的整数或半整数倍。N表示系统总粒

子数，c为粒子间相互作用强度，这一假设被公认为是对于粒子间存在吸引相互作用

0c  且系统限度无限大 L 时其 Bethe-Ansatz 方程的解的形式。

图 1.2 是数值求解一维吸引相互作用玻色气体 BA方程的结果，横轴表示动量

解的实部，而纵轴表示动量解的虚部。其中粒子总数 10N  ，相互作用强度 c从左

向右依次取值−10, −4.0, −3.0, −2.0, −1.8, −1.6, −1.4, −1.2, −1.1, −1.0, −0.9, −0.8, −0.7,

−0.6, −0.5。图（a）中 0.8c   ，图（b）中 c从左向右依次取值−0.4, −0.3, −0.2, −0.1。

从图中可以看出，当相互作用强度 1.42 0c   时，其解会形成五对二聚体。而当

02.3c 时，其基态解的分布为 10-弦解的形式，体现在图（b）中及在 02.3c 处，



一维量子气体 TBA方程迭代解及量子临界

8

十个动量解竖直排成一列，即这十个动量解的实部均相同，而虚部则对称地分布在

横轴两侧。

图 1.5 一维吸引玻色气体 Bethe Ansatz 方程的解的分布  34

另外，从（1.1）式动量解的表达式也可以知道，若 N为奇数，则仅有一个解的

虚部为零，其余虚数解对称分布在横轴两侧；而当 N为偶数时，所有的虚数解均对

称分布在实数轴两侧。

本文对于这一概念的具体应用将在第二章中探讨吸引相互作用费米气体在零温

和有限温度下 BA方程解的形式中给予呈现。

1.3 本文内容

本文主要探究了一维相互作用费米气体的 TBA方程及其迭代解，并在此基础上

研究系统的量子临界相变。文章整体结构如下：

第一章：简要叙述了关于一维量子气体系统的的实验室制备和新兴的实验成果，

介绍了与本文相关的一维量子气体理论中两个重要的基本理论；

第二章：利用 Yang-Yang热动力学方法严格推导了两分量费米气体的 TBA方程；

第三章：利用迭代的方法解析计算了吸引相互作用费米气体 TBA方程的高阶迭

代解；

第四章：对排斥相互作用费米气体在外磁场作用下的相变情况给予简单介绍；

借助热力学Bethe-Ansatz方法解析计算出吸引互作用下两分量费米气体在外磁场作

用下的量子相边界，且根据这一边界解析解绘制出相变图；

第五章：对前文结果和结论进行总结，预期了相关内容在未来的发展方向。
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第二章 一维相互作用费米气体 TBA方程

在排斥和吸引 相互作用下，一维两分量费米气体，即绪论中提到的Gaudin-Yang

模型，其BA方程中动量和快度的解的形式不同。为了直观了解其形式，表2.1给出了系

统在零温和有限温度情况下BA方程解的情况。

表 2.1 自旋 1/2相互作用费米气体 BA方程解的情况

基态（零温） 有限温度

S=1/2 费米系统

（排斥）

N 个实数 k

M 个实数

N 个实数 k

nM 个 n-弦解 ,n l


且满足
1 nn

M nM




S=1/2 费米系统

（吸引）

2M 个共轭复数 1,2k

2N M 个实数 k

M 个实数

2 'M 个共轭复数 1,2k ，

2 'N M 个实数 k

nM 个 n-弦解 ,n l
 ， 'M 个实数

且满足
1

' nn
M M nM


 

正是由于弦解的出现，使得我们在利用BA方程时要从系统是否处于基态和粒子间

 相互作用是排斥还是吸引两个方面来考虑。在此基础上，本章严格推导了系统在有限

温度下的TBA方程。

2.1 排斥相互作用费米气体 TBA方程

在绪论中，Gaudin-Yang 模型已经给出了反映系统本征能量、且由一系列方程组构

成的 BA方程（1.7）和（1.8），基于这一结论，我们将借助 Yang-Yang 热动力学方法

严格推导一维两分量费米气体的 TBA方程。

2.1.1 排斥相互作用费米气体考虑弦解后的 BA方程

对于为排斥相互作用的情形，有限温度情况下 BA方程的动量解均为实数，而快度

解为 n-弦解  35 。所谓 n-弦解，即快度可以表示为  , 1 2 'n l n i n l c       ，其中 ' / 2c c ，

1, ,l n  ， 1, , nM   。这一形式直观地告诉我们，长度为 n的弦解的实部为 n
 ，虚

部是因式 'ic 的整数倍，其个数满足关系 nn
M nM 。当两粒子间相互作用强度 c
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（强相互作用）时，则会出现 1-弦解的结果，这也是一种特殊的极限情况。而对于更为

一般的有限相互作用强度 c的情形，其存在 n-弦解时系统的 BA方程则会在（1.7）和（1.8）

的基础上有所变化。

首先，对于方程（1.7），将其中的快度变为 n-弦解形式后变为

  
  0 1 1

1 2 ' '

1 2 ' '

n
j

nMn
jik L

n
n l j

k i n l c ic
e

k i n l c ic


 



  

     


      （2.1）

对于右式中的连乘号
1

n

l 将其分别作用在分式的分子分母上，对于分子中 l取值从 1

开始至 n，而分母中 l取值从 0开始至 1n  。这样最终分式的分子会留下 l n 的项

'n
jk inc  ，同时分母会留下 0l  的项 'n

jk inc  。（2.1）也相应变为

1 1

'
'

n
j

nM
ik L j

n
n j

k inc
e

k inc


 



 

 


  （2.2）

在定义函数

  x ie x
x i





（2.3）

后，上式可以重新表示为

1 1 '

n
j

nM
ik L j

n

k
e e

nc






 

 
   

 
 （2.4）

其次，对于方程（1.8），等式左边中的快度变为指标为 , ,n l 的弦解形式，而等式

右边为了避免重复引入一组指标 , ,m k ，两个快度分别为 ,n l
 和 ,m k

 ，方程（1.5）变为
, , ,

, , ,
1 1 1 1 1 1

'
'

mn l n l m kMn N n m
j

n l n l m k
l j l m kj

k ic ic
k ic ic

  

  



     

    
 

      （2.5）

等式左边可以按照（2.1）式中的方法，将弦解 ,n l
 的具体形式代入其中，并将连乘号

1l



 分别作用在分式的分子分母上后，最终分式的分子会留下 0l 的项 'inck n
j   ，

同时分母会留下 nl  的项 'n
jk inc  ，即左式会变为


 




N

j
n

j

n
j

inck
inck

1 '
'




（2.6）

将其表示为含有函数  e x 的形式，即

1 '

nN
j

j

k
e

nc




  
   

 
 （2.7）

而对于（2.5）的右式，将弦解 ,n l
 和 ,m k

 的具体形式代入其中
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 1 1 1 1

2 2 2 '
2 2 2 '

m n mMn m

n m
l m k

i n m k l c
i n m k l c

 

  



   

      

       （2.8）

对于其中的两个连乘号
1

n

l 和
1

k

m ，首先将
1

k

m 分别作用于分式的分子分母，

且分子中 k取值从 3开始至 2m  ，而分母中 k取值从 1开始至m。这样最终分式的分子
会留下 1k m  和 2k m  两项相乘，即   2 'n m n mi n m l c i n m               

2 2 'l c  ，同时分母会留下 1k  和 2k  两项相乘，即  2 'n m ni n m l c         
 2 2 'm i n m l c     。故（2.6）可以变为

 
 

 
 1 1 1

2 ' 2 2 '
2 ' 2 2 '

m n m n mM n

n m n m
m l

i n m l c i n m l c
i n m l c i n m l c

   

    



  

          

           （2.9）

然后将
1

n

l 分配到两个相乘因式中，且第一个分式中 l取值从 1开始至 n，而第二个

分式中即 l取值从 0开始至 1n  ，即

 
 

 
 

1

1 1 1 0

2 ' 2 '
2 ' 2 '

m n m n mM n n

n m n m
m l l

i n m l c i n m l c
i n m l c i n m l c

   

    



   

         

          
-

（2.10）

提出含
1

n

l 与含
1

0

n

l



 两分式中的公共部分，即含
1

1

n

l



 的项，则第一个分式中留下

l n 的项，而第二个分式中留下 0l  的项，即

 
 

 
 

 
 

2
1

1

1 1

'2
'2

'
'

'
'



































 

n

l
mn

mn

mn

mn

n

M

mn

mn

clmni
clmni

cmni
cmni

cmni
cmnim









 



（2.11）

由于  1

1
2 'n n m

l
i n m l c 




       可以表示为 1,2, , 1l n   时各式的乘积，即

   
   

2 ' 4 '

4 ' 2 '

n m n m

n m n m

i n m c i n m c

i n m c i n m c

   

   

                
                  

（2.12）

而  1

1
2 'n n m

l
i n m l c 




        也可以表示为

   
   

2 ' 4 '

4 ' 2 '

n m n m

n m n m

i n m c i n m c

i n m c i n m c

   

   

                  
                

（2.13）

观察上述两式，可以发现它与（2.12）相等，即

   
1 1

1 1

2 ' 2 '
n n

n m n m

l l

i n m l c i n m l c   

 

 

                   （2.14）

因此（2.11）可以变为
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1 1

2
1

1

' '
' '

2 '
2 '

m n m n mM

n m n m
m

n mn

n m
l

i m n c i m n c
i m n c i m n c

i m n l c
i m n l c

   

    

 

 



 





       

       

     
        




（2.15）

若将其换为含有函数  e x 的形式，则表示为

     
1

2

1 1 1' 2 ' '

m n m n m n mM n

m l

e e e
m n c m n l c m n c
     



 

  

          
                  

  （2.16）

在此考虑 m与 n的相对大小，若m n ，将第二项连乘表示为 1, , 1, 1, ,1l n m m      时

的项的乘积，即

     

     

2 2 2

2 2

' 2 ' 2 ' '

2 ' '2 '

n m n m n m n m

n m n m n m

e e e e
n m c n m c n m c n m c

e e e
n m c n m cn m c

       

     

             
                           

          
                   

（2.17）

若 n m 为奇数，第一行共有 1n m  （偶数）项，即 , 2, , 1,n m n m      

1, , 2,n m n m      各自所对应的项。由于关系    / / 1e x nc e x nc  ，所以两两抵消之

后，留下   / 'n me n m c    这一项；若 n m 为偶数，第一行则共有 1n m  （奇

数）项，即 , 2, , 2,0, 2, , 2,n m n m n m n m           分别对应的项。对于中间项

0，会有   1e x  ，剩余的项两两抵消，最终结果中仍只留下   /n me    'n m c 这一

项。同时， n m 意味这一结果对于m n 时同样成立。所以，无论 m与 n的相对大小

如何，（2.17）式都可以等效化简为

      



























































  ''2'2'
22

1 1 cmn
e

cmn
e

cmn
e

cmn
e

mnmnmn

m

M mnm





（2.18）

若引入关于函数  e x 的复合函数  nmE x

 
2 2

2 2 2

,
2 2

,
2 4 2 2 2

nm

x x x xe e e e n m
n m n m n m n m

E x
x x x xe e e e n m

n n

                                 
                        

（2.19）

则（2.18）可以进一步变形为   1 1
/ 'mM n m

nmm
E c 



 
   ，结合（2.5）式中左式的结

果（2.7），（2.5）可以重新表示为
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1 1 1' '

mn n mMN
j

nm
j m

k
e E

nc c
  





  

      
      

  
  （2.20）

此式与（2.4） 35 共同构成了严格推导有限温度下排斥相互作用费米气体 TBA方程的出

发点。

2.1.2 推导排斥相互作用费米气体 TBA方程

在对（2.4）和（2.20）取对数之前，我们先简单讨论一下函数  e x 的对数形式。首

先定义一组三角函数

2 2

1cos sin
1 1
x
x x

  
 

（2.21）

进而可以得到

x
x

arctan
2

1arctan 
 （2.22）

根据（2.3），可以将函数  e x 重新表示为

  2cos sin
cos sin

iie x e
i

 
 


 


（2.23）

对其等式两边同取对数，并结合（2.22），则可以得到

   ln e x i i x   （2.24）

其中   2arctanx x  。由于（2.4）和（2.20）均包含函数  e x ，对其取对数时需要借助

（2.26）。对于（2.4）取等式两边对数后同时消去因子 i，会有

1 1
2

'

n nM
j

j j
n

k
k L I

nc




 


 

 
    

 
 （2.25）

其中动量量子数 jI ，当 nn
M nM 为奇数时 jI 为半整数，当 nn

M nM 为偶数时 jI 为

整数。而对于（2.20），取完对数之后结果为

1 1 1
ln ln

' '

mn n mMN
j

nm
j m

k
e i E

nc c
  






  

      
      

  
  （2.26）

借鉴（2.19）以及（2.24），当 n m 时

   ln = 2min , 2
2

2
2

nm
x xE x i n m i

n m n m

x x
n m n m

  

 

    
                

            

（2.27）

其中每一个对数贡献一个因式 i ，所以共有  2min ,n m 个因式 i 。而当 n m 时



一维量子气体 TBA方程迭代解及量子临界

14

 ln nmE x 变为

   ln 2 1 2 2 2
2 4 2 2 2nm
x x x xE x i n i

n n
                                  

（2.28）

因式 i 的总个数为  2 1n  。定义  =2min ,nm nmt n m  以及函数

 
2 2 ,

2 2

2 2 2 ,
2 4 2 2 2

nm

x x x x n m
n m n m n m n m

x
x x x x n m

n n

   

   

                                      
                            

（2.29）

会有

   ln nm nm nmE x i t i x   （2.30）

同时，（2.26）式可以变为

1 1 1
2

' '

mn n mMN
j n

nm
j m

k
J

nc c
  




 


  

      
       

  
  （2.31）

其中快度量子数  1
= 1 mMn

nm mm
J N t M 

  ，其取值由  1 / 2nN M  决定，当 nN M 为

奇数时 nJ为整数，而当 nN M 为偶数时 nJ为半整数。

当考虑热力学极限，即系统总粒子数 N、自旋朝下的粒子数 M（系统中占少数的粒

子）和一维系统的线度 L满足 , ,N M L但 / , /N L M L是有限值，（2.31）中的求和

符号可以化为积分符号，这一过程体现的物理意义是在无限大系统中，动量、快度可以

被视为连续变量。因此，引入满足关系   2Lh k I 和  =2n
n nLj J 的单调递增连续函

数  h k 和  nnj  之后，（2.25）和（2.31）可以变为

 

 

1 1

1 1 1

1
'

1 1
' '

m

m

M n

n

n n mMN
j n

n nm
j m

kk h k
L nc

k
j

L nc L nc















 



  

 
   

 
      

        
  



 
（2.32）

在无限大系统中，假设粒子动量和快度的密度函数为  k 、  nn  ，与之相应的空穴

密度函数为  h k 和  h n
n  ，它们满足

      
      

2

2

h

n
n n h n

n nn

dh k
k k

dk
dj
d

  

  

 


   



（2.33）
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如此（2.32）可以变为

   

     
1

1

'

' '

n
n n

n
n

n n m
n m m

n nm m
m

kh k k d
nc

kj k dk d
nc c

 

  









 
    

 
      

        
   



 
（2.34）

对上式分别求 k和 n 的导数并结合（2.33），会有

     

     

 

1

1

1
2 '

1
2 '

'

n
h n n

n
n

n
n h n

n n n

n m
m m

nm mn
m

kk k k d
k nc

k k dk
nc

d
c

   


   












   
         

    
        

   
        







（2.35）

由于    2arctan ' 1/ 1x x  ，故

   22

'1 1
2 ' '

n

n n

n ck
nc nc k


 

   
      

（2.36）

若定义函数

 
 2 2

1 '
'n
nca x

nc x



（2.37）

则会有

 1
2 '

n
n

nn

k a k
nc




   
     

（2.38）

同时     / ' /n m n n m
nm nmc T       ，其中

 
       
       

22

2 4 2 2 2

2 2 ,

2 2 2 ,
n m n mn m n m

nm
n n

a x a x a x a x n m
T x

a x a x a x a x n m
    



      
    

（2.39）

式（2.35）因此也可以表示为

       

       

   

1

1

1
2

h n n n
n n

n

n h n n
n n n

n m m m
nm m

m

k k a k d

a k k dk

T d

  


  











     

     

    







（2.40）

为了是这一结果更为简洁，我们需要借用高等数学上卷积的定义  36 ：若已知函数

   1 2,f t f t ，则积分    1 2f f t d  



 称为  1f t 和  2f t 的卷积，记为    1 2f t f t 。
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根据其定义，可以证明对于所有  ,x   都存在积分    f g t d  



 ，且随着 x

的不同取值，由这一积分可以定义一个新函数     h x f g x  ，它仍为一个可积函数

且满足对易性      =g f x f g x  ，即

       f y g x y dy f x y g y dy
 

 
    （2.41）

因此（2.40）可以重新表示为

     

       
1

1

1
2

h
n n

n

n h n n n
n n n nm m

m

k k a k

a T

  


   









   

        




（2.42）

系统单位长度的能量 E、粒子数 N、磁化强度 M以及熵 S可以表示为

     

    
    

2

1

1

ln ln ln

ln ln ln

n
n

h h h h

h h h h
n n n n n n n n

n

E N Mk k dk k dk n k dk
L L L
S dk
L

dk

  

       

       









  

    

    

  





（2.43）

其中系统的熵 S可以从统计学角度出发进行化简，微元 ,k k dk 内系统微观状态数为

   
 

 
 

 1

! !

! ! ! !
n

h h
n n

h h
n nL dkL dk

h hnL dk L dk
n n

L dk L dk
dW C C

L dk L dk L dk L dk


   

   

   


 

        
      

 （2.44）

利用玻尔兹曼关系 lndS dW ，可以得到

     

     
1

ln ! ln ! ln !

ln ! ln ! ln !

h h

h h
n n n n

n

dS L dk L dk L dk

L dk L dk L dk

   

   




     

       
（2.45）

利用近似  ln ! lnn n n n  ，以上式第一行为例，提出共同因子 L后可以化为

           ln ln lnh h h hdk L dk dk L dk dk L dk                 （2.46）

将其中加入一项    ln hdk L dk  并减去一项    ln hdk L dk  ，这样可以在得到

         ln ln + lnh h h h
hdk L dk dk dk L dk       


              （2.47）

合并同类项之后可得

   ln ln lnh h h hdk              （2.48）
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类似地，（2.47）中第二行也可以作上述变形。根据这一结果，单位长度的熵即可表示

出来，正如（2.43）中第四个表达式所示。

对于处于外磁场 H、且费米化学势为的费米系统，其单位长度的吉布斯自由能为

zE N S MG T H
L L L L

    （2.49）

其中 zM 为系统在外磁场中的磁化强度，其与自旋向上、向下费米子数目的关系为

   / 2 2 / 2zM N N N M     。当系统处于平衡态时，系统自由能取最小值，即

0G  ，即

0
2

E H N M SH T
L L L L
         

 
（2.50）

利用这一条件时需要分别求出（2.50）中各物理量的变分形式  MSNE  ,, ，即

     2

1
n

n

E N Mk k dk k dk n k dk
L L L
    





     （2.51）

熵的变分 S 则要复杂一点，根据（2.43）中单位长度熵的表达式，依据变分公式

1 h h
n nh h

n n

S S S S S
L L
    

   
    

        
（2.52）

可以得到

dk

dk
L
S

n

h
nh

n

h
nn

n
n

h
nn

h
h

hh






















 








 

















 








 


1
lnln

lnln















（2.53）

将（2.51）和（2.53）代入自由能最小化条件（2.50），可以得到

2

1 1

0 ln 1 ln 1
2

ln 1 ln 1

h
h

h

h
hn n

n n nh
n nn n

Hk dk T dk

T dk nH dk

    
 

   
 

 

 

                
     

    
             

 

  
（2.54）

再结合（2.42）的变分形式
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1

1

h
n n

n

h n n n n
n n n nm m

m

k k a k

a T

  

   









   

         




（2.55）

将这一关系代入（2.54），可以得到

2

1

1

1 1

0
2

ln 1 ln 1

ln 1 ln 1

n
n

h

n nh
n

h
n n

n n n nm mh
n mn n

Hk dk nH dk

T a dk

T a T dk

  

   
 

    
 









 

 

     
 
                

    
                        

 



 

（2.56）

首先计算其中的积分  ln 1 / h
n na dk    ，利用卷积的对易性（2.41），可以将其

转化为积分  ln 1 / h
n na dk    。类似地，还会有

1 1

1 1 1 1

ln 1 ln 1

ln 1 ln 1

n n
n nh h

n nn n

n n
nm m nm mh h

n m n mn n

a dk a dk

T dk T dk

  
 

  
 

 

 

   

   

   
       

   
   
       

   

  

   
（2.57）

对其中第二个表达式互换指标 n和 m，会变为

1 1
ln 1 m

nm nh
n m m

T dk 


 

 

 
  
 

 （2.58）

将上述两式代入（2.56），由关于和 n 的系数分别为零可以得到

2

1

1

ln ln 1 0
2

ln ln 1 ln 1 0

h
n

n h
n n

h
n m

n nmh h
mn m

Hk T T a

nH T Ta T T


 

 
  









 
       

 
  

         
   




（2.59）

若分别定义动量、快度的空穴密度函数与粒子密度函数的比值为

      
      

/ exp /

/ exp /

h

h n n n
n n n

k k k T

T

  

  



   
（2.60）

那么上述两个方程即可化为热力学 BA方程，也称 TBA方程  3837， ，即

     

         TTTTTanH

TkaTHkk

n
m

m
nm

n
n

n
n

n
n

n

/exp1ln/exp1ln

/exp1ln
2

1

1

2



















（2.61）
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其中第一个方程描述了费米海能量，第二个方程则反映了与系统内禀自由度——自旋相

关的信息。根据这一方程我们可以判断在所谓能量“费米海”中占据自旋向下态的粒子

数量。

与此同时，系统压强也是讨论热力学性质时一个不可或缺的物理量。由热力学公式

可知，一维系统中，其压强可以表示为单位长度的吉布斯自由能，即 /p G L  。借助

（2.43和（2.49）可以得到

   ln 1 exp /
2
Tp k T dk


   （2.62）

这一结果与玻色系统的压强公式极为相似。在研究费米系统的热力学问题时，经常同时

用到（2.61）和（2.62），尤其在迭代法讨论 TBA方程的解时，二者间的交叉使用更为

频繁。

2.2 吸引相互作用费米气体 TBA方程

从 BA方程（1.7）和（1.8）到 TBA方程  40,39 方法，与排斥相互作用下的情形基本

类似。首先也要考虑在这一条件下系统考虑复数解后的 BA方程形式。

2.2.1 吸引相互作用费米气体考虑弦解后的 BA方程

由表 2.1可知，在吸引相互作用下，对于系统基态，每一个快度均会伴随一对共轭

的复数动量 '2,1 cik   ，其微观效应即一个自旋向上费米子与一个自旋向下费米子配

对形成束缚对。因此  构成复数动量的实部，而剩余实数动量 k的个数为 2N M 。

而对于有限温度下的系统，将会出现不同时伴随一对共轭复数动量解 k的快度，

这些快度与排斥相互作用下快度的行为类似，会形成弦解，即

 
   

1,2

,

' , 1, 2, , '

1 2 ' , 1, , ; 1, ,n l n
n

k i c M

i n l c l n M
 

 





    

          （2.63）

同时，M、 'M 和 nM 三者之间满足关系
1

' nn
M M nM


  。这一关系表明快度可以分

为两部分，其中一部分是实数，作为复数动量的实部出现；而另一部分则以快度的弦解

形式出现。

由于考虑 0c  ，在 BA方程（1.7）和（1.8）中，要将其中的 c变换为 c （ 'c 也变

换为 'c ），所以（1.7）和（1.8）会变为

 
1

'
exp

'

M
j

j
j

k i c
ik L

k i c


 

 


  （2.64）
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1 1

'
'

N M
j

j j

k i c i c
k i c i c

  

   

    
 

      （2.65）

式中连乘符号
1 1
,N M

j    提醒我们要将其所有实数和复数解的形式都考虑进来，所以

下面将从四种情形来讨论。

1）首先考虑（2.63）动量 k为复数，这意味着

   
1 2

1 2
1 2

1 1

' '
exp , exp

' '

M Mk i c k i c
ik L ik L

k i c k i c
   

 
     

   
 

    

两式等号左右分别相乘，并将 1,2k 的具体形式（2.65）代入其中可以得到

  1 2

1

' ' ' '
exp

' ' ' '

M i c i c i c i c
i k k L

i c i c i c i c
   

 
    

        
            

 （2.66）

其中
1

M

  中包含实数解  和复数解
,m k

 ，即

'

1

, ,

, ,
1 1 1

' ' ' '
' ' ' '

' ' ' '
' ' ' '

m

M

m k m kMm

m k m k
m k

i c i c i c i c
i c i c i c i c

i c i c i c i c
i c i c i c i c

   

    

   

    





  

        
          

        
           




（2.67）

故（2.66）式可以变形为

 
,'

,
1 1 1 1

2 ' 2 '
exp 2

2 ' 2 '

m m kMM m

m k
m k

i c i c
i L

i c i c
   


    



   

     
 

       （2.68）

2）其次考虑（2.65）中  为实数。由于等式两边同时含有连乘符号，所以要考虑

两种动量、两种快度，即

2 ' '

1 1

,'

,
1 1 1 1

' ' ' ' '
' ' ' ' '

2 '
2 '

m

N M M
j

j j

m kMM m

m k
m k

k i c i c i c i c i c
k i c i c i c i c i c

i c i c
i c i c

    

    

   

    



 



   

         


         

     


     

 

 
（2.69）

左式中第二项化简后与右式第一项相同，将其消去之后（2.69）变为
,2 '

,
1 1 1 1

' 2 '
' 2 '

m m kMN M m
j

m k
j m kj

k i c i c
k i c i c

  

  

 

   

    
 

      （2.70）

将这一结果代入（2.68）可以成功消除含有有弦解的项，得到
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' 2 '

1 1

'2 '
exp 2

2 ' '

M N M
j

j j

k i ci c
i L

i c k i c
 


   



 

   
  

      （2.71）

这一结果相比（2.69）更为简洁明了。其另一种表示为

 
' 2 '

1 1

exp 2
'

M N M
j

j

k
i L e e

c c
 






 

    
            

  （2.72）

3）再次考虑（2.64）中动量 k为实数，即

 
,'

,
1 1 1 1

' '
exp

' '

m m kMM m
j j

j m k
m kj j

k i c k i c
ik L

k i c k i c
 

  



   

   


     （2.73）

对于右式第二项，将 ,m k
 的形式代入其中会有

  
  1 1 1

1 2 ' '

1 2 ' '

m
mMm

j

m
m k j

k i m k c i c

k i m k c i c


 



  

     

      （2.74）

将
1

m

k 分别作用在分式的分子分母，且分子中 k取值从 0开始至 1m  ，而分母中 k取

值从 1开始至m。这样最终分式的分子会留下 0k  的项 'm
jk imc  ，同时分母会留

下 k m 的项 'm
jk imc  。（2.73）会变为

 
'

1 1 1

' '
exp

' '

m mMM
j j

j m
mj j

k i c k im c
ik L

k i c k im c
 

  



  

   


     （2.75）

其另一种表示为

 
'

1 0 1

exp
' '

m mMM
j j

j
m

k k
ik L e e

c m c
 

 



  

   
          
  （2.76）

4）最后考虑（2.65）中  为弦解，即等号左边的连乘号要包含两种动量，同时等

式右边的连乘号中也要包含两种快度，故可以变为
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（2.77）

对等号左边的第二项整理化简后可与右式中的第一项抵消，（2.77）也相应地变为




  



 









1 1 1
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1
,
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'
'

m

m
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M

kmln

kmlnMN

j
ln

j

ln
j

m

ci
ci

cik
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（2.78）

将方程的分子分母上下置换位置，并且等号左右连边都添加对指标 l的连乘号，则可以

得到
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1
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'
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（2.79）

对于其左式，将弦解形式的快度（2.65）代入其中并进行化简可以变为

  
  

,2 '

,
1 1

1 2 ' '

1 2 ' '

n ln N M
j

n l
l j j

k i n l c i c

k i n l c i c






 

     


       （2.80）

将连乘号
1l



 分别作用在分式的分子分母上后，l取值从 0开始至 1n  ，而分母中 l取

值从 1开始至 n。这样最终分式的分子会留下 0l  的项 'n
jk inc  ，同时分母会留下

l n 的项 'n
jk inc  。若对其分子分母同时乘以因数 1 ，则会变为




 




'2

1 '
'MN

j j
n

j
n

cink
cink




（2.81）

而对于（2.77）的右式，将相应的弦解形式代入其中，会有

 
 1 1 1 1

2 2 2 '
2 2 2 '

m n mMn m

n m
l m k

i n m k l c
i n m k l c

 

  



   

      

       （2.82）

其化简方式同（2.8）完全相同，其结果为   1 1
/ 'mM n m

nmm
E c 



 
   。（2.78）式

可以等效变为

2 '

1 1 1

'
' '

mn n mMN M
j

nmn
j mj

k in c
E

k in c c
  



 

  

     
        
  （2.83）

换种表示，即为

2 '

1 1 1' '

mn n mMN M
j

nm
j m

k
e E

n c c
  



 

  

      
      

  
  （2.84）

综上，它与（2.72）和（2.76）共同构成了吸引相互作用下费米气体考虑弦解后的

BA方程。后文中对这一情形下 TBA方程的严格推导也将从这一组方程出发。

2.2.2 推导吸引相互作用费米气体 TBA方程

按照前文中推导 TBA方程的方法，首先分别对 BA方程（2.72）（2.76）和（2.84）

取对数，借鉴排斥情形下的（2.24）式，（2.76）取对数之后会有
'

1 1 1
2

' '

m mMM
j j

j j
m

k k
k L I

c m c
 

 

  
    

           
 
= = =

（2.85）
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其中对于 jI ，当 ' mm
M M mM  为奇数时 jI 为半整数，当 ' mm

M M mM  为偶数

时 jI 为整数。而（2.74）式取对数之后的结果为
' 2 '

1 1
2 2

'

M N M
j

j

k
L J

c c
 

 


  
     

         
   

 
= =

（2.86）

对于  = ' 1 / 2J N M   ，当 'N M 为奇数时 J为整数，而当 'N M 为偶数时 J为半

整数。与此同时，对（2.84）也取对数之后，会有
2 '

1 1 1
2

' '

mn n mMN M
j n

nm
j m

k
J

n c c
  




 
       

        
  

 
= = =

（2.87）

式中   2/1'2
1






m mnm
n MtMNJ ，当 nN M 为奇数时 nJ为整数，而当 nN M 为偶

数时 nJ为半整数。函数  nm x 以及 nmt 在（2.29）式中已经给出。

然后定义关于动量和快度的单调递增函数

     
L
Jj

L
Jj

L
Ikh

n
n

n
 222

 （2.88）

则将（2.85）（2.86）（2.87）均乘以因式1/ L后结合（2.88），会有
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m mMM

m

k k
h k k

L c m c
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（2.89）
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（2.90）

 
2 '
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1
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k
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= = =

（2.91）

当系统无限大时，动量 k、快度和 n 可以被视为连续变量。引入粒子-空穴假设，即

设动量 k、快度和快度 n 的密度函数分别为  k 、    、  nn  ，与之相应的空

穴密度函数为  h k 、  h  、  h n
n  ，且它们与函数  h k 、  j  、  n nj  之间的

关系为
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n
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k k

dk
dj
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（2.92）
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将其代入（2.89）（2.90）（2.91）三式中，会有

   
'

1 1 1

1 1
2 2 ' '

m mMM
h

m

k k
k k

L k c k m c
 

 

   
 

                      
 
= = =

（2.93）
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（2.94）

   
2 '

1 1 1

1
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mn n mMN M
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k
L n c c





  


                          
 
= = =

（2.95）

对于无限大系统，式中求和符号经过变量连续化后可以化为积分形式。结合排斥情形下

的结论（2.38）和（2.39），同时借助卷积的定义及函数  na x 和  nmT x ，我们可以得到
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2 1
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（2.96）

系统单位长度的能量 E、粒子数 N、磁化强度 M以及熵 S可以表示为
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（2.97）
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对于处于外磁场 H、且费米化学势为 的费米系统，其单位长度吉布斯自由能为

（2.49）当系统处于平衡态时，系统自由能取最小值，即为（2.50）。利用这一条件时

需要（2.97）的变分形式

         dkkk
L
Mdkkk

L
N

n
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1
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（2.98）
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较为复杂的是单位长度熵的变分，依据（2.52）可以得到
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（2.99）

结合（2.96）的变分形式
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（2.100）

则（2.99）会变为
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（2.101）

其中利用了卷积的对易性（2.41）。将（2.98）和（2.101）代入自由能最小化条件（2.50），

可以得到
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（2.102）

根据这一方程可以得到关于、 和 n 的三个方程，即
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（2.103）

若分别定义动量、快度的空穴密度函数与粒子密度函数的比值为
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/ exp /
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（2.104）

那么（2.107）即可化为热力学 BA方程，也称 TBA方程  2827， ，即
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（2.105）

这就是大家熟知的在有限温度下吸引相互作用费米气体的热力学 Bethe-Ansatz方程，简

称 TBA方程。其中 ,b u 分别代表配对形成束缚态的费米子能量和没有配对的费米子能

量。与此同时，还可以得到压强 u bp p p  ，且

 

 

ln 1 exp

ln 1 exp
2

u
u

b
b

kTp dk
T

Tp d
T







  
       

  
        




（2.106）

,b up 分别代表配对费米子压强和未配对费米子压强。由此可以发现，与能量 ,b u 相对应，

系统压强也可以被视为两部分，一部分是配对费米子产生的压强 bp ，而另一部分则是

没有配对费米子产生的压强 up 。

当温度 0T  时，对一维无限长的动量空间和快度空间作截断，即在区间  ,k Q Q 

和  ,B B  ，能量   0b u  ，表示粒子占据动量为 k、快度为的量子配对束缚（未配

对）态。相反，若粒子在动量和快度的费米截断区间内能量满足   0b u  ，则表示与这
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一能量对应的量子态不是粒子的占据态。所以在低温且   0b u  下，其 TBA方程可以化

简为如下形式

   

     

2
1

2
2

1 2

2

2
4

u b

b u b

Hk k a k

c
a a

  

   

    

 
           

 
 

（2.107）

这两个方程被称为缀饰能（dressed energy）方程  41 。即在吸引相互作用下，两自旋反向

的费米子会配对形成束缚态，使得整个费米系统出现两种组分，且这两种组分的能量存

在间隙。同时，压强则也相应地变为

   1 1
2

Q Bu u b b

Q B
p k dk p d 

  
       （2.108）



一维量子气体 TBA方程迭代解及量子临界

28



第三章 一维相互作用费米气体 TBA方程迭代解

29

第三章 一维相互作用费米气体 TBA方程迭代解

前面两章我们依次对一维相互作用费米气体的理论模型、系统 BA方程以及 TBA

方程进行了深入探讨，初步掌握了利用 Yang-Yang 热动力学方法来导出表征系统热力学

性质的 TBA方程的解析计算方法。本章将以一维吸引相互作用费米气体为例，详细介

绍 TBA方程在解析计算方面的具体运用之一，即计算零温时系统基态 TBA方程在迭代

方法下的高阶解析解  42 。

本章分两种情况来讨论，第一是考虑系统中所有粒子均配对，在外磁场中系统极化

强度为零；第二则是考虑系统中既存在配对费米子，也存在未配对费米子，即在外磁场

中极化强度不为零。为此首先将缀饰能方程（2.107）中的卷积换为积分形式
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（3.1）

对于 0P  的情况，由于   0k  ，缀饰能方程可以化简为

   
 

2
2

2 2

' '12
4 '

bB
b

B

c c d
c


 
 

   
      

     
 （3.2）

相应地压强则为

 1
2

B b

B
p k dk

 
   （3.3）

标记
2 / 4c   ，并且将缀饰能方程中的积分取近似后积分可以得到

       2 2 2
3 3

1 12 ' ' ' ' '
B B

b b b

B B

p d d
c c c

   
  

              （3.4）

这一过程中，结果只保留至关于
1c  的三阶项。对于后两项积分，由于存在因式 3c  ，

缀饰能只取零阶项    2' 2 'b     ，积分后得到

   
2 3 5 3

2
3 3

4 42
3 5 3

b p B B BB
c c c

   
 

   
           

   
（3.5）

将其可以代入压强（3.3）
3 6 4

3 32 2

4 4 2 112 16
3 45 3
B B pB B Bp

c c c
 

    
      （3.6）

对于其中第三项，在保证结果中只保留小于或等于
1c  的三阶项的前提下，多次迭代直
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至结果中不再包含 p，即
3

3 3

3 3 3

2 4 4 2
3

2 4 4 2 4 4 2
3 3

2 4 4 2 4 4 2 4 4
3 3 3

B B B pB
c c

B B B B B B pB
c c c

B B B B B B B B B
c c c


   

 
      

  
        

 
     

 
  

           
  
   

                 

（3.7）

将这一结果化简后代入（3.6）会得到
3 4 2 5 3

2 22 2 3 3

6 4 6 4

3 3 3 34 4 2 2

4 4 8 8 16 16
3 3 3

32 32 112 16
3 3 45 3

B B B B B Bp
c c c c

B B B B
c c c c

  
     

 
   

      

   
（3.8）

将其代入（3.5）中的第二项，为了使结果中只保留小于或等于 1c  的三阶项，则代入时

只需要（3.8）中小于或等于 1c  的二阶项，所以（3.5）中的第二项为
3 4 2 5 3

2 22 2 3 3

1 4 4 8 8 16 16
3 3 3
B B B B B B

c c c c c
  

     

 
      
 
 

（3.9）

整理化简后，（3.5）可以变为

   
3 4

2
2 22 2

5 3 2 3 2 5 3

3 3 3 3 3 33 3

4 4 8 82 + + +
3 3

16 16 4 4 4 4
3 3 5 3

b B B B B
c c c c

B B B B B B
c c c c c c

  
   

  
     

    

 
     

（3.10）

由于缀饰能在费米海截断点处满足   0b B   ，会有

 
3 4

2
2 22 2

5 3 5 3

3 3 3 33 3

4 4 8 80 2 + + +
3 3

16 16 32 16
3 15 3

B B B BB
c c c c

B B B B
c c c c

 
   

 
   

  

   
（3.11）

若将截断边界B表示为关于 1c  的级数形式，即

   431 2
0 2 3

BB BB B O c
c c c

      （3.12）
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 0,1,2,3iB i  为各阶的系数。根据这一形式，我们可以得到其 n次幂  2,3,4,5nB n  保

留至三阶的表达式。由于这些关于 B的幂将用于（3.8）和（3.11）中，所以为了使结果

中只保留小于或等于
1c  的三阶项，所以对我们有用的幂如下：

     42 2 20 1
0 0 2 1 0 3 1 22 3

2 1 12 2 2B BB B B B B B B B B O c
c c c

       （3.13）
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c c c
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c c

B BB B O c
c

B B O c









      

    

  

 

若将其依次代入（3.11）中，此处依然遵循保留至关于 1c  的三阶的惯例，则在其右式

中，零阶项  22 B  变为

   2 20 1
0 0 2 1 0 3 1 22 3

2 1 12 2 2 2 2B BB B B B B B B B
c c c


 
       
 
 

（3.14）

一阶项  34 /3+4 /B B c  变为

 
2

3 2 20 1 1 2
0 0 2 0 1 02 2

34 1 43 3 +
3

B B B BB B B B B B
c c c cc c


 

   
        
   
   

（3.15）

二阶项   24 28 / 3 8 /B B c  会变为

3
4 0 1 1
0 02 22 2

48 8
3

B B BB B
c cc c


 

   
        

   
（3.16）

三阶项   35 3 3 3 5 316 / 3 16 / 32 /15 16 / 3 /B B B B c         变为

5 3 5 3
0 0 0 0
3 3 3 33 3

16 16 32 16
3 15 3

B B B B
c c c c

 
   

    （3.17）

根据这四个结果，分别整理出其中关于
1c  的零阶、一阶、二阶以及三阶的表达式。进

而由其整体等于零可以得到关于  0,1,2,3iB i  的四个方程，即
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（3.18）
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16 16 16 32 16
3 15 3

B B B B B BBB B B B

B B B B B B


   

  
    

     

    

求解这四个方程即可得到其关于等效化学势的表达式，即
3/2 2 2

1/2
0 1 2 32 3

2 10 4 64= = =
3 9 5 27

B B B B   
   

   （3.19）

与此同时，将（3.13）依次代入压强（3.8）中，依然遵循保留至关于 1c  的三阶的惯例，

则其零阶项 34 / 3 4 /B B    变为

   
2

3 2 2 2 30 1
0 0 2 0 1 0 1 2 0 3 12 3

31 2
0 2 3

34 1 13 3 6 +3
3

4

B BB B B B B B B B B B B
c c c

BB BB
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（3.20）

一阶项  4 2 28 / 3 8 /B B c  可变为

   
3

4 3 2 2 2 20 1 0 1
0 0 2 0 1 0 0 2 12 22 2

4 28 1 8 14 6 2
3

B B B BB B B B B B B B B
c c c cc c


 

   
          
   
   

（3.21）

二阶项   25 3 316 / 3 16 /B B c   变为

4 2
5 30 1 0 1
0 02 23 3

5 316 16
3

B B B BB B
c cc c


 

   
         

   
（3.22）

三阶项   36 4 4 4 6 2 4 232 / 3 32 / 3 112 / 45 16 / 3 /B B B B c        化为

6 4 6 4
0 0 0 0
3 3 3 34 4 2 2

32 32 112 16
3 3 45 3

B B B B
c c c c

 
   

   （3.23）

整理这四项，化简为关于
1c  的零阶、一阶、二阶以及三阶的表达式。根据其形式，可

以将解得的各阶系数（3.19）代入其中，得到压强 p关于等效化学势的表达式，若将

其结果同样表示为级数形式，且各阶系数为  0,1,2,3ip i  ，则会有
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3/2 2 5/2 3 3

2 32 2 2 4

8 1 16 1 112 1 128 2560+
3 3 9 45 81

p
c c c

    
    

   
       

   
（3.24）

由等效化学势
2 / 4c   和热力学公式 /n p    可知 /n p    。所以我们将对

（3.24）求关于的导数
1/2 3/2 2 2

2 32 2 2 4

4 1 32 1 280 1 128 2560+
3 9 15 27

n
c c c

    
    

        
   

（3.25）

再次将其中的 1/2 表示为关于
1c  的级数形式，且各阶系数为  0,1,2,3ir i  。与前文对截

断边界 B的处理过程类似，我们可以得到其幂形式  /2 2,3,4,5i i  并将其代入（3.25）

后得到四个系数  0,1,2,3ir i  关于粒子数密度 n的表达式
2 3 4 4 3

0 1 2 3
29 25= = =

4 16 288 432 120
n n n n nr r r r    

  （3.26）

在此基础上还可以得到  /2 2,3,4,5i i  保留至三阶的表达式。其中等效化学势为
2 2 3 2 4 4 4 2 5 2 5 4

2 3
1 1 29 1

16 12 576 36 16 240
n n n n n n

c c c
     

   
        

   
（3.27）

将它与其它  /2 3,4,5,6i i  代入（3.24）中并结合（3.26），可以得到压强 p关于粒子

数密度 n的表达式，即
3 2 2

2 3
1 3 1 3 1 51

24 2 2 4 12
np  

  

  
          

（3.28）

其中 /c n  。

另外，零温且极化强度 0P  时，对于系统吉布斯自由能（2.47），TS和 zHM 均没

有贡献，即 / /G E L N L  。根据其与压强的关系会有 / /E L p N L   。与此同时，

由于系统中粒子完全配对，每形成一对束缚对将消耗能量 2 2 / 4b c m    2m 1 。所

以对于系统能量则要考虑总束缚能 / 2bN 。换言之，对于等效化学势为的系统，其单

位长度能量为 / + / 2bE L p n n    ，根据前文中的结果（3.25）和（3.28）
23 3 2 2

2 3
1 1 3 1 11

4 48 4 2 30
nE n

L
  

  

  
            

（3.29）

对于粒子数和限度确定的系统，这一结论体现了系统能量 E与相互作用强度
1  的高阶

关系。

对于极化强度 0P  的情况，其结果较上述情况会有很大不同。首先缀饰能方程形

式如（2.107），标记 2 / 4c   ， / 2H   ，那么坠饰能方程为
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（3.30）

其中 u  ， b  分别被称为未配对费米子和配对费米子的等效化学势。与之相应的

压强如（2.108）所述。

与 0P  时的情况相比，由于增加了一组方程，迭代过程变得更加繁琐，但基本原

理与步骤同前文中的方法类似。在此不再赘述这一过程。在此给出两个重要结果  42 ，即

等效化学势关于极化强度、粒子数密度以及相互作用强度的表达式
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（2.73） （3.31）
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（3.32）

和单位长度总能量关于粒子数密度、极化强度和相互作用强度的表达式
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2 3
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（3.33）

上式中若取 0P ，则可以回归到结果（3.29）。因此 0P 可以被视为其中的一种特殊

情况。

这一迭代方法的意义在于能够得到关于基态能量和铁磁性质的高阶解，并且较数值

解更为精确。
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第四章 一维相互作用费米气体量子临界及相图

临界现象与零温时随系统参数改变的量子相变息息相关。由于量子涨落与热力学涨

落紧密联系，研究量子临界现象已经成为凝聚态物理中一个极具挑战性的课题。从这一

角度而言，一维可积模型在零温时所呈现出来的量子相变及其在临界处的量子散射行为

更具有研究价值。

量子临界可以通过精确求解系统 Bethe-Ansatz 方程来研究，其精确解也揭示了量子

临界的微观起源，并为研究量子临界现象在量子临界处的空间散射提供了先进的研究手

段。

另外，近年来物理学家们在冷原子实验上取得的显著进展，为一维量子气体理论研

究提供了更高要求的实验环境。

4.1 一维排斥相互作用费米气体量子临界及相图

一维 相互作用费米气体是量子多体物理中一个颇为重要的精确可解模型，结合其

BA方程的解研究问题也是数学物理中一个重大突破。

在这一模型中，相互作用参数 c根据其取值的不同将会产生不同的物理现象，如

0c  时系统会出现自旋-电荷分离现象，而当 0c  时系统则会出现费米子配对振荡的现

象。所以本节将从这两种相互作用取值范围来探究其量子临界。

一维排斥相互作用费米气体，由其坠饰能方程可以发现，两自旋态相反的费米子之

间自旋-自旋相互作用宏观表现为反铁磁性。当系统中自旋向上和自旋向下的粒子数相

等时，系统能量最低，即处于基态。若调节粒子间这一相互作用强度，则会出现随着相

互作用强度的变化，粒子的自旋与电荷以一定速率分离，这一现象就是低能物理中极为

重要的自旋-电荷现象，它是排斥费米系统中独有的性质。当系统温度趋近于零温时，

自旋波束缚态将不再占据系统基态。外磁场很小时，表征系统中反铁磁性的两个重要指

征分别是与外磁场线性相关的磁化强度和相应的磁化率。

由于排斥相互作用下费米气体系统临界散射行为在数值上很难实现，解析法精确求

解 Fredholm 方程成为理论物理学界研究其铁磁性质的主要方法，并且近年来涌现出了

很多相关的重要理论结果。本节主要介绍在排斥费米气体系统中几个重要的量子相变图

像及其反映的物理内涵。

首先，关于典型费米气体系统 Gaudin-Yang模型在排斥互作用下零温时的量子相变

图  38 如图 4.1所示。
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图 4.1 排斥相互作用 Gaudin-Yang 模型在 H- 平面量子相变图  38

低温时，自旋波束缚态具有反铁磁序，与 Fredholm方程相关的自旋占据不平衡导

致系统出现三个量子相，即磁化强度为零（外磁场为零）的自旋单态、有限磁场强度下

的铁磁态（同时也是基态）以及磁化强度为二分之一的完全极化相。确定这一临界磁场

则需要由自旋向下费米子粒子数密度为零来确定。

从图中可以发现，外磁场的逐渐增强将导致系统从真空态（Vacuum）逐渐过渡到

部分极化相（PP），继而过渡到完全极化相（FP）。图中化学势和磁场均以束缚能
2 2 / 2b c m   为单位。

从另一角度而言，出发于反映系统在外磁场作用下在费米海中能带填充情况的 TBA

方程，在强相互作用条件 1 下可以得到出在临界外磁场处 F
CH 系统的相变情况。

图 4.2 排斥相互作用 Gaudin-Yang 模型在H n- 平面量子相变图  42

图 4.2即为这种方法得到的零温时系统在平面H n- 内的量子相图  42 。对于这一铁

磁性质的解析结果也启发了大家，即在强耦合极限条件下，极化费米子系统中的自旋-

自旋相互作用可以等效为存在弱反铁磁耦合作用 4 /FJ E   且各向同性的自旋 1/2 海
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森堡链模型。

与图 4.1.1不同，这一相变图中没有出现真空态，仅体现了当外磁场处于临界磁场

时，系统在部分极化相和完全极化相间的过渡。

4.2 一维吸引相互作用费米气体量子临界及相图

零温时一维吸引相互作用费米气体量子相图已经由 Orso  11 和其它物理学家们利用

求解正则系综中描述系统基态 BA方程得到，如图 4.1.1所示。借助由 BA方程在热力

学极限条件下导出的、反映系统热动力学性质 TBA方程研究这一量子临界理论上也应

该可行。事实上，由 TBA方程在绝大部分的物理模型中只能数值精确求解，而能够解

析求解的模型却为数不多，一维吸引相互作用费米气体模型却是这少数部分中的一个。

图 4.3 吸引相互作用费米气体 H  平面量子相变图  11

吸引互作用下的 Gaudin-Yang模型在零温条件下会呈现三种量子相，即完全配对相

（ 0P  ）、完全极化相（ 1P  ）和部分极化（类 FFLO）相（ 0 1P  ）。利用巨配

分和配分方法可以研究这一量子相变  4443， 的相边界以及相变图。

本小节将利用吸引互作用费米气体在巨正则系综中、零温极限条件下的 TBA方程，

解析求解在 H  平面内的零温相变图。当温度趋近于零温时系统的缀饰能方程已经由

（3.1）式给出。方程在区间  ,k Q Q  和  ,B B  ，能量 , 0b u  ，表示粒子占据动

量为 k，快度为的量子配对束缚（未配对）态。相反，若粒子在动量和快度的费米截

断区间内能量满足 , 0b u  ，则表示与这一能量对应的量子态不是粒子的占据态。积分

边界 B和 Q分别标志了配对费米子和未配对费米子的费米面。鉴于吸引互作用下系统

存在四个量子相，临界边界条件的确立则可以分为四个相边界：真空态—铁磁态（完全

极化）（V-F）、真空态—完全配对相（V-P）、铁磁态—部分配对相（F-PP）和完全配
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对—部分配对相（P-PP）。相边界可以根据配对费米子和未配对费米子的费米能与费米

面的位置关系来确定。具体过程如下：

1) 真空态—铁磁态（完全极化）（V-F）的量子相边界    0 0, 0 0u b  

此时坠饰能方程（3.1）中所有积分均消失，根据边界条件可以得到 2 / 4c   且

/ 2H   。所以当满足
2 / 4 / 2c H   时，体系的量子相边界为 1 / 2c H   。

2) 真空态—完全配对相（V-P）的量子相边界    0 0, 0 0u b  

这一条件下的坠饰能方程中依然不包含积分式，且
2 / 4c   ， / 2H   。满足

2 / 4 / 2c H   时体系量子相边界条件为
2

2 / 4c c   。

3) 铁磁态—部分配对相（F-PP）的量子相边界   0u Q   ，  0 0b 

根据临界条件  0 0b  ，坠饰能方程则可以变形为

   
   

 

2
2

2 2

2

2
4 2 / 2

2

u
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c c k dk

c k

Hk k


 



 



 
      

     

  


（4.1）

联合求解这一方程组，将坠饰  u k 能代入  b  中积分后的结果代入条件   0u Q   ，

可以得到

c
QHccQc 2arctan1

2424

22




















 





 （4.2）

与此同时还可以得到

2

2
HQ   （4.3）

为了简化计算，对上述结果进行无量纲化，即长度单位和能量单位分别为 1c 和 b 且定

义 / b   ， / bh H  。那么，无量纲化后

1 1 2 2arctan , 2
2 2 2

Q h QQ Q h
c

 
 

  
        

 
（4.4）

取化学势关于积分边界 Q 的零阶项代入 2Q h  ，  / 2h   则可以得到

 1/21Q h  。并将其代入（3.5），借助正切函数的级数展开可以得到化学势关于因式

 1/21h  的级数形式。若假设其具有如下的形式，

         1/2 3/2 2 5/2
0 1 2 3 4 51 1 1 1 1a a h a h a h a h a h            （4.5）

则各阶系数为
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0 1 2
2 3

3 4 5

1/ 2 0 0
1/ 3 1/ 3 1/ 3 1/ 6

a a a
a a a   

   

   
（4.6）

相应地，量子临界边界为

       
3/2 2

5/2
3 2 3

1 11 1 1 1 , / 2, 1
2 3 3 3 6c

h h
h h h 

   
             

 
（4.7）

4) 完全配对—部分配对相（P-PP）的量子相边界  0 0u  ，   0b B  

依据相边界条件  0 0u  ，坠饰能方程可以化为
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（4.8）

为了简化计算，先将上式进行无量纲化，单位长度与单位能量的选取同 3）中一致，即
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（4.9）

根据条件   0b B   ，则可以得到
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（4.10）

联合这三个方程，首先将缀饰能  b  代入  u k 中进行积分后可得

  4 1 arctan 2
2
h B B 


     （4.11）

同时可得
2

B 关于化学势的零阶项可以表  2
1/ 2 1/ 2B   ，即
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   1/2
2 2 1 1/ 2B      （4.12）

结合化学势关于边界 B 的零阶项 / 2h   ，可以得到化学势关于边界

   1/21 1B h h   的级形式，若设其表达式为

         1/2 3/2 2 5/2
0 1 2 3 4 51 1 1 1 1b b h b h b h b h b h            （4.13）

则各阶系数为

0 1 2
2 3

3 4 5

1/ 2 0 1/ 2
4 / 3 16 / 3 64 / 3 2 / 3

b b b
b b b   

   

   
（4.14）

同时，也可以得到量子相变边界

     

 

3/2 2 5/2
4 2 3

4 16 64 21 1 1 ,
2 3 3 3 3

1/ 2, 1

c
h h h h

h


   



          
 

  
（4.15）

最后将（V-P）和（V-F）的结果进行无量纲化，我们可以得到四个量子相边界，即
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（4.16）

根据这四个解析临界条件，可以绘制出 H  平面内的该系统的量子相变图  44 ，如图

4.4所示。

图 4.4 吸引相互作用费米气体量子相变图

在此强调 1c 和 2c 适用于所有相互作用强度，而 3c 和 4c 仅适用强耦合条件
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1 ，即 12/  h ， 12/1  。从上图可以发现， 1, 0.5h    是系统相变

的一个临界值，随着外磁场的逐渐增强，系统逐渐由真空态过渡到铁磁相，继而过渡到

部分配对相以及完全配对相。这一解析结果与数值结果（图4.3）基本吻合，也表明用

上述方法求解相变边界是较为正确的。
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第五章 总结与展望

本文基于一维量子气体理论中的三个基础方程——由量子逆散射方法得到的一

维量子气体的 BA 方程，将其通过 Yang-Yang 热动力学方法得到的一维量子气体热

力学 BA方程，以及其在零温时的缀饰能方程，对于不同的量子气体系统，讨论其

不同的物理性质。

本文着重对一维 相互作用两分量费米气体的系统能量、化学势与系统中粒子

间互作用强度、系统在外磁场中的极化强度以及粒子数密度间的关系作了探究，并

得出了关于互作用强度的高阶表达式。

其结果表明，随着粒子间互作用强度的增强，系统能量总体呈现递减趋势；且

在互作用强度较弱时下降速率较快，而在互作用强度较强时下降逐渐缓慢。由于在吸

引相互作用的费米系统中自旋相反的两粒子会形成库珀对，并且随着相互作用的增

强，库珀对趋于稳定并形成束缚对，形成大家所熟知的 FFLO态。所以若将系统置

于外磁场中，自旋占据不平衡时会发生极化现象；而且随着磁场强度的增加，会出

现两种费米子（一种是配对费米子，另一种是未配对费米子）。这两种费米子能量

之间存在间隙。这一有趣的现象使得研究吸引费米气体的量子临界变得更有意义。

所以在本文第三章中解析求解了两分量费米气体在吸引相互作用下量子相边界并绘

制出了量子相图。从图中可以看出，系统存在四个量子相，即真空态、铁磁态、完

全配对相和部分配对相。

对于一维相互作用量子气体的探究，仅仅止步于纯玻色和纯费米气体是远远不

够的，一维混合物气体同样具有很高的研究价值。由于吸引相互作用下玻色-费米混

合物的系统 BA方程别没有被严格给出，有关这一课题的成果为数不多。相反，有

关排斥相互作用混合气体系统基态以及量子临界现象的科学成果却层出不穷。这一

现状很大程度上归因于其 BA和 TBA方程已经在早年间被严格给出，并且关于其基

态也有了初步的了解。

鉴于上述一维玻色费米混合物的研究现状，之后的探究方向主要有两方面：第

一方面即继续探究排斥相互作用玻色-费米混合气体的其它物理特性，具体而言，我

们可以基于这两个基本方程，沿用之前两分量纯费米气体零温时相边界的方法尝试

探究其量子临界行为；另一方面即对吸引相互作用混合气体系统的 BA及 TBA方程

形式继续探究，为进一步讨论系统的量子临界奠定基础。
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