
山西大学

2015 届硕士学位论文

一维光晶格中两任意子

关联性质的研究

作者姓名 王丽敏

指导教师 张云波 教 授

学科专业 理论物理

研究方向 一维量子气体

培养单位 理论物理研究所

学习年限 2012 年 9月至 2015 年 6 月

二〇一五年六月



Thesis for Master’s degree, Shanxi University, 2015

�������� �	 �����
����	 �
 ��� �	��	� �	
�	������	���	�
 ������
 
�������

�����	� ���� ����	 ��	�

���������� ���
� ��	�� ���	�

 �!�� "���������
 �������

#��
� �
 �������� $	��%���	���	�
 &��	��� ���

%�������	� '	������� �
 "���������
 �������

�������� %������	 ()*(�)+�()*,�)-

.�	�/ ()*,



目录

目录

中文摘要���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������'

01�"�02"������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� '''

第一章 绪论�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� *

*�*晶格模型�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������*

*�*�* 132简介������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ *

*�*�( 光晶格的实验实现������������������������������������������������������������������������������������������������������(

*�*�4 玻色-哈伯德模型��������������������������������������������������������������������������������������������������������4

*�( 量子行走������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������,

*�(�* 离散时间量子行走������������������������������������������������������������������������������������������������������-

*�(�( 连续时间量子行走������������������������������������������������������������������������������������������������������5

*�4 任意子模型�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������6

*�4�* 7�
��	�统计������������������������������������������������������������������������������������������������������������������6

*�4�( 8�	��任意子����������������������������������������������������������������������������������������������������������������+

*�4�4 9��������任意子��������������������������������������������������������������������������������������������������������*)

*�: 本文内容��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� **

第二章 两全同粒子在一维光晶格中的量子行走������������������������������������������������������������ *4

(�* 相互作用系统的量子行走�������������������������������������������������������������������������������������������������*4

(�*�* 独立系统的量子行走�����������������������������������������������������������������������������������������������*4

(�*�( 同一格点相互作用的玻色系统的量子行走�����������������������������������������������������*5

(�*�4 近邻格点相互作用的玻色、费米、硬核玻色系统的量子行走���������������� *6

(�( 量子行走的布洛赫振荡������������������������������������������������������������������������������������������������������(6

(�4 量子行走的安德森局域������������������������������������������������������������������������������������������������������4,

(�: 小结�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������4-

第三章 一维光晶格中两相互作用任意子的量子行走���������������������������������������������������� 45

4�* 两相互作用任意子的关联�������������������������������������������������������������������������������������������������45

4�( 两相互作用硬核任意子的关联����������������������������������������������������������������������������������������:(

4�4 小结�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������:,



一维光晶格中两任意子关联性质的研究

第四章 总结与展望������������������������������������������������������������������������������������������������������������ :5

:�* 总结�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������:5

:�( 展望�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������:6

附录 0���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ,*

附录 1���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ,4

参考文献������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ ,,

攻读学位期间取得的研究成果������������������������������������������������������������������������������������������ -4

致 谢������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ -:

个人简况及联系方式���������������������������������������������������������������������������������������������������������� -,

承 诺 书������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ --

学位论文使用授权声明������������������������������������������������������������������������������������������������������ -5



2�	��	��

Contents
Chinese Abstract������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� '

ABSTRACT������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ '''

Chapter 1 Preface����������������������������������������������������������������������������������������������������������������� *

*�* �������  ���
������������������������������������������������������������������������������������������������������������ *

*�*�* 0 ����
 �	���������	 �� 1����3�	����	 2�	��	���������������������������������������������� *

*�*�( 3;������	��
 ���
�<����	 �
 ������
 
������������������������������������������������������������ (

*�*�4 1����7������ ����
���������������������������������������������������������������������������������������4

*�( =��	��� ��
>�����������������������������������������������������������������������������������������������������������,

*�(�* %������������ &��	��� ��
>���������������������������������������������������������������������������-

*�(�( 2�	��	��������� &��	��� ��
>����������������������������������������������������������������������5

*�4 0	��	  ���
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������6

*�4�* 7�
��	� �������������������������������������������������������������������������������������������������������6

*�4�( 8�	�� �	��	��������������������������������������������������������������������������������������������������� +

*�4�4 9�������� �	��	�������������������������������������������������������������������������������������������� *)

*�: "�� ��	��	� �
 ���� ���������������������������������������������������������������������������������������������� **

Chapter 2 Quantum walks of two identical particle in one-dimensional optical

lattices������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ *4

(�* =��	��� ��
>� �
 �	 �	�������	� ���������������������������������������������������������������������� *4

(�*�* =��	��� ��
>� �
 �	 �	����	��	� ���������������������������������������������������������� *4

(�*�( =��	��� ��
>� �
 � ����	�� ������ ���� �	����� �	��������	����������������������� *5

(�*�4 =��	��� ��
>� �
 � ����	��?
�����	��?��������� ����	�� ������ ����

	������� ���� �	��������	�������������������������������������������������������������������������������� *6

(�( 1
��� ����

����	� �	 &��	��� ��
>������������������������������������������������������������������������(6

(�4 0	�����	 
���
�<����	 �	 &��	��� ��
>������������������������������������������������������������������4,

(�: 2�	�
����	�������������������������������������������������������������������������������������������������������������� 4-

Chapter 3 Quantum walks of two interacting anyons in one-dimensional optical

lattices������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ 45

4�* 2����
����	 �
 ��� �	�������	� �	��	���������������������������������������������������������������������� 45

4�( 2����
����	 �
 ��� �	�������	� ��������� �	��	������������������������������������������������������:(

4�4 2�	�
����	�������������������������������������������������������������������������������������������������������������� :,



一维光晶格中两任意子关联性质的研究

Chapter 4 Summary and Outlook�������������������������������������������������������������������������������������:5

:�* ������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ :5

:�( $��
��>��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������:6

Appendix A��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������,*

Appendix B��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������,4

References��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ,,

Research achievements������������������������������������������������������������������������������������������������������ -4

Acknowledgement�������������������������������������������������������������������������������������������������������������� -:

Personal profiles����������������������������������������������������������������������������������������������������������������� -,

Letter of commitment���������������������������������������������������������������������������������������������������������--

Authorization statement���������������������������������������������������������������������������������������������������� -5



中文摘要

'

中文摘要

近年来在凝聚态物理的冷原子领域中，一维多体系统的量子关联受到广泛的关

注。其中，考虑到光晶格对固体晶格环境形象、逼真的模拟，基于玻色-哈伯德模型，

人们构造各种承载玻色子、费米子的一维光晶格模型，通过研究多粒子的量子行走

实现了对量子关联动力学的操控，极大程度上促进了以量子行走为理论基础的量子

算法、量子计算的发展。

本文从连续时间量子行走理论出发，通过数值求解，首先讨论了基于满足周期

性边界条件的一维光晶格中两全同粒子的量子行走，关注了量子统计性质，初始量

子态，相互作用强度以及相互作用模式对两粒子量子行走关联效应的影响。其次分

析了由线性势导致的纠缠态的布洛赫振荡，间接展示了量子行走的周期性动力学演

化行为，以及非线性项对振荡周期的破坏。接着，就无序晶格系统中量子关联的安

德森局域现象做了简单阐述。

在上述工作的基础上，本文主要借助 0	��	�1���	和 0	��	�#�����	两种映射

理论分别研究了分数统计因子对两相互作用的任意子（8�	��任意子）和硬核任意

子（9��������任意子）量子行走二阶关联性质的影响。结果表明，8�	��任意子坐

标空间的两体关联函数在玻色、费米两极限下关于粒子的初始位置对称。然而，在

动量空间，这种对称现象仅存在于玻色极限。一旦统计参数偏离玻色、费米两极限，

有趣的非对称现象就会出现在关联矩阵中。这种非对称现象正是来源于任意子服从

的分数统计。另外，9��������定义下的任意子（硬核任意子）在坐标空间的两体关

联矩阵不受统计参数的影响，且随着近邻相互作用的增大，由聚束行为过渡到绑定

行为。在强相互作用（近邻）下，随着统计参数的变化，动量空间的两体关联图像

清晰地呈现了由两条条纹合并为单一条纹的缓慢变化过程，实现了费米系统到硬核

玻色系统的演化。最终，两种映射理论都没有完美实现玻色系统和费米系统的过渡，

任意一种映射都只能退回到一种极限，所以不能简单地认为任意子就是一种介于玻

色子、费米子之间的粒子。

关键词：光晶格；量子行走；量子关联；映射理论；分数统计参数
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第一章 绪论

在量子力学诞生的前半个世纪，根据量子统计性质，人们普遍认为自然界中只

存在玻色、费米两种粒子。全同玻色子系统服从玻色—爱因斯坦统计，其允许多个

粒子处在同一单量子态，系统的波函数具有交换对称性；而全同费米子系统服从费

米—狄拉克统计，由于泡利不相容原理，一个单量子态上最多允许存在一个粒子，

系统的波函数具有交换反对称。4)多年前，人们提出在二维系统中存在一种更为一

般化的粒子—任意子B*�,C，其满足分数统计，两个任意子位置的交换将引进一个统计

相因子 ie   ) *   。从此，任意子成为凝聚态物理中非常重要的一个概念，引起

人们广泛关注。下面我们介绍本文相关的几个物理概念。

1.1 晶格模型

1.1.1 132简介

关于玻色�爱因斯坦凝聚的理论预言可追溯到 6)多年前，也就是上世纪 ()年代。

*+(:年，印度物理学家玻色就一篇关于光子统计力学的文章手稿征求爱因斯坦的意

见，爱因斯坦认识到该工作的重要性。很快，他将玻色对光子的统计方法推广到原

子数量较大的系统。爱因斯坦认为对于没有相互作用，且由大量玻色子组成的气体，

当其低于某一温度时，将会有可观数量的原子聚集在最低能量量子态上。这种独特

的凝聚现象被称为玻色�爱因斯坦凝聚（1����3�	����	 2�	��	����，简写为 132）。该

凝聚状态下，系统中原子的物理特性完全一致，单个粒子的量子特性通过宏观量子

现象实现。+)年代左右，快速发展的低温激光冷却、囚禁技术和不断成熟的实验技

术，极大程度上推动了冷原子领域的科研热度。*++, 年，两位美国科学家魏曼

（�����	）、康奈尔（2��	�

）和他们的研究小组使用激光冷却和磁阱中的蒸发冷却

将稀薄的气态 65��原子的温度降低到 *5) 	>，首次观察到玻色—爱因斯坦凝聚现象，

紧随其后， '"研究小组在 (4��原子蒸汽中实现了 132。三个小组实验上 132的实

现，在物理界引起强烈的反响，三位科学家也因他们的研究结果共享了 ())* 年诺贝

尔物理奖。 此后，132理论和实验的迅速发展为科研人员在冷原子领域的研究提供

了依据。同时，鉴于原子气体 132在实验上具有很强的可操控性，其成为研究各种

量子多体现象的载体。
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1.1.2 光晶格的实验实现

光晶格中的超冷原子系统与凝聚态固体物理紧密相连。而光晶格势是实现晶格

气体的基本工具。在量子光学中，一个处在随时间变化的振荡电场  / tE r 中的原子

将获取一个偶极矩 d。当电场频率远不及原子共振频率时，电子没有明显的跃迁现

象，相应的感应偶极矩表示为
         

/ /
i ij L j

j x y z
d t E t 



   r, （*�*）

其中  
id
 （ / /i x y z ）是偶极矩在不同方向上的投影分量，上标正、负号代表频率的

正负取值， L 是激光频率，  ij L  是极化张量的矩阵元。极化张量用以表征原子对

其作用电场的反应。极化率一般依赖于激光频率和原子非共振激发态的能量。当其

中一个激发能为 * *E   的激发态，相比其他态更接近共振态时，相应的极化率与激

光失谐（ *L    ）成反比。在这种情形下，电子的能量将发生变化，变化量为

E  d E，这一原理称为交流斯塔克效应。能量变化量具体表示为

            
/ / /

/ ( �� ij L i j
i j x y z

E t E t E t 



    r r, r, （*�(）

当极化率是标量时，感应偶极矩与电场平行，即 ij ij   ，由交流斯塔克效应引起的

能量平移量为

     // (��D E /
I t

E t I t    

r

r r （*�4）

其中  /I tr 是激光光束的强度，一般不随时间变化。 原子感受到一种与激光场强空

间分布相关的周期性光势，且考虑激光场强与时间无关，光势可表示为

   D Eopt
I

V E  

r

r r （*�:）

式（*�:）是对原子实现光学操控和俘获的基础。如果相对于原子共振频率，激光频

率是红失谐D即 )  E，原子将被吸附到势能最小的最大场强处，反之，蓝失谐D即 )  E

激光则会将原子推出该区域，因为这时的势能最小处在场强最小的位置。依据这一

光学偶极囚禁原理，冷原子的一维、二维、三维光学囚禁可通过将冷原子装载于相

互干涉的多束激光形成的周期性网状势阱来实现，这种空间上的周期性排列类似于

固体物理学中的“晶体结构”，为此人们称之为“光学晶格”，简称“光晶格”（$�����


�������）。

用驻波囚禁原子的思想可追溯到 *+-6年 ����>���的工作B-C，而实验上第一次实

现光晶格是在 *+65年B5C，随后，%�
����� 和 2���	�"�		���!� B6/+C在理论上提出一维

http://baike.haosou.com/doc/6065984.html
http://baike.haosou.com/doc/6065984.html
http://baike.haosou.com/doc/5380729.html
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光晶格是由相向传播的正交线偏振激光形成的呈现周期排列的点阵，可以囚禁原子。

高维光晶格通过不同方向传播的驻波叠加来实现，图 *�* 给出的是二维和三维光晶

格示意图。

图 *�* 二维与三维光晶格示意图[10]

由于光晶格有较好的操控性，通过改变激光的偏振、强度、布局和频率等，不

仅可以构造任意几何形式的晶格，也可以改变光晶格的晶格常数、势阱深度、对称

性等性质，比如通过 #�������共振精确控制原子间的相互作用。此外，由于在光晶

格模型中可以设定原子的位置和状态，这将为量子计算及量子信息处理等方面提供

重要的指导。

1.1.3 玻色-哈伯德模型

哈伯德模型最初被提出是作为一种理想模型来研究过渡金属中电子的磁特性。

而最初的玻色—哈伯德（1����7������）模型则被用来研究具有强电荷效应的超导薄

膜中的库伯D2�����E对B**/*(C和纳米管中惰性气体的吸收B*4C等物理现象，如今它已成为

凝聚态物理中的一个经典模型。在近几年的研究中，鉴于光晶格的可操控性，各种

变体的玻色�哈伯德模型相继产生，为研究晶格模型中粒子的量子行为提供了良好的

平台。

在光晶格束缚势场中，相互作用的超冷玻色子的哈密顿量为：

               
( (

4 F ( 4 F F
)

* :
( (

s
T

aH d x V V d x
m m

  
           

 
 x x x x x x x x 

（*�,）
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式中第一项是动能项，最后一项描述的是原子间的相互作用项，且为短程势。其中，

  x 表示玻色子场算符，  )V x 表示周期性光晶格势，  TV x 描述一个外加的缓变束

缚势（比如磁场），如图 *�(所示， sa 表示 �波散射长度，� 是单个原子的质量。

图 *�( 光晶格中的 1����7������ 模型示意图[14]，势阱底部的能级由束缚势 TV 产生

在固体理论中，布洛赫（1
���）函数是理想晶格中单原子系统的能量本征函数。

它是倒格矢空间的周期函数，可在正格矢空间作傅里叶级数展开，相应的系数被称

为瓦尼尔（��		���）函数。瓦尼尔函数具有正交性，在不同格点之间彼此正交，因

此瓦尼尔函数具有很好的定域特性，常用来描述单格点上的原子状态。同样/ 瓦尼尔

函数也具有完备性，由它做基矢构造的希尔伯特空间称为瓦尼尔表象。为了讨论光

晶格周期势中格点之间的原子相互作用，在瓦尼尔表象中，将玻色场算符用瓦尼尔

基矢作展开：

   i ii
bw  x x x （*�-）

其中 ib是第 i个格点上的玻色湮灭算符， * ( 4D / / Ex x xx 是原子坐标。利用式（*�-）玻色

场算符的展开式，哈密顿量（*�,）式可约化为玻色�哈伯德模型

 F

/

* *
(i j i i i i

i j i i
H J a a n U n n       （*�5）

其中，J为近邻跃迁（�����	�）项，描述玻色子在相邻格点间的隧穿能量，相应的

隧穿耦合强度由隧穿矩阵元

     
(

4 (
)(i jJ d xw V w

m
  

     
 

 x x x x x
（*�6）

表征， ja （
F
ja ）是玻色子湮灭（产生）算符，求和指标 /i j 表示对最近邻格点求和；

in 表示第 i个格点上的粒子数算符， i 给出了由外加缓变势导致的第 i个格点的能量

偏移，其具体表示为：
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     (4
i T i T id xV w V    x x x x （*�+）

最后一项表示同一格点上原子之间的相互作用，相互作用的强弱由矩阵元

 
(

:4: s
i

aU d x w
m


  x x

（*�*)）

决定。

1.2 量子行走

量子行走是经典随机行走的量子力学推广，它不仅是量子传输的一种基本现象，

同时也是展开量子算法和实现量子计算的实用性工具。与经典随机行走相比，由于

量子态的相干叠加特性，其具有优于经典随机行走的快速扩散特性，如图 *�4B*,C。

量子行走由 0����	��等人于 *++4年B*-C首次提出，该概念的提出，最初的目的

是出于寻找一种对于处理相同的问题，有没有较经典算法效率更高的算法存在？与

经典随机行走中的离散、连续两种情形对应，量子行走也分为离散时间与连续时间

两种。其中连续时间量子行走由 #����和 9����		于 *++6年B*5C首次提出，而离散时

间量子行走由�������于 ())*年B*6C提出，同年由 0����	��等人提出了离散时间量子

行走中的 7�������行走B*+C。

图 *�4 移动 *))步的经典随机行走（虚线）和量子行走（实线）的概率分布

离散时间和连续时间量子行走均被广泛应用于量子算法和量子计算， 2��
��等

人B()C利用连续时间量子行走使得组合二叉树的到达时间，同经典方法相比，呈现指

数加速，���	�� 等人B(*C认为离散时间量子行走（可称作 9�����搜索算法），在一组

混乱的数据库中找到目标数据的效率较最优的经典算法同样是指数加速，0����	��
B((C提出利用量子行走解决元素不同问题的最优算法，达到  (

4O N ，2��
��B(4C和 ������

等人B(:C分别利用连续时间量子行走和离散时间量子行走来实现普适量子计算，以及

后来，2��
��等人B(,C为了提高效率利用多粒子量子行走进行普适量子计算。除此之

外，具有多个硬币B(-C或者退相干硬币B(5C的量子行走，以及局域B(6�4*C，无序B4(/44C，振
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荡B4:�4-C，拓扑B45�:)C，相变B:*C等其他情形的量子行走问题也被研究。相对较多的关于

量子行走的理论工作，到目前为止，也已经有很多量子行走的实验方案被实现，其

中包括杜江峰等人B:(C及 ���	 等人B:4C在核磁共振系统中进行(�&����的连续时间量子

行走和 4�&����的离散时间量子行走，9������	等人B::C在钠玻色�爱因斯坦凝聚态上

和 ������等人B:,C在波导晶体上实现了离散时间量子行走，还有离子阱B:-C，光晶格B:5/:6C，

1����3�	����	 凝聚态B:+C，量子 ����
������ �����B,)C，量子点B,*C等方面都实现了量子

行走， 以及 ()*(年，����	�等人B,(C光晶格中两相互作用玻色子和 ��	��	�等人B,4C

波导晶体上两光子的量子行走，以及二维系统量子行走的实现B,:C，最近，���
���  �

������等人B,,C在光晶格中引入倾斜梯度磁场实现了强关联系统的量子行走。

此外量子行走理论也用来解释其他一些学科领域的相关现象，比如生物系统中

光合作用过程中的能量输运B,-/,5C。

1.2.1 离散时间量子行走

为了更好的了解量子行走和经典随机行走之间的差异性，在介绍离散时间量子

行走之前，我们首先简单介绍离散时间经典随机行走。离散时间经典随机行走的行

走者用硬币表示，每次投掷硬币后，根据硬币的正反状态决定下一步行走的方向。

如果是在一条直线上行走，则硬币有正反两面，相对的移动就是左右两个方向。而

离散时间量子行走与经典情形相似，不同的只是硬币投掷改为硬币算符作用于硬币

态上。这里具体讨论一下一维量子行走的情形，一维量子行走是一维经典随机行走

的量子情形：考虑一个粒子处在希尔伯特空间 P CH H H  上，其中 PH 由正交矢量

 /i i 展开，表示这个粒子位于直线上的位置，且 CH 代表二维硬币空间，其可以

用两正交矢量 )/*c  表示，代表硬币的状态。

初始时刻，硬币态可以表述为如下的叠加态

) *C    （*�**）

其中，是处于不同硬币态的概率幅，且满足
( ( *    。在离散时间量子行走理

论中，表示状态的波函数要写为位置态与硬币态直积的形式：

   ici c
t f t i c   （*�*(）

相应的，初态要写为

 ) )) * x    （*�*4）

)x 表示初始时刻的位置态。
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随后粒子的每一步移动将借助演化算符U完成，演化过程表示为

   )tt U  （*�*:）

其中 c
c i

U c c S C i i      
  
  ，C是硬币投掷算符， cS 是依赖于投掷算符的

平移算符，且表示为 *D *Ecc i
S i i   ， t是移动的步数。

1.2.2 连续时间量子行走

图 *�:图  /G V E [15]

在一个图上的经典连续时间随机行走是一个 ��>��过程。如图 *�:所示，一个

图  /G V E 由点集合  */(/4/ /V v  和两点相连的边集合  /ie j k E 构成。在图上的

行走只发生在有边相连的两个点之间，令 为跃迁几率，粒子在图上行走的过程可用

 ��>����	主方程表示：
D�E D�Ed H
dt


P P （*�*,）

其中取实数值的几率分布矢量 D�EP 用来描述随机行走的状态，转移几率矩阵H定义

如下

/
) /

G

jk

jk

j

j k j k
H j k j k

S j k

 
 



且和 由一条边相连

且和 不相连 （*�*-）

式中相应的
*/

N

j jk
k k j

S
 

  ，用以保证几率流守恒，即对于某一点，粒子由该点跃迁到

其他点的几率要等于其他点上的粒子跃迁到此点的几率。将上面的描述扩展到量子

领域，经典随机行走中几率分布矢量 D�EP 的角色将被复数形式的波函数  t 代替。

同时取 * ，系统的动力学演化遵循含时薛定谔方程

   
�
�
t

i H t
t




 （*�*5）
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或演化方程

     �;� )t iHt   （*�*6）

总之，连续时间量子行走只发生在位置空间 PH ，而不需要硬币空间，不需要投

掷硬币。简单地说就是，我们只要知道系统的哈密顿量，选择一组具有完备、正交

性的基矢构造希尔伯特空间，选择一初始状态，就可以计算我们所关注的物理量。

1.3 任意子模型

任意子的提出成功地解释了分数量子霍尔效应B,6�-)C。然而这些年来，对于任意

子的研究一直局限于二维系统B-*/-(C。直到 7�
��	� 提出另一种不依赖于空间维度的

分数统计概念，即 7�
��	�统计B-4C，这种统计定义可被视为一种广义的泡利不相容

原理，同时它也是分数不相容统计的基础，其中分数不相容统计在低维凝聚态系统

中得到广泛的应用。

1.3.1 7�
��	�统计

7�
��	�统计的定义用公式表示为B-4C

d g N  


    （*�*+）

这是一个微分表达式。其中，下标、表示粒子的种类；d表示一个粒子的希尔

伯特空间维度，其被要求是有限且广延的，当向系统增加一个粒子时，d将发生

变化，并且这一变化一般还要受到系统中已有粒子的影响；g表征统计参数，反映

粒子之间的一种统计相互作用；N是粒子的数目。 此式意味着一个粒子单粒子

态总数目（希尔伯特空间维度）的变化与系统粒子数的变化之间存在一种线性关系。

当  且 )g  时，则称系统存在统计相互作用。通常研究的玻色、费米统计只是

7�
��	�统计的两种特殊情况。 )g  对应玻色统计/ 因为玻色系统是允许多个粒子

处在同一单粒子态上的，新加入系统中的粒子的状态不会受到己有粒子的影响；相

应的 g   对应费米统计，由于费米系统满足的泡利不相容原理，一个单粒子量

子态上仅能容纳一个粒子，新加入的粒子必然只能去占据其他空的单粒子量子态。

除此， g的其它取值，用于描述介于玻色、费米两统计之间的分数统计。

相应的，7�
��	�统计的积分表达式为

 d G g N    


    （*�()）

其中，G等于粒子系统单粒子态的总数目，亦表示在空系统中只加入一个粒子
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对应的 7�
����空间维度。

1.3.2 8�	��任意子

考虑一个具有双势相互作用的一维玻色系统，其哈密顿量表示为：

         ((
* (

/ / / /
k k l

N

N x k l x x j k l k k l
k k l j k l k l

H x x c i x x x x x x                         
（*�(*）

对于该复杂系统，除了一些特殊的情况（ * ( )    ），其一般情形至今仍无法精确

求解。但是，取定 (
* (     时，此模型可以转化为一个相互作用形式相对简单的

任意子模型B-:C。首先，写出上述哈密顿量对应的非线性量子场论形式

    F F F FH HN x x x xH dx c i                （*�((）

其中， ：：表示正规乘积，  x 与其共轭项  F x 是玻色场算符，下标 x表示对 x求

偏导， F   。借助规范变换定义一个新的场算符

       
Fx

i x x dx
x e x

        （*�(4）

结合其共轭形式        F
F F

x
i x x dx

x x e 
       ，可以用新算符、 F 重新将玻色场哈

密顿量表示为B-4�-,C

 (F FH HN x xH dx c             （*�(:）

哈密顿量 NH 对应的 N粒子本征态可以被写为B-,/--C

     F F(
* */ / )

i N
N

N N NN
d xe x x x x

 

        （*�(,）

非线性方程 NH 的形式虽然与之前研究的模型B-5/-6C完全相同，但新算符需满足如下的

对易关系

         
           

* (

* (

F F F F
* ( ( *

F F
* ( ( * * (

i x x

i x x

x x e x x

x x e x x x x

 

  

    

       

   

   
（*�(-）

这里，  x 为符号函数，具体形式为

 
* )
) )
* )

x
x x

x


 
 

 （*�(5）

利用上述对易关系，可以写出与 NH 相应的力学哈密顿量B-+C

 (

/

(
k

N

N x k l
k k l

H c x x        （*�(6）
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其中  */ /N Nx x  是 NH  的本征态。

定义系统波函数

     * */ / )N N Nx x x x N      （*�(+）

利用对易关系可以证明交换系统相邻两粒子，波函数 N 满足下面的交换对称关系

     *
* I* * I*/ / / / / / / / / /i ii x x

N i i N N i i Nx x x x e x x x x        （*�4)）

关于任意两粒子的交换对称关系由上式通过逐步迭代得到

 
   

 
*

* */ / / / / / / /

j j

i m j m
m i m i

i x x x x

N i j N j ix x e x x



   

 
       

  
 

        （*�4*）

最终，一个形式复杂的玻色系统的量子力学问题就成功转换为与之等价的、形

式上简单的任意子问题。只是需要注意任意子系统的哈密顿量形式虽与 �������	����

气体完全一样，但是任意子系统对波函数  */ /N Nx x  作了更高的要求B-,/--C。

1.3.3 9��������任意子

在一些物理模型中，当讨论零距离相互作用B5)C时，利用 8�	��定义下的任意子

处理问题时将非常棘手。为了避免这一困难，另一种与之相似但性质截然不同的一

维任意子定义诞生了，即 9��������任意子。9��������提出由费米场算符出发定义任

意子场算符：

     
x

i x dx

a fx e x
      （*�4(）

其中下标a / f分别代表任意子系统和费米系统，   F F
a a f fx       是两系统的粒子

数算符。场算符满足对易关系

         
           

* (

* (

* ( ( *

F F
* ( ( * * (

i x x
a a a a

i x x
a a a a

x x e x x

x x e x x x x

 

  

     

        
（*�44）

同 8�	��任意子的定义比较，可发现，9��������任意子的定义中硬核约束条件自动

满足：     (( F )a ax x      ， F/ )a a   。基于上述对易关系，9��������定义下的

任意子多体波函数中相邻两粒子的交换满足下面的式子

     *
* I* * */ / / / / / / / / /i ii x x

N i i N N i+ i Nx x x x e x x x x         （*�4:）
相应地，任意两粒子的交换满足

 
   

 
*

* */ / / / / / / /

j j

i m j m
m i m i

i x x x x

N i j N j ix x e x x



   

 
       

  
 

         （*�4,）

上世纪 -)年代，9��������在求解硬核模型时/引入了 1����#����映射理论。近

半个世纪后，9��������由费米场出发定义的一维任意子，把 1����#����映射关系B5*C
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推广到 0	��	�#�����	映射关系B5)C，随后被广泛应用于后来的理论研究工作B5(�55C。

鉴于上述任意子的两种定义，可以考虑把复杂的一些任意子问题转化成较为简

单的玻色、费米问题来讨论。这也是本文在第三章讨论任意子问题的出发点。

1.4 本文内容

基于上述理论知识背景，主要做了以下工作：在第二章中，我们首先考虑了两

粒子在满足周期性边界条件的一维均匀光晶格中，不同的量子统计系统、初始量子

态以及相互作用模式对粒子关联性质的影响；其次，通过引入一线性外势，实现了

晶格中的布洛赫振荡；最后，简单介绍了无序晶格系统中的安德森局域现象。第三

章，我们选择任意子作为研究对象，讨论了统计参数对两粒子关联效应的影响。第

四章是我们对现有工作的一个总结，以及后期工作的一些展望。
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第二章 两全同粒子在一维光晶格中的量子行走

同单粒子量子行走相比，多粒子的量子行走会呈现一些新颖的非经典关联性质，

这将促进实用量子技术的发展。然而，考虑到粒子数的增加会导致希尔伯特空间维

度的指数上升，加大计算的成本。在本章，我们选择两粒子作为研究对象，从连续

时间量子行走理论出发，研究了一维光晶格中两全同粒子的量子行为对初态波函数、

量子统计性质、相互作用强度、相互作用模式、以及晶格的状态（均匀、倾斜、无

序）的依赖效应。

2.1 相互作用系统的量子行走

考虑周期性边界条件下一维光晶格中两全同粒子的量子行走，如图 (�*。系统的

哈密顿量可写为：

 F
* 7���

L L

l l l l d
l L l L

H J a a V n n 
 

     （(�*）

相应的周期边界条件为

*L La a  （(�(）

其中， F
la （ la）表示在第 l格点上产生（湮灭）一个粒子， F

l l ln a a 是粒子数算符，

d表示相互作用模式，可取不同的整数，比如 d=)表示同一格点相互作用，d=*表示

最近邻相互作用，d=(表示次近邻相互作用，以此类推。式（(�*）中的第一项描述

系统的动能，J为最近邻格点之间的跳跃系数；第二项是系统的相互作用项，V代表

相互作用强度。晶格尺度 L����
G(LI*，l为格点指标，且 l＝JL，JLI*，．．．，L 。

图 (�*两粒子的量子行走[52]

2.1.1 独立系统的量子行走

首先考虑最简单的晶格模型，哈密顿量中只有动能项，即表示为

 F
* 7���

L

l l
l L

H J a a 


   （(�4）
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这里，考虑到 / )N H  ，即，总粒子数是守恒的，系统将要在两粒子构造的希尔伯

特空间演化，其中希尔伯特空间可通过一系列的 #��>态来构造，且可表示为

  * ( * (

*?( F F
* ( * l l l ll l a a


   B 0 （(�:）

则任意时刻的波函数为

   
* ( * (l lt C t l l （(�,）

其中， 0 表示真空态。 对于玻色系统，求和指标为 l*≤l(；相应的费米、硬核玻色

系统有 l*<l(。
* (l l

C 为任意态在空间基矢上的展开系数。考虑取自然单位 * ，任意

态的时间演化遵循含时薛定谔方程

   
�
�
t

i H t
t




 （(�-）

当我们选定初态波函数 ) ，通过数值求解微分方程组式（(�-），得到任意时刻

的波函数  t 。进而，可通过式（(�5）、式（(�6）分别计算两粒子在坐标空间、动

量空间的关联

     F F
qr q r r qt t a a a a t    （(�5）

     F Ft t a a a a t       （(�6）

其中下标 q、r为坐标空间指标，α、β为动量空间指标，且 q、r、α、βGJL，JLI*，．．．，

L。  qr t 表示在 q格点发现粒子 *（(）和在 r格点发现粒子 (（*）的联合几率。但

是对于动量空间，为了获得关联函数  t ，我们需要通过离散傅里叶变换

�* �
( *

L
p l

l
l L

a a
L 


  

 ，计算诸如    F F
p q r st a a a a t  类的项，且 q、p、r、s四下

标一般不同，准动量 ( totalp L   。此外，我们申明本文中所有没有标注颜色条的

物理图像都是依据数据取相对值    ��;
qr qrt t  （    ��;t t   ）来绘制的。图像中

不同颜色代表值的大小依据图 (�(给出的颜色条，红色表示最大值，蓝色表示最小值。

图 (�(分别给出初态为 F F
) ) * )a a 和 F F

) * * )a a 的玻色系统和费米系统的

量子行走关联效应。首先，我们发现即使没有相互作用的存在，两粒子也存在干涉

现象B56�6)C。对于初态 F F
) ) * )a a ，鉴于遵循的不同量子统计性质，玻色系统呈现典

型的聚束现象，费米系统呈现反聚束现象。而当初态选定 F F
) * * )a a ，这时的玻

色系统（图 (�(（�））虽有聚束行为，却呈现出一种特殊的空间对称性—输入输出对
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图 (�( 两粒子坐标空间的关联效应（(LI*G5*，JtG*(）
（�）、（�）玻色系统；（�）、（�）费米系统

（�）、（�） F F
) ) * )a a ，（�）、（�） F F

) * * )a a

图 (�4 两粒子动量空间的关联效应（(LI*G5*，JtG*(）
（�）、（�）玻色系统；（�）、（�）费米系统

（�）、（�） F F
) ) * )a a ，（�）、（�） F F

) * * )a a

称：粒子在移动过程中，要么同时处在同一晶格（关联矩阵的主对角线上），要么两

个粒子分别处在关于粒子初始位置对称的晶格的两端（关联矩阵的反对角线上）；相

应的费米系统（图 (�(（�））却呈现类似方格的空间分布。由此可见，选择不同的初

态波函数两粒子量子行走的二阶关联效应也将不同。此外，由动量空间的关联效应

（图 (�4）可发现，对于两种不同的量子初态，玻色系统都呈现聚束行为，费米系统

都是反聚束行为，只是在相空间  /  范围内，表示关联较大值的亮条纹的条数不

同。这里需要说明两点：对于这样的两直积形式的量子初态，量子干涉的发生是源

于粒子的全同性、不可分辨性，当然，可分辨粒子也是有可能发生干涉现象的，只

是需要选择纠缠态B6*C为初始量子态；此外，直积形式的量子态呈现的关联性质是可

以用经典光来仿真实现的，然而，对于全同粒子，当初始量子态选择为粒子同时置

入格点 q或 r的纠缠态（  )
* ( ) ) (
(

i
q r r q

e   ）时，其是没有经典对应物

的，但是全同粒子的纠缠态也可实现聚束、反聚束、输入输出对称、空间环类分布

等关联行为，具体观察图 (�(—图 (�,可知，无论在坐标空间还是动量空间，满足交

换对称的纠缠态较对应的玻色系统直积态和满足交换反对称的纠缠态较对应的费米

系统直积态所呈现的关联图像都存在一个 ( 的相位差。其中有趣的是，费米系统直
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积态的关联效应（图 (�(（�））可以通过玻色系统的纠缠态（图 (�:（�））来实现。

图 (�: 两粒子坐标空间的关联效应（(LI*G5*，JtG*(）

（�）  ) ) * ) *

* ( ) ) (
(

  （�）  ) * * * *

* ( ) ) (
(  

 

（�）  ) ) * ) *

* ( ) ) (
(

  （�）  ) * * * *

* ( ) ) (
(  

 

图 (�, 两粒子动量空间的关联效应（(LI*G5*，JtG*(）

（�）  ) ) * ) *

* ( ) ) (
(

  （�）  ) * * * *

* ( ) ) (
(  

 

（�）  ) ) * ) *

* ( ) ) (
(

  （�）  ) * * * *

* ( ) ) (
(  

 

此外，我们也可以选择任意相  )/  来研究。图 (�-是 (  的情况，其坐

标空间的关联明显介于 ) 和   两者之间，动量空间的关联图像虽模糊，但总

体取值趋向最大、最小值中间的值（这是因为 ) 对应的关联图像中的亮条纹位置

正是   时暗条纹的位置，两者互补，取中间值）。

图 (�- 两粒子的关联效应（(LI*G5*，JtG*(）

坐标空间（�） (
) ) * ) *

* ( ) ) (
(

i
e


 

  
 

 （�） (
) * * * *

* ( ) ) (
(

i
e




 

 
  

 


动量空间（�） (
) ) * ) *

* ( ) ) (
(

i
e


 

  
 

 （�） (
) * * * *

* ( ) ) (
(

i
e




 

 
  

 

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2.1.2 同一格点相互作用的玻色系统的量子行走

本小节我们分析相互作用对两粒子量子行走的影响，即相互作用模式 dG)的情

形。当 dG)时，系统哈密顿量为

 F
* 7���

L L

l l l l
l L l L

H J a a V n n
 

     （(�+）

这里稍作变化，将其写为我们熟知的一维 1����7������模型

   F
* 7��� *

(

L L

l l l l
l L l L

UH J a a n n
 

      （(�*)）

U为同一格点相互作用能。我们依然选择几种不同的初始量子态来研究其关联性质

 qr t 、  t 和粒子数密度      F
q q qn t t a a t   （关联矩阵  qr t 各列的求和）

的分布情况。

图 (�5 相互作用对坐标空间下不同初态的两粒子量子行走的影响（(LI*G(*，JtG:）

（�）  (F
) )* ( )a （�） F F

) ) * )a a （�） F F
) * * )a a

图 (�5（�）描述的是初始时刻两粒子置入同一格点的情形，即  (F) )* ( )a 。

其中上下两行分别描述的是两粒子关联效应和粒子数密度分布的情况。当 UG)时，

两粒子并没有发生干涉B56C。粒子在随后的传播过程中要么同时处在关于初始位置对

称的两端，要么分别处在这两端，在图像中体现为关联矩阵中对称的四个峰值。随

着 U的增大，关联图像显示粒子以粒子对的形式传播。同时，密度分布图像出现局

域现象。图 (�5（�）描述的是初始时刻两粒子置入近邻格点的情形，即 F F
) ) * )a a 。

UG)的情形我们之前已讨论，玻色系统呈现聚束现象，通常也称7�	���� 1���	K"����
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D71"E �	���
���	���B6(/64C。随着 U的增大，粒子数密度分布情况的变化不大，但是两

体关联效应却发生了根本的变化：由聚束逐渐转化为反聚束。特别地，当 U取较大

值时，玻色系统呈现的关联图像与自由费米系统相近，甚至在极限U 时，完全

等同于费米系统，此时粒子数密度分布与 UG)时的一样。图 (�5（�）描述的是初始

时刻两粒子置入次近邻格点的情形，即 F F
) * * )a a 。UG)的情形符合之前提及的

玻色系统的输入输出对称，随着 U的增大，两体关联效应由玻色系统过渡到类似的

费米系统，在极限U 时，等同于费米系统。而粒子数密度分布在 U变化的过程

中几乎没有改变。但是针对三种情形，值得强调是：相互作用对两粒子量子行走的

影响在于其强度（大小）而并不依赖于相互作用正负的取值。

图 (�6关注的是相互作用对动量空间关联性质的影响，其中图 (�6（�）描述的是

初态 F F
) ) * )a a ，图 (�6（�）描述的是初态 F F

) * * )a a ，随着 U的增大，关联

效应由玻色系统过渡到硬核玻色系统。其实在坐标空间，两种初始量子态对应的关

联效应随着 U的增大，也是由玻色系统过渡到硬核玻色系统，只是在实空间硬核玻

色系统的关联效应和费米系统一样。这是可以理解的，因为对于硬核问题，我们一

般会通过 .����	����	��变换
*

�;�
l

l l i
i L

a f i n




   
 

 ，
*

F F�;�
l

l i l
i L

a i n f




   
 

 （(�**）

将硬核系统转化到无自旋费米系统处理。其中（(�**）式中的 la 和 lf 分别代表硬核玻

色算符和费米算符。

图 (�6 不同初态动量空间下的两粒子量子行走（(LI*G(*，JtG:）
（�） F F

) ) * )a a （�） F F
) * * )a a

2.1.3 近邻格点相互作用的玻色、费米、硬核玻色系统的量子行走

这一节我们考虑两种近邻相互作用（最近邻和次近邻）对两粒子量子行走的影

响，即 dG*B6:C和 dG(B6,C的情形。相应的系统哈密顿量分别表示为
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 F
* *7���

L L

l l l l
l L l L

H J a a V n n 
 

     （(�*(）

 F
* (7���

L L

l l l l
l L l L

H J a a V n n 
 

     （(�*4）

鉴于研究的是格点间的相互作用，研究对象可以选取玻色、费米、硬核玻色 4

种系统。其满足的对易关系，如表 (�*。

表 (�*坐标空间的对易关系

玻色系统 硬核玻色系统 费米系统

  F F/ / )l k l ka a a a      F F F/ / / )l k l k l ka a a a a a        
（ l k ）

   F F/ / )l k l ka a a a 

F/l k lka a        F F/ / )l l l la a a a  ， F/ *l la a   F/l k lka a  

通过离散傅里叶变换

�* �
( *

L
p l

l
l L

a a
L 


  

 ， �F F* �
( *

L
p l

l
l L

a a
L






  

 （(�*:）

可以轻松获得 4系统在动量空间的对易关系，表 (�(，

表 (�(动量空间的对易关系

玻色系统 硬核玻色系统 费米系统
F F/ / )a a a a          

F F/ / )a a a a              F F/ / )a a a a    

F/a a     
 

F F
/

(/
total

a a a a
L  

            
   F/a a   

其中下标 l，k为坐标空间指标，α，β， ， 为动量空间指标，且 l，k，α，β， ，
  GJL，JLI*，．．．，L，准动量 ( totalp L   。

(�*�4�* dG*

考虑最近邻相互作用，且作用强度 )V  B6:C的情形。同时选定初态波函数

F F
) ) * )a a ，研究最近邻相互作用对两粒子量子行走的影响。

图 (�+描述的是 4系统在坐标空间的关联。可以清楚地看到，玻色系统呈现聚束

现象，费米系统和硬核玻色系统呈现反聚束现象。费米系统和硬核玻色系统在实空

间的关联性质几乎一样（事实上数据存在微小的差异）。这样，实空间的关联信息只

能做到将玻色系统从 4系统中识别出来。同时，对动量空间关联信息的关注，如图

(�*)，发现费米系统和硬核玻色系统在动量空间分别呈现反聚束和聚束现象。最终，

坐标空间和动量空间的结合，做到了将 4系统清楚识别。具体观察图 (�+，可发现随
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图 (�+ 坐标空间下两粒子量子行走的关联效应（(LI*G(*）
（�）V?JG)，JtG:（�）V?JG�*，JtG:�,（�）V?JG�:，JtG5�,

图 (�*) 动量空间下两粒子量子行走的关联效应（(LI*G(*）
（�）V?JG)，JtG:（�）V?JG�*，JtG:�,（�）V?JG�:，JtG5�,

着 ?V J 的增大，关联函数  qr t 次对角线（ *q r  ）上的值逐渐变大，其是两粒子

出现绑定行走的信号，也是两粒子束缚态B6-�66C存在的迹象。

特别是，当近邻相互作用增大到一定值时，哈密顿量中的动能项与相互作用项

相比，前者可作为微扰来处理，且利用简并系统的二阶微扰理论B6+C

) *H H H   （(�*,）

*H H   （(�*-）
其中 *H 为微扰项，为耦合参数。对于任意的哈密顿量H，作用的希尔伯特空间为
7，

m PH
P m m



  为投影算符，其作用是将空间 7投影在其子空间 PL，与 P正交

的算符为 *Q P  。且满足 (P P ， (Q Q ， )PQ QP  。 为全空间的波函数，
满足薛定谔方程 H E  。通过简单的推导我们可以获得有效哈密顿量

  *effH PHP PHQ QHQ E QHP   （(�*5）
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通过进一步的迭代获得精确到二阶的有效哈密顿量

  *effH PHP PHQ QHQ PHP QHP   （(�*6）
这里我们可将哈密顿量

 F
* *7���

L L

l l l l
l L l L

H J a a V n n 
 

    
重新表示为

) *

L

l l
l L

H V n n 


  （(�*+）

 F
* 7���

L

l l
l L

H J a a 


    （(�()）

这时作用的子空间 PL为 ** /*q q ，其中 / /q L L   ， ** /* * /*L L L L 
。

进而解析获得系统的有效单粒子哈密顿量

 F F F
* *

L L

eff eff l l l l eff l l
l L l L

H J c c c c c c 
 

    （(�(*）

其中，

F F F
*l l lc a a  ； F

**/ *l l lc n n   0 ；

(
�

 �

 4bJ J J V  ； (

�

 �

 �


f hcbJ J J J V   ； （(�((）

(
�

 �

 -b J V V    ； (

�

 �

 �

 (f hcb J V V      ；。

这里，上标 b、f和 hcb分别表示玻色、费米和硬核玻色系统。对于强相互作用情形，

两粒子视如一个复合粒子。此时，绑定行走在两粒子量子行走中占主导地位，如图

(�**所示，对于给定的 J和 V，复合粒子在最近邻格点间的跳跃强度依赖于系统中粒

子的统计性质。玻色系统的跳跃强度是费米（硬核玻色）系统的三倍。这与上述解

析结果是相符的。

图 (�** 强相互作用下的两粒子量子行走（(LI*G(*，V?JG�6)）
（�）JtG**)（�）JtG**)（�）JtG44)

(�*�4�( dG(

考虑次近邻相互作用，且作用强度 )V  B6,C的情形。选定与相互作用模式匹配的

初态波函数 F F
) * * )a a ，观察次近邻相互作用对粒子关联效应的影响，并研究粒
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子的动力学演化过程。

图 (�*( 坐标空间下玻色系统的两粒子量子行走的关联效应随时间的变化（(LI*G(*）

图 (�*4 坐标空间下费米系统的两粒子量子行走的关联效应随时间的变化（(LI*G(*）

图 (�*: 坐标空间下硬核玻色系统的两粒子量子行走的关联效应随时间的变化（(LI*G(*）
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图 (�*(—图 (�*:依次给出玻色系统、费米系统和硬核玻色系统的两粒子量子行

走关联效应，4列分别对应相互作用强度参数 V取 )，*，:（以 J为单位）的动力学

演化过程。其中，第 *行是 tG)（以 * ?J为单位）时刻的关联图像，最后 1行分别对

应 JtG:，:�,，5�,时刻的关联图像，这样的参数取值可使关联矩阵呈现出比较直观清

晰的物理图像。此外，为了展示动力学演化过程，我们给出了中间时间参数的关联

图像。

图 (�*(和图 (�*4展示了在玻色和费米系统中,针对同一相互作用强度 V，关联矩

阵中较大值均随时间的增大，逐渐向矩阵的边缘移动，且相对方向上移动的几率相

同。对于 V?JG)，JtG:的参数，4系统的关联效应已在上一小节作了分析，对于费米

系统呈现的环类分布，这里借助相应参数的粒子数密度分布图（图 (�*-（�））可见，

有相对较大的几率发现一个粒子处在晶格的边缘，而另一个粒子位于晶格的中心区

域附近。此外，结合 dG*和 dG(的情形可知，随着相互作用强度 V的增大，两粒子

经历独立行走M独立行走和绑定行走共存M最终两个粒子像是被束缚在一起似的，

由初始位置以某一共同速度等几率地向晶格相反方向移动。同时，在有限相互作用

下，将 dG(与 dG*的情形比较，发现当考虑相互作用为最近邻相互作用，同时选定

初态波函数 F F
) ) *a a 0 时，关联函数值主要存在于次对角线（qGrN*）上；相应的，

当相互作用为次近邻相互作用，这时选定初态波函数 F F
) * *a a 0 ，关联函数值则

主要存在于次对角线（qGrN(）上，因此，绑定行走的形式应是初态波函数和相互作

用模式共同作用的效果，而具体针对某一相互作用模式，相互作用取值的正负，并

不会影响相关的物理规律。

图 (�*, 玻色系统中粒子数密度随时间的变化
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图 (�*,和图 (�*-分别给出在玻色系统和费米系统下粒子数密度随时间的变化情

况。同样，在两系统中可发现随着时间的增长粒子向晶格边缘方向移动。尤其通过

对图 (�*,（�）和（�），图 (�*-（�）和（�）的中间区域作比较，发现当 V?JG:，JtG4�5,

（格点（J*，*）密度分布值小于 V?JG:，JtG(�(,的情况，因为随着时间的增长粒子

移向晶格的边缘）时，在格点（J*，*）处粒子的密度分布值明显大于 V?JG*，JtG(�(,

的情况。该现象违背人的直觉：排斥力促使粒子分离，吸引力有助于束缚粒子。这

可理解为一种动力学稳态B+)C，在强相互作用下，粒子的分离行为受到限制，似重新

组合为一个复合粒子。

图 (�*- 费米系统中粒子数密度随时间的变化

图 (�*5—图 (�*+给出的是图 (�*(—图 (�*:相应参数下的 4系统的关联涨落变化

情况。其中关联涨落定义式为

     *D E
(

F
qr qr q rt t n t n t    （(�(4）

上标 F（#
��������	）是关联涨落的指标，以区别于  qr t ，  qn t 是粒子数密度。对

于涨落，其描述的是物理量围绕自身统计平均值的微小无规则偏离现象。

由图 (�*5—图 (�*+可见，考虑 Jt≠)时刻，当相互作用为 )时，关联矩阵呈现 )

值背景下的涨落正负对称现象；当相互作用取非零值时，涨落正负对称现象将会被

打破，且随着相互作用的增大，这种涨落正负对称破坏的程度会越来越明显。此外，

费米系统和硬核玻色系统在关联涨落图像中存在明显的差异。这将有助于我们在坐

标空间就实现将玻色、费米、硬核玻色系统区分。

图 (�()为玻色系统和费米系统在强相互作用下两粒子的关联、关联涨落、以及

粒子数密度的分布情况。对于玻色、费米、和硬核玻色 4个系统，当次近邻相互作
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图 (�*5 坐标空间下玻色系统的两粒子量子行走的关联涨落随时间的变化（(LI*G(*）

图 (�*6 坐标空间下费米系统的两粒子量子行走的关联涨落随时间的变化（(LI*G(*）

图 (�*+ 坐标空间下硬核玻色系统的两粒子量子行走的关联涨落随时间的变化（(LI*G(*）
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用增大到一定值时，哈密顿量中的动能项与相互作用项相比，前者亦可作为微扰来处

理，利用简并系统的二阶微扰理论，可解析获得有效单粒子哈密顿量为

 F F F
�

 �

 * * �



L L

l l l l l l
l L l L

H J c c c c c c 
 

    （(�(:）

其中，

F F F
(l l lc a a  ， F

(*/ *l l lc n n   0 ；

(
�

 �

 �

 �

 (b f hcbJ J J J J V    ；

(
�

 �

 �

 �

 :b f hcb J V V        。

由此可知，玻色系统的近邻跳跃速度与费米、硬核玻色系统相同，这与 dG*情形中

�

 �

 �

4 4b f hcbJ J J  的情况不同。图 (�()（�）呈现的数值计算结果亦与解析结果吻合。

关联函数值主要存在于次对角线（qGrN(）上，两粒子被束缚，共同以某一速度行走。

这时的Oq，qN(表示在格点 q发现粒子 *（(），在格点 qN(发现粒子 (（*）的联合几率。

图 (�() 坐标空间下两强相互作用粒子的量子行走
（(LI*G(*，V?JG-)，JtG,, )

图(�(*—图 (�(4描述了动量空间的两粒子关联函数随时间的变化情况。由图 (�(*

和图 (�((可见，在相互作用为零时，玻色系统和费米系统的动力学演化过程并未被

清楚地呈现，且玻色关联图像到费米关联图像是平移效果（具体操作可通过构建任

意子模型B+*C将两者联系起来）。当相互作用取非零值时，动力学演化过程呈现，且基

于不同的量子统计性质，玻色系统呈现聚束行为，费米系统呈现反聚束行为，硬核

玻色系统呈现聚束行为。
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图 (�(* 动量空间下玻色系统的两粒子量子行走的关联效应随时间的变化（(LI*G(*）

图 (�(( 动量空间下费米系统的两粒子量子行走的关联效应随时间的变化（(LI*G(*）

图 (�(4 动量空间下硬核玻色系统的两粒子量子行走的关联效应随时间的变化（(LI*G(*）
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2.2 量子行走的布洛赫振荡

鉴于之前的工作是基于粒子未到达晶格边界作的讨论，在研究晶格中的布洛赫

振荡周期性之前，我们首先来关注一下边界效应对量子行走的影响。

我们借用文献B+(C的研究系统

 F F
* 7��� (

L L

l l l l
l L l L

H J a a J a a
 

     （(�(,）

初态选定为  ) ) * ) *
* ( ( ) ) (  。同时考虑三种边界条件：周期性边界条件

（�12），开边界条件（$12）， 反射边界条件（�12）B+4C。结合图 (�(:和图 (�(,

可知，在粒子未到达晶格边界之前（黑箭头之前），三种边界条件下，粒子呈现的关

联效应是一致的，是典型的弹道传输，粒子数密度分布主要存在于两端的亮条纹，

且与时间呈线性关系。一旦到达边界，在随后的演化过程中，�12、$12和 �12下

的关联效应将会存在差异。如图 (�(,（�）所示，JtG:)时刻 $12下的关联图像中关

联较大值存在的区域相对 �12下的关联图像要小，�12和 �12下关联图像的差异

性不明显（具体的细微差别可观察图 (�(-的边缘值），但动量空间（图 (�(,（�））却

清晰的反映出边界条件带来的效应。因此，在研究有限尺度的系统时，我们有必要

考虑到边界效应。

图 (�(: 坐标空间下玻色系统粒子数密度随时间的变化（(L+*G5*）
（�）�12 （�）$12 （�）�12
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（�）坐标空间

（�）动量空间

图 (�(, 玻色系统的两粒子量子行走的关联效应随时间的变化（(L+*G5*）

图 (�(- 玻色系统的两粒子量子行走的粒子数密度随时间的变化（(L+*G5*）

接下来，我们讨论晶格中的布洛赫振荡现象。考虑在原有动能项的基础上，引

入一个倾斜势，倾斜度用 B来表示，光波导模型中称之为线性传播常数。哈密顿量

写为

 F F
* 7���

L L

l l l l
l L l L

H J a a B la a
 

     （(�(-）

这时，考虑到倾斜势的加入，周期性边界条件将不再适用，我们转向开边界条件。
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通过海森堡方程

 *D�E D�E/d A A H
dt i




（(�(5）

其中 D�EA 是算符，且这里让产生算符 F
ja 代替 D�EA ，有 F F* /j j

d a a H
dt i

   
，进而求得

 F F F F
* *j j j j

di a jBa J a a
dt      （(�(6）

然后在式子两边同时乘以
*
v
（在波导模型中，v为光在波导中的传播速度，且 cv

n
 ，

c为真空光速，n为波导材料的折射率），有

   F F F F
* *j j j j

d B Ji a j a a a
d vt v v      （(�(+）

令 vt z （z为沿着传播方向的空间位置）， B B
v

 ，
J C
v

  （ C在光波导模型中称

为近邻耦合常数），即

 F F F F
* *j j j j

di a jB a C a a
dz      （(�4)）

该式子用来描述倾斜的单模波导模型B4,C，也是单粒子传播遵循的方程。产生算符的

演化      F F
/ )l l l ll

a z U z a z 
  可用式子（(�4)）的格林函数  /l lU z

B4,/+:/+,C来实现，

幺正变换  /l lU z 描述一个粒子由格点 l移动到格点 l 的几率强度，具体形式为

         
( ( ( (

/
: :��	D (E ��	D (E

B z Bti l l i l l i l l i l l

l l l l l l
C JU z e e J B z e e J Bt
B B

       

   
          

（(�4*）

其中 lJ 是第 l阶第一类贝塞尔函数。当
F FD�E j kA a a 时，带入  *D�E D�E/d A A H

dt i



我们解

得两粒子传播遵循的海森堡方程

 F F F F F F F F F F F
* * * *(j k j j k j k k j k j

di a a jB a C a a a a a a a a
dz          （(�4(）

当研究单粒子问题 B4,C时，由式（(�4*）可知粒子围绕初始位置的振荡周期

" : J B  ，当粒子初始量子态取单粒子纯态时，粒子数密度随时间的变化显示双支

振荡B4,C（双支振荡现象是基于粒子由初始位置等几率向晶格两端移动），每支呈现正

弦曲线；当初态选择单粒子的纠缠态时，粒子数密度随时间的变化显示单支振荡B4,C。

这里我们考虑连续时间的量子行走，由系统哈密顿量出发研究两粒子纠缠态量子行

走的动力学问题。

图 (�(5描述的是初始量子态分别选定最大纠缠态  ) ) * ) *

* ( ) ) (
(

  和
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 ) * * * *

* ( ) ) (
(  

  时，粒子数密度 qn 随时间的变化。由图可见，两粒子

纠缠态的粒子数密度的振荡显示双支振荡，振荡周期为" ? (。结合单粒子纠缠态的

振荡周期（"）可见，振荡周期的长短与粒子数的多少有关。

图 (�(5 粒子数密度在坐标空间的布洛赫振荡（(LI*G5*，B/JG)�(）

（�）  ) ) * ) *

* ( ) ) (
(

  （�）  ) * * * *

* ( ) ) (
(  

 

图 (�(6（�）描述的是纠缠态  ) ) * ) *

* ( ) ) (
(

ie   中   时的关联矩

阵的动力学演化过程。在起初的传播过程中，粒子运动行为与我们前面讨论的两粒

子在满足周期性边界条件的均匀晶格中的运动情形一致：关联矩阵反对角线上的值

明显较对角线上的值要大，粒子显示的是反聚束现象，两个粒子分处振荡曲线的一

支；在随后的演化过程中，当粒子靠近转向点  )�(," 时，关联矩阵的对称性发生了

明显的变化：对角线上的值变的越发显眼，有较大的几率发现两粒子处在振荡曲线

的其中一支。在转向点  )�(," 处，粒子显示的是聚束现象，关联矩阵反对角线上的

数值为零，也就是两粒子决不会分别处在双支振荡的其中一支。引人注目的是，尽

管初始时刻两粒子处在不同的分支，在转向点，它们将汇聚在其中的一支。越过这

一转向点后，粒子数密度分布向粒子初始置入的位置收缩。在收缩的过程中粒子再

次转向反聚束态。在一个振荡周期" ? (内，实现了两次聚束�反聚束的转化。图 (�(6

（�）描述的是纠缠态中   时的关联矩阵的动力学演化过程，对比图 (�(6（�）和

（�），可发现θ的取值确定了起初两粒子关联是聚束还是反聚束，但是聚束、反聚束

循环的周期并不依赖于相因子 。
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图 (�(6 关联矩阵在坐标空间的布洛赫振荡（(LI*G5*，B/JG)�(）
（�） ) （�）  

图 (�(+是图 (�(6相应参数下粒子在动量空间的关联效应，其中也可以看出关联

振荡的周期（" ? :）是粒子数分布振荡周期（" ? (）的一半。同时，动量空间的演

化实现了关联图像中亮条纹的平移H 沿着对角线达到布里渊区 k  边界后，反射到

边界 k  ，然后平移返回到原来的位置。

接着，我们分析了纠缠态  ) * * * *

* ( ) ) (
(

iθe
 

  的关联效应，由图 (�4)

可知，这种情形下聚束—反聚束的变换以一种特殊的空间对称性呈现。关联图像在

两种状态（矩阵峰值出现在矩阵的四个角落；矩阵峰值出现在矩阵角落的中间区域）

之间缓慢变换，且振荡变换的周期为" ? 6，是纠缠态  ) ) * ) *

* ( ) ) (
(

ie  

关联振荡周期的一半。这一信息可通过对比图 (�(+和图 (�4*获得。由此可见，粒子

初始时刻置入晶格的指标差会影响关联振荡的周期。

图 (�(+ 关联矩阵在动量空间的布洛赫振荡（(LI*G5*，B/JG)�(）
（�） ) （�）  
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图 (�4) 关联矩阵在坐标空间的布洛赫振荡（(LI*G5*，B/JG)�(）
（�） ) （�）  

图 (�4* 关联矩阵在动量空间的布洛赫振荡（(LI*G5*，B/JG)�(）
（�） ) （�）  

倾斜势（线性势）的加入实现了周期性的动力学演化。那么非线性相互作用的

加入会带来怎么的影响？我们考虑三种情况：同一格点相互作用 U（公式 (�44），最

近邻格点相互作用 V（公式 (�4:），谐振子势 WB+-C（公式 (�4,），相应的哈密顿量为

   F F
* 7��� *

(

L L L

l l l l l l
l L l L l L

UH J a a B la a n n
  

        （(�44）

 F F
* *7���

L L L

l l l l l l
l L l L l L

H J a a B la a V n n 
  

       （(�4:）

 F F ( F
* 7���

L L L

l l l l l l
l L l L l L

H J a a B la a W l a a
  

       （(�4,）



一维光晶格中两任意子关联性质的研究

4:

（�）同一格点相互作用

（�）最近邻相互作用

（�）谐振子势

图 (�4( 非线性项对粒子数密度在坐标空间的布洛赫振荡周期的影响（(LI*G5*，B/JG)�(）

图 (�4(给出了非线性相互作用对纠缠态  ) ) * ) *

* ( ) ) (
(

  的空间粒子

数密度分布动力学演化周期性的影响。对于图 (�4(（�），我们发现随着相互作用 U

的增大，振荡的周期性破坏程度越明显，继续增大相互作用，布洛赫振荡频率将为

原来振荡频率的二倍，且由于长程跳跃（
�	����	�� ��		�
�	�）效应B,,C，振荡图像的

左右不对称现象愈发明显，当相互作用足够大时，粒子的振荡将被局域在置入晶格

的初始位置附近。对于非线性项最近邻相互作用 V（图 (�4(（�））和谐振子势 W（图
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(�4(（�）），随着其取值的增大，振荡的周期性破坏程度越明显，当相互作用足够大

时，粒子的振荡将被局域在置入晶格的初始位置附近。所要注意的是，较小的 W取

值就足以破坏原有的周期性振荡行为。

此外，我们也观察了倾斜度 B对纠缠态  ) ) * ) *

* ( ) ) (
(

  的粒子数密

度分布的影响。如图 (�44所示，随着 B/J的逐渐增大，粒子分布的空间尺度逐渐减

小，在 B/JG)�:时重新回到了初始位置，继续增大 B/J，在 B/JG)�6时再次回到了初始

位置，形同��		��������> ������B+5/+6C。最终 B/J的变化带来两种结果：振荡周期的变

化" : J B  ；粒子分布的空间尺度的变化。

图 (�44 倾斜度对粒子数密度在坐标空间的布洛赫振荡的影响（(LI*G5*，JtG,P）

2.3 量子行走的安德森局域

我们之前研究系统中的跳跃系数 J、相互作用参数（U，V）和倾斜度 B并没有

依赖于晶格的格点指标，也就是所谓的均匀系统。在这一小节将考虑非均匀系统：

无序系统。无序通过赋予 � *l lJ  或 lB 一组随机数来引入。相应的哈密顿量为

 F F
� * *

* *

7���
L L

l l l l l l l
l l

H J a a B a a 
 

     （(�4-）

文献B(6C就系统哈密顿量式（(�4-）作了较为详细的分析，如图 (�4:B(6C，其中偶数列

是相应系统关联图像中间局域区域的放大图。不管初始量子态是直积态（左

F F
) ) * )a a ，中 F F

) * * )a a ）还是纠缠态（右上  ) ) * ) *

* ( ) ) (
(

  ，右

下  ) * * * *

* ( ) ) (
(  

  ），无序的存在都会导致关联矩阵中局域现象的出现。

具体表现为关联矩阵图像中间区域存在不可忽略的关联值。
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现在我们具体关注一下玻色系统选择初态 F F
) ) * )a a 的关联图像，发现两玻色

子既可以以弹道传输方式移动，某时刻以聚束的形式存在于关联矩阵对角线的两个顶

端，也可以基于晶格的无序，在散射过程中出现局域现象，关联图像的中间呈现数值

较大的红色。此外，鉴于矩阵图像四个边缘中间的亮点，一个粒子局域另一个粒子扩

散的可能性也存在。总之，对无序系统的研究将有助于对真实复杂的物理环境的认识。

图 (�4: 无序导致的安德森局域现象[28]

2.4 小结

在第一小节首先讨论了独立系统的量子行为，发现即使没有相互作用的存在，两

粒子也可产生量子干涉现象。满足不同统计性质的粒子呈现的关联效应不同。并且，

不同初始量子态的选择也会影响粒子量子行走的关联性质。有趣的是，玻色子的纠缠

态可以实现类似于费米系统中直积态的关联效应。只是直积态的关联效应在实验上是

可以用经典光来模拟的，但是纠缠态却找不到相应的经典对应物；接着，我们在系统

中考虑了同一格点的相互作用，发现随着相互作用的增大，玻色系统的二阶关联图像

逐渐由玻色系统过渡到硬核玻色系统，而相互作用 U取值的正负并不影响此变化过

程；紧接着，我们对相互作用模式做了调整，分别考虑了最近邻和次近邻两种相互作

用对两粒子量子行走的影响，得出相互作用 V的强弱决定了两粒子是独立行走，还

是绑定行走。绑定行走的具体形式是初态波函数和相互作用模式共同作用的结果。同

样，相互作用 V取值的正负不影响相应的物理规律。

第二小节分析了线性倾斜势导致的纠缠态的布洛赫振荡。发现粒子数密度振荡周

期的长短与粒子数的个数有关；聚束—反聚束转化的周期与粒子初始置入晶格的指标

差有关。此外，非线性相互作用的存在将会影响原来振荡行为的周期性。

最后，在第三小节简单介绍了无序系统带来的安德森局域现象。
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第三章 一维光晶格中两相互作用任意子的量子行走

前面的讨论都是基于熟悉的一些系统，本章我们将研究的粒子推广到满足分数统

计的任意子。讨论分数统计参数的引入对两相互作用任意子量子行走的影响。

3.1 两相互作用任意子的关联

基于满足周期性边界条件的一维光晶格，我们研究两全同任意子的关联效应。系

统的哈密顿量表示为

   F
* *7��� *

(

L
a

l l l l l l
l L

UH J a a n n Vn n 


        
 （4�*）

其中，上标 a代表任意子系统， F
la （ la）分别为任意子的产生（湮灭）算符，且满足

对易关系
 

 

F F

D E

F F F F

i l k
l k k l lk

i l k
l k k l

i l k
l k k l

a a e a a
a a e a a

a a e a a

 





 












（4�(）

其中符号函数

 
*
)
*

l k
l k l k

l k


  
 



参数 用以描述任意子所满足的分数统计性质，且  )/* ，当 ) 时，我们称之为

玻色极限，相应的 * 为费米极限。在绪论部分，我们已经提及任意子系统（  a x ）

通常需要借助玻色系统（  b x ）来实现，具体形式表示为

       
Fx

bbi x x dx

a bx e x
      


（4�4）

其中下标 a，b分别指示任意子和玻色子系统。人们也将这种由玻色系统出发定义的

任意子称为 8�	��任意子。很显然，这种实现方式保证了任意子系统在玻色极限可以

完美地退化为玻色系统。但是，在费米极限，粒子在同一格点满足玻色对易关系，不

同格点满足费米反对易关系，文献B++C将这一特殊情形下的粒子称为赝费米子

（�������
�����	）。然而，8�	��任意子的定义在处理零距离相互作用的一些物理模

型时将非常棘手。为此 9��������提出了另一种依据费米系统来实现任意子系统的方

法，即 0	��	�#�����	  ����	�。相应地，该定义下的任意子称为 9��������任意子。

只是，这种费米表象仅仅能描述系统间存在强排斥相互作用极限的情形，也就是所谓

的硬核相互作用，具体情况我们将在 4�(做讨论。

这里我们从任意子的第一种定义出发，借助一维系统中任意子和玻色子的映射理
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论来研究任意子的关联性质。首先，引进分数版本的 .����	����	�� 变换 B++C，即

0	��	�1���	  ����	�
*

�;�
l

l l i
i L

a b i n




   
 

 ，
*

F F�;�
l

l i l
i L

a i n b




   
 

 （4�:）

其中， F F
l l l l ln a a b b  是两种粒子的粒子数算符。如果从玻色子的对易关系出发，亦

  F F/ / )l k l kb b b b    ， F/l k lkb b     ，我们可以轻松地验证算符 la事实上满足任意子对易

关系式（4�(）。这种映射理论说明了一维系统中的任意子实际上是一种非局域的准粒

子，其非局域性体现在式（4�:）中的任意子算符 la 可表示为玻色算符 lb 和算符串

*

�;�
l

i
i L

i n




  
 

 的乘积形式。

图 4�* 0	��	�1���	  ����	�示意图B++C

我们最终的目的是提出一个现实的方案用以研究一维系统中相互作用的任意子

气体的动力学行为。因此，在考虑 0	��	�1���	  ����	�的基础上，结合系统所满足

的周期性边界条件

*
F F

*
F F

�;�

�;�

L

L L i L L
i L

L

L L L L i
i L

a a i n b b

a a b b i n



 




 


   
 

   
 








（4�,）

哈密顿量 aH 可以重新写为玻色算符的形式

   
* *

F F
* *�;�D E 7��� �;� 7��� *

(

L L L L
b

l l l i L L l l l l
l L i L l L l L

UH J b i n b J i n b b n n V n n
 

  
   

            
  

    

（4�-）
这样，对于哈密顿量 bH ，除了边界（�L和 L），粒子在最近邻格点（l，l+*）间跳跃

时，会导致跳跃振幅 J依赖于格点占有数 ln，具体表现为 �;�D ElJ i n  ，如果格点 l
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上没有粒子，跳跃振幅仅仅是 J；如果格点 l 上放置一个粒子，跳跃振幅则为

�;�D EJ i  ，如图 4�*，以此类推。同时，需要说明的是，基于我们研究的是粒子未

到达晶格边界的量子行走，由周期性边界条件引入的非局域映射项

*
F�;� 7��

L

i L L
i L

J i n b b





     
  

 对系统的影响将非常小，这样任意子和玻色子之间的非

局域映射就幸运地实现了较好的局域。此外，正如任意子对易关系描述的那样，任意

子的空间对称性遭到破坏，而 .����	����	��变换将这种非对称性转移到玻色系统，

具体表现为哈密顿量 bH 中相因子 �;�D Eli n  仅仅作用在目标格点 l，这将破坏空间

的宇称对称性。

同第二章讨论一样，在考虑了系统哈密顿量的前提下，我们构建两粒子系统的希

尔伯特空间。对于两任意子，基于采用了精确的 0	��	�1���	  ����	�映射理论，系

统希尔伯特空间可以表示为 ( (
a bB B   * ( * (

*?( F F
* ( * (/ * /l l l ll l b b L l l L


       0 。 0

表示真空态。知道了 (
bB ，很容易求得哈密顿矩阵

 (H ，让 * ，任意态的时间演化

遵循含时薛定谔方程
     (�
�
t

i H t
t




 ，且    
* (* (
/ * (l ll l

t C t l l


 。接下来就研

究统计参数对两任意子连续时间量子行走的影响。初始时刻，我们选择将两粒子置入

两相邻晶格 )和 *，即 F F
) ) *a a 0 。

首先讨论不考虑同一格点相互作用时，统计参数 对两体关联函数在坐标空间和

动量空间所产生的影响。如图 4�(所示，第 *列对应统计参数 G) 的玻色极限，其

与第二章讨论的玻色系统完全吻合。对于给定的一组相互作用强度和时间参数，比

如图 4�(（�），随着统计参数 的逐渐增大，两聚束点沿着主对角线方向逐渐靠近，

但是在费米极限 G* 时，并没有看到期盼的费米反聚束现象。这是因为在费米极限时，

对应的粒子并不是真实的费米子，而是被称为赝费米子。在我们研究的系统中，具体

表现为：同一格点满足对易关系，且在不考虑近邻相互作用时，两粒子趋向于待在初

始置入粒子的两晶格中的任意一个；不同格点满足反对易关系，在有限相互作用下，

它们占据近邻晶格，并粘滞在一起，在随后的演化过程中，以某一共同速度等几率反

向移向晶格边缘；在强相互作用下，粒子的独立行走行为变得越发模糊不明显，但是

却呈现出真实费米系统所具有的关联效应。
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图 4�( 两任意子的量子行走在坐标空间的两体关联效应（(LI*G(*，U?JG)）
（�）V?JG)，JtG:（�）V?JG�*，JtG:�,（�）V?JG�:，JtG5�,（�）V?JG�6)，JtG**)

图 4�4 两任意子的量子行走在动量空间的两体关联效应（(LI*G(*，U?JG)）
（�）V?JG)，JtG:（�）V?JG�*，JtG:�,（�）V?JG�:，JtG5�,（�）V?JG�6)，JtG**)

此外，我们发现在玻色极限 G) 和费米极限 G* 时，关联矩阵关于粒子置入晶格

的初始位置对称。但是，在有限相互作用下，一旦统计参数 偏离两极限，关联矩阵

便不再对称。这种不对称现象的出现正是统计参数 的作用：随着统计参数 的增大，

公式（4�-）中依赖占有数的统计因子变得越来越重要，不同占有数的统计因子在近邻

格点跳跃过程中贡献不同的值。我们来关注第 l格点占据数 *ln  的情况，向左跃迁会

获得一个相因子 ie ；相反，向右跳跃获得相因子 ie 。哈密顿量中动能项的这种非
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相干叠加被统计因子放大，进而导致关联矩阵呈现不对称。图 4�(（�）描述的是强相

互作用下的关联效应，这时的动力学行为主要取决了相互作用项，统计参数只是单纯

地体现出收缩效应，并没有引起对称性的破坏。

图 4�4给出了图 4�(相应参数下的两任意子在动量空间的关联。同坐标空间讨论

的情况类似，在玻色极限下，关联函数完美呈现相应玻色系统的关联效应，由于赝费

米的缘故，在费米极限下，关联函数没有回到真实费米系统，且统计因子诱导的两体

关联函数的非对称性较坐标空间更加明显直观。由图 4�4可见，一旦统计参数 偏离

玻色极限，有趣的非对称现象就会出现在关联图像中，甚至不需要相互作用的存在。

因此，我们得出结论：两体关联的非对称性来源于任意子奇特的统计性质。此外，强

相互作用下，空间关联实现了玻色极限到费米极限的过渡，但是在动量空间，虽然观

察到明显的由玻色极限的聚束过渡到费米极限的反聚束的迹象，但是非对称性仍然伴

随整个过渡过程。

图 4�: 两任意子的量子行走在坐标空间的两体关联效应（(LI*G(*，V?JG�*，JtG:�,）
（�）U?JG)（�）U?JG*（�）U?JG:（�）U?JG6)

接下来，我们考虑同一格点相互作用，并观察它与近邻相互作用的竞争情况。在

图 4�:中，给定参数 V/J=�*，让 U变化，其第 *列对应玻色极限，我们看到随着 U

的增大，两体关联效应由玻色系统的聚束现象过渡到硬核玻色的反聚束现象。随着统

计参数的增大，相似的收缩现象出现。对应最后 *列的费米极限，关联函数由赝费米

过渡到真实的费米系统。当 U足够大时，硬核玻色子、硬核任意子、真实费米子所呈

现的两体关联效应几乎完全一样。
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同时，我们关注了统计参数 对关联涨落和粒子数密度分布的影响，发现当存在

有限的 V和 U中的任何一个相互作用时，统计参数 将破坏关联涨落和粒子数密度

分布的对称性。很显然，与硬核任意子的粒子数密度分布与统计参数无关相比，这里

的统计参数 在粒子数密度分布的对称性中扮演着重要的角色。

图 4�, 坐标空间下的两体关联涨落和粒子数密度分布（(LI*G(*，JtG:）
（�）V?JG)，U?JG)（�）V?JG�*，U?JG)（�）V?JG)，U?JG*

3.2 两相互作用硬核任意子的关联

鉴于上一节采用的 0	��	�1���	  ����	�方法，任意子系统在费米极限下不能真

实还原费米系统，我们转向另一种定义：任意子场通过费米场来实现，即

0	��	�#�����	  ����	�，这种定义保证了在费米极限下任意子系统回到了真实费米

系统。在这里，引进另一参数用来描述新定义下的任意子的统计性质。这时的任意

子算符满足对易关系
 

 

F F

D E

F F F F

i l k
l k lk k l

i l k
l k k l

i l k
l k k l

a a e a a
a a e a a

a a e a a

 





 

 

 








（4�5）

当   )x  时，泡利不相容原理 F( ( )l la a  和 F/ *l la a  自动满足，而这些对易关系往

往用来描述硬核条件。所以拥有这些性质的任意子被称为硬核任意子。相应地，对易

关系式（4�5）连接真实的费米子（ ) ）和硬核玻色子（ * ），而对易关系式（4�(）

连接普通的玻色子（ ) ）和赝费米子（ * ）。这一节，我们研究一维光晶格中两



第三章 一维光晶格中两相互作用任意子的量子行走

:4

硬核任意子的量子行走，其哈密顿量写为

 F
* *7���

L
HCA

l l l l
l L

H J a a Vn n 


      （4�6）

该模型同样可以通过广义 .����	����	��变换将硬核任意子系统映射到无自旋费米系

统来研究。其中映射关系式

*

�;�
l

l l i
i L

a f i n




   
 

 ，
*

F F�;�
l

l i l
i L

a i n f




   
 

 （4�+）

F
lf ， lf 分别是费米子的产生、湮灭算符；

F F
l l l l ln a a f f  是两种粒子的粒子数算符。

通过 .��变换，满足周期性边界条件的硬核任意子哈密顿量式（4�6）可以用费米算

符重新表示为

 
*

F F
* *7��� �;� 7���

L L L
f

l l i L L l l
l L i L l L

H J f f J i n f f V n n


  
  

         
  

   （4�*)）

这里，我们注意到一个较大的不同点就是由于硬核的限制条件，统计因子只能出现在

边界项。相应的希尔伯特空间表示为 ( (
HCA fB B  * (

F F
* ( * () /l ll l f f L l l L      。仍

然选择初态 F F
) ) *a a 0 来讨论硬核任意子的量子行走行为。

图 4�-给出两硬核任意子在坐标空间的关联，我们发现随着相互作用的增大关联

图像由反聚束过渡到绑定行走，但整个过程对统计参数的参与并没有什么反应，且同

之前描述的费米系统几乎完全一样。同时，图像的每一行肉眼看上去几乎相同，尽管

数据存在细微的变化。出现这种现象的原因是：对于系统的哈密顿量，除了边界项，

其完全等同于费米系统，而我们这里选择的时间参数还未允许粒子运动到晶格边界，

所以边界项的作用几乎为零，波函数完全可以由相应参数下的费米系统求出；而对于

二阶关联函数  qr t ，鉴于硬核限制条件，关联函数的对角项元素消失，且关联函数

式          F FHCA HCA HCA HCA
qr q r r q q rt t a a a a t t n n t      中统计参数自动取消。

所以，统计参数对坐标空间下硬核任意子的关联效应没有影响。同时，考虑到粒子数

密度是关联矩阵的列向量求和，可知统计参数对坐标空间下硬核任意子的粒子数密度

分布也没有影响。但对于      F FHCA HCAt t a a a a t       动量空间关联函数，我

们需要计算诸如    F FHCA HCA
p q r st a a a a t  一类的项，且 q、p、r、s四指标一般是不
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同的。在这里，映射的操作将会引入统计参数。进而，图 4�5描述的动量空间将呈

现更加丰富的信息。在图 4�5中第一列和最后一列精确地对应于真实费米系统（ ) ）

和硬核玻色系统（ * ）。一旦统计参数偏离费米、玻色两极限，关联函数的非对称

性就显现出来，且统计参数从 )到 *的变化实现了费米反聚束到硬核玻色聚束的缓

慢变化。特别地，针对强相互作用，图 4�5（�）清楚地显示了两彩条是如何平缓地合

并为一个彩条的。这为通过观察动量空间的关联来探究不同统计参数取值提供了一种

方法，而这种方法在当下的冷原子实验室是可行的。

图 4�- 两硬核任意子的量子行走在坐标空间的两体关联效应（(LI*G(*）
（�）V?JG)，JtG:（�）V?JG�*，JtG:�,（�）V?JG�:，JtG5�,

图 4�5 两硬核任意子的量子行走在动量空间的两体关联效应（(LI*G(*）
（�）V?JG)，JtG:（�）V?JG�*，JtG:�,（�）V?JG�:，JtG5�,（�）V?JG�6)，JtG**)
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3.3 小结

本章我们通过引入两种映射理论，分别讨论了统计参数对两相互作用任意子和硬

核任意子的二阶关联效应的影响。发现在坐标空间，对于 8�	��定义下的任意子，在

有限相互作用下，统计参数一旦偏离玻色、费米两极限，就会导致关联矩阵对称性的

破缺，而在强相互作用下，由于承载统计参数的动能项被视为微扰，统计参数导致的

关联矩阵的不对称现象消失，只起到收缩效应，但是，在有限近邻相互作用下，考虑

了较强的同一格点相互作用时，统计参数引起的收缩效应也消失了。此外，统计参数

也会影响粒子数密度分布的对称性；而对于 9��������定义下的任意子，即硬核任意

子，其关联矩阵和粒子数密度分布的对称性均不受统计参数的影响。但是到了动量空

间，统计参数的存在使得两任意子关联矩阵对称性破缺的程度越发显著，即使在费米

极限下也不对称；可这时两硬核任意子关联矩阵却感受到了统计参数的影响，在偏离

两极限时，关联图像出现不对称现象，且随着统计参数从 )到 *的变化，关联图像由

费米系统过渡到硬核玻色系统。

值得说明的是，两种映射理论都没有完美实现玻色系统和费米系统的过渡，具

体情况如图 4�6。所以，不能简单地认为任意子就是介于玻色、费米之间的一种粒子，

两种映射都只能退回到其中的一种极限。

图 4�6 两种映射理论示意图
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第四章 总结与展望

4.1 总结

本文首先基于一维玻色�哈伯德模型的各种扩展形式，讨论了一维光晶格中两全

同粒子的量子行走。具体分析了量子统计性质，初态波函数，相互作用强度以及相互

作用模式对两粒子二阶关联函数的影响。在讨论中发现：

*E 两粒子之间即使没有相互作用也可产生量子干涉现象。

(E 针对同一初始量子态，服从不同量子统计性质的粒子，呈现的关联性质不同；对

于具体服从一种量子统计性质的粒子，在不同的初始量子态下呈现不同的关联行

为。

4E 玻色系统的纠缠态（NOON态）一定程度上实现了费米直积态所呈现的关联性质；

且直积态的关联效应在实验上是可以用经典光来模拟的，但是纠缠态却找不到相

应的经典对应物。

:E 考虑了同一格点的相互作用，当选择的初态波函数（直积态）同时适用于玻色系

统和费米系统时，随着相互作用的增大，两粒子量子行走的关联图像由玻色系统

过渡到硬核玻色系统；当选择的初态波函数仅适用于玻色系统时，随着相互作用

的增大，两粒子被束缚于初始位置。但是，U取值的正负并不影响此变化过程。

,E 考虑近邻相互作用时，相互作用的强弱决定了两粒子是独立行走还是绑定行走，

而绑定行走的具体形式是初态波函数和相互作用模式共同作用的结果。同时，相

互作用 V取值的正负不影响相应的物理规律。

-E 线性外势导致了纠缠态的布洛赫振荡，体现了量子行走的周期性，且发现粒子数

密度振荡周期的长短与粒子数的个数有关；聚束—反聚束转化的周期与粒子初始

置入晶格的指标差有关。而非线性相互作用的存在破坏了振荡的周期性。

5E 无序（对角无序和非对角无序）系统导致了安德森局域现象。

此外，利用两种映射理论，通过数值求解，研究了统计参数对 8�	��任意子和

9��������任意子两体关联矩阵的影响。具体情况如下：

*E 在坐标空间中，8�	��定义下的任意子，在有限相互作用下，统计参数一旦偏离

玻色、费米两极限，关联矩阵的不对称现象就会出现，且费米极限下虽然对称，

但不是真实的费米系统。而在强相互作用下（由于承载统计参数的动能项，与相

互作用项相比，作用效果较小，被视为微扰）统计参数导致的关联矩阵的不对称

现象消失，只起到收缩效应，此外，统计参数也会影响关联涨落和粒子数密度分
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布的对称性；9��������定义下的任意子，即硬核任意子，其关联矩阵对称性和

粒子数密度分布的对称性均不受统计参数的影响。

(E 在动量空间中，统计参数的存在使得两任意子关联矩阵对称性破缺的程度越发显

著，即使是费米极限，即使是没有相互作用，不对称现象依然存在；可这时由于

坐标空间和动量空间之间的傅里叶变换操作，两硬核任意子关联矩阵却感受到了

统计参数的影响，在偏离两极限时，关联图像出现不对称现象，且随着统计参数

从 )到 *的变化，关联图像由费米系统过渡到硬核玻色系统。

总之，两种映射理论都没有完美实现玻色系统和费米系统的过渡。也不能简单

地认为任意子就是介于玻色、费米之间的一种粒子，任意一种映射都只能退回到一

种极限。

4.2 展望

本文的很多讨论都是基于粒子没有到达晶格边界做的分析，那粒子到达边界又

会带来怎么的效果？对于不同的边界条件（周期边界条件，开边界条件，无穷边界

条件，单边边界条件，反射边界条件，扭曲边界条件B*))C），关联图像会存在怎样的

差异？比如对于扭曲边界条件

* *
i

La e a 
  （:�*）

其中，δ表示相位因子。它会在边界连接处引进一个相位因子。这样在一维的玻色、

费米系统中同样可以研究相因子的影响。

此外，在第二章的讨论中，我们获知最近邻相互作用和次近邻相互作用对系统

关联性质的影响是不同的。后面的工作，完全可以考虑非近邻格点间的跃迁，比如

考虑系统哈密顿量为

  F F( *
m

L
l l l m ll L

z m
H m a a a a z



      
 

   （:�(）

其中 表示粒子在格点间的跳跃强度，(m表示粒子跃迁到的近邻格点数，且左右各

m。图 :�*给出了 mG4的示意图。同样，通过一定的技术手段可以调控 使粒子以不

同的强度跃迁到不同的格点，进而研究 对粒子关联性质的影响。

图 :�* mG4的示意图
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同时，将 的操作引进哈密顿量

 F F
* 7���

L L

l l l l
l L l L
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也可以观察 对布洛赫振荡的影响。

而关于局域理论工作的扩展，可以关注非线性项的影响。

总之，复杂可行的量子行走模型的建立将会为量子计算理论提供很好的前景。



一维光晶格中两任意子关联性质的研究

,)



附录 0

,*

附录 0 硬核玻色子在动量空间的对易关系证明
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附录 1 0	��	�1���	  ����	�公式的相关证明
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其中：
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结合式子（1�(）和（1�,），可知 F/ )l kb b    ， lb是玻色算符，满足对易关系。
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