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中文摘要

I

中 文 摘 要

拓扑物质态是一大类具有拓扑属性的，新奇的量子物质态，其不能像传统的物

质态那样用对称破缺等理论描述，其拓扑特性可以用拓扑不变量来描述。自上世纪

80 年代量子霍尔效应被发现后，其相关的理论知识和实验探究得到了广泛的关注和

研究。尤其在 2016 年，诺贝尔物理学奖授予了提出凝聚态物质中拓扑相变和拓扑相

的三位物理学家，从而使拓扑物理学赢得了更多人的研究热情。其包括的拓扑绝缘

体，拓扑半金属，拓扑超流、超导等很多拓扑物质态都取得了一定的进展。

在冷原子方面，冷原子物理学是原子物理学的一个非常重要的分支。冷原子由

于其温度低，运动速度慢，而且原子间的碰撞远小于热原子，因此其具有更稳定的

能级结构和更好的操控性。将冷原子囚禁于由激光相互干涉而形成的周期性网状势

阱中，即可实现类似于晶体结构的光晶格。光晶格作为一个纯净的、易操控的实验

平台，已经成为一个模拟和研究物质态系统的最便利的工具之一。其广泛应用于磁

学、动力学及量子学等学科，同时在众多领域内都有着重要的应用价值。而对于拓

扑物质态，我们也可以用光晶格进行有效的模拟和探究，相比于真实的材料，其简

易的可控性和操作性为实验的实现提供了便利。

本文主要在冷原子光晶格中，模拟和研究拓扑半金属和其它拓扑物质态的性质。

由冷原子光晶格构成的研究系统，在紧束缚近似下，从系统的哈密顿量出发，通过

对角化、傅里叶变换，研究和分析系统在动量空间的能谱，并计算其拓扑不变量，

从而确定系统所对应的物质相。运用降维法，研究其边缘态的性质，从而验证所对

应物质相的属性。另外，文章通过改变二维自旋轨道耦合的强度,计算了不同强度对

系统色散关系和边缘态的影响。不同强度的自旋轨道耦合并不会打开系统的能隙，

说明系统一直处于半金属，而边缘态的存在和得到的拓扑不变量说明系统具有拓扑

非平庸的特性。

关键词：自旋轨道耦合；拓扑半金属；拓扑不变量；边缘态
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ABSTRACT

Topological state is a new kind of quantum state, which has topological
properties. It can not be described by the theory of symmetry breaking, but it
can be described by topological invariants. Since the quantum Hall effect was
discovered in 1980s, the relevant theories and experiments have been widely
concerned and studied. In particular, the Nobel prize in physics was awarded
to the three physicists in 2016, who proposed topological phase transitions
and topological phases in condensed matter. Thus, one pays much more
attentions to topological physics. Some progresses have been made in
topological states, such as topological insulators, topological semimetals,
topological superconductors and so on.
Cold atom is an important branch of atomic physics. Due to three features

of cold atoms: the slow speed, low temperature, and the lower collision
probability than hot atoms, it has a more stable energy level structure and
better controllability. When the cold atoms are trapped in the periodic
network trap formed by the mutual interference of the laser, the optical lattice
which is similar to the crystal structure can be realized. As a pure and
controllable experimental platform, optical lattice has gradually become one
of the most convenient tools to simulate physical systems. It is widely used in
many subjects, such as magnetism, dynamics and quantum theory, and has
important applications in many fields. For the topological state, it can be
effectively simulated and explored by optical lattices. Compared to the real
material, the simple controllability and operability of the optical lattice
provides convenience for the realization of the experiment.

In this paper, we study the properties of topological semi-metallic and
other topological phases in optical lattices. By the tight binding
approximation, the Fourier transform and the diagonalization, we study
energy spectrum of system in momentum space, and calculate the topological
invariants to determine the corresponding phases. By means of the dimension
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reduction method, we study the properties of the edge states and verify the
properties of the corresponding phases. In addition, the effects of different
strengths on the energy spectrum and edge states are analyzed by changing
the strength of the two dimensional spin orbit coupling. The different
strengths of spin orbit coupling do not open the energy gap of the system,
which shows that the system preserves the semi-metallic properties, and the
existence of the edge states and the topological invariants show that the
system has nontrivial topological characteristics.

Key words: Spin orbit coupling ； Topological semimetal; Topological
invariant; Edge state
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第一章 绪论

1.1 超冷原子系统

冷原子物理是原子物理学的一个重要分支，到目前为止已经有几十年的发展历

史。随着研究的不断深入和激光制冷[1-2]等技术的发展，冷原子物理已成为物理学的

一个重要研究领域。光晶格是冷原子物理的一个重要研究对象，是实验上模拟和研

究多体系统的重要手段，其广泛应用于磁学、动力学及量子物理等领域，同时在原

子钟、精确测量等方面都有着重要的应用价值。

1.1.1玻色—爱因斯坦凝聚

冷原子物理是研究在极低温度的条件下，原子样品的制备以及在此条件下原子

的性质，结构和应用的学科。在量子物理学中，量子物理不同于经典物理的本质是

粒子具有波粒二象性。当粒子间的平均间隔与粒子的德布罗意波波长在同一量级时，

物质将表现出显著的量子特征。爱因斯坦曾经预言，在极低温条件下，当原子间的

距离与原子的德布罗意波波长可比拟时，理想玻色气体会凝聚在能量最低的基态上，

即发生玻色—爱因斯坦凝聚(BEC) [3]。玻色—爱因斯坦凝聚态与寻常微观量子现象相

比，是一种截然不同的宏观量子态。在实验上，我们发现玻色—爱因斯坦凝聚态可

以通过降低温度[1]和提高粒子数密度[2]的方法来实现。历史上首次制备出原子气体的

玻色—爱因斯坦凝聚体 [4]是由美国物理学家于 1995 年实现。而目前蒸发冷却技术，

激光冷却技术和绝热压缩技术等是实现玻色—爱因斯坦凝聚，有效获取冷原子样品

的常用方法。

1.1.2光晶格

光晶格可以说就是利用激光囚禁冷原子而形成的一种光学晶体。具体方法是将

冷原子囚禁于对射的两束具有相同波长的激光所形成的周期性网状势阱中，即实现

冷原子的光学囚禁，从而形成冷原子在空间结构上的周期性排列，即称之为“光晶

格”。在固体物理学中，固体模型中原子之间的距离一般是几埃，电子间的相互作

用比较强，从而使固体模型的结构通常是复杂多变，并且难以求解的，这为研究者

研究其结构和性质带来了极大的困难。但令人欣喜的是，光晶格系统中原子与原子

间的相互作用由于原子之间的距离通常是微米级，因此原子之间的影响很微弱，而
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且光晶格中冷原子的性质与固体模型中电子的性质非常相似，因此冷原子光晶格可

以用来模拟和研究固体物理学中复杂的晶体模型。

图 1.1 生成光晶格的实验装置图和实验上生成的二维光晶格

(a) 生成二维正方光晶格的实验装置图[15]；（b）生成二维六角光晶格的实验装置图[12]；(c) 实

验上生成的二维正方光晶格；(d) 实验上生成的二维六角光晶格。

我们可以通过高品质、高精准的激光束在实验室中产生所需要的无缺陷、无瑕

疵的光晶格。另外，通过调节激光的强度、频率以及偏振度等，可以对光晶格的势

深、周期等参量进行准确有效的操控。同时拥有如此之多的优势，且没有什么缺陷，

作为一个纯净、易操作的实验平台，使光晶格成为模拟与研究物质态的最便利工具。

同时，光晶格在其它领域，如原子钟[5]、量子态的操纵[6]、相干态性质[7]的研究和量

子计算
[8]
等都有着极其重要的应用价值。

常见的二维光晶格有正方光晶格和六角光晶格。正方光晶格是一种较容易实现

的光晶格，如图 1（a）,在 x-y 平面内，利用两对互相垂直、相对传播的激光，生

成二维驻波来囚禁原子，通过两束在垂直平面成 15°夹角的激光可以产生一个较深
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的势阱[9]。这个势阱使得原子在 z 方向不发生跃迁，而只能在 x-y 平面内跃迁。这

就是我们获得的二维正方光晶格。六角晶格，也叫蜂巢晶格，常见的石墨烯就是这

种结构。2004 年，物理学家在实验室中成功制备出单层石墨烯
[10]

，其特殊的二维

六角晶格结构得到了人们广泛的关注。而近年来研究非常热的拓扑绝缘体[11-12]以及发

现的量子自旋液体
[13]

，更是使得六角光晶格成为实验与理论追捧的对象。我们可以

通过以下的方法实现六角光晶格，如图 1（b）所示，用三束光强稳定的，相同相位

的激光 A、B和 C在 x-y 平面内成 120°汇聚，进而在激光的相干区域内形成六角光

晶格。同理，用额外的激光产生一个较深的势阱
[9]
，用这个深势阱来囚禁原子。图中

的 1（c）和 1（d）分别是激光干涉形成的光强等势面图像分布，其中的 1（c）对应

正方光晶格，1（d）对应六角光晶格，处于其中的冷原子与光场相互作用，最终在

势场最小的地方达到稳定，形成稳定的光晶格。

1.1.3自旋轨道耦合

电子同时具有电荷和自旋(即磁矩)的内禀自由度。原子中电子运动经过原子核

的电场时，会产生电磁作用。电子的自旋与这电磁作用相耦合，形成了自旋轨道耦

合
[14]

作用。对在真空中慢速运动的电子来说，其运动的轨迹我们能清楚的测量到。

而在晶体中，由于电子围绕着原子核的轨道运动，速度极快，因而展现出相对论效

应。在电子的运动过程中，电子的自旋和轨道运动会耦合在一起，因此，通过电场

控制电子的轨道运动，可以间接地操控电子的自旋。

自旋轨道耦合
[14]

是量子物理学中基本的物理效应。很多物理现象与其有关，如

量子自旋霍尔效应[15]，拓扑量子计算[16]等，它在多种物理现象中扮演了核心角色。

这些现象导致产生了自旋电子学
[17]
、拓扑绝缘体

[11-12]
、拓扑超导体

[18]
等当前凝聚态物

理中最重要的前沿研究领域。

在冷原子领域，我们最关心的是原子气体的动量和自旋等，但是由于其整体是

中性的，因此并不存在天然的自旋轨道耦合效应。2009 年，NIST 的研究小组通过拉

曼光和原子内部的能级耦合作用，在冷原子气体中实现了规范场
[19]

，后来他们又实

现了玻色原子气体的一维自旋轨道耦合[20]。2012年，山西大学[21]和MIT的研究小组[22]，

分别实现了费米冷原子气体的一维自旋轨道耦合。最近由中国科学技术大学和北京

大学联合团队以及山西大学的张靖组分别提出并实验实现超冷原子二维自旋轨道耦

合的人工合成[23-24]。具有自旋轨道耦合的冷原子气体，由于其具有很好的操作性可控

性，为模拟其他物理体系提供了有效平台，如模拟拓扑绝缘体，人们预言在拓扑绝
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缘体体系下会出现马约拉纳费米子，这是实现拓扑量子计算的重要资源。冷原子体

系中自旋轨道耦合的实现为研究新奇量子物态奠定了良好的基础，它将对冷原子物

理和凝聚态物理产生重大影响。

实验实现自旋轨道耦合有多种方案，但目前主要的方案是通过以下方法来实现：

由于原子内部的不同能级，而不同的能级对应不同的自旋，所以用传播方向相反的

一对拉曼光，来耦合原子的不同能级。当原子从一个自旋状态跃迁到另一个自旋状

态时，它会吸收其中一束拉曼光的光子，而释放另一束拉曼光的光子。由于两个光

子的动量是相反的，因此，原子就获得了两倍的光子动量。这样，原子质心的运动，

就与原子内部的自旋耦合起来了。这就是实验实现自旋轨道耦合原子气体的原理。

1.2 拓扑半金属

近年来，凝聚态物理中发生了一场激动人心的革命，那就是发现了一些新的物

质态。人们认为这些物质态不能够用朗道的对称破缺理论来解释。在过去的二三十

年里，弄清它们的结构一直是非常激动人心的工作，人们研究发现只能从拓扑性质

上对这些物质态加以描述和区分，从而把拓扑这个近代数学中一个重要的概念引入

到了凝聚态物理中。简单地说，拓扑学主要研究拓扑空间在拓扑的连续变换下其不

变的性质以及其对应的不变量。在拓扑学中，对于两个拓扑流形，如果可以通过弯

曲、延展等连续操作把其中一个变为另一个，则认为两者是同胚的，即在拓扑学中

两者是等价的。2016 年，诺贝尔物理学奖授予了提出凝聚态物质中拓扑相变和拓扑

相的三位物理学家，从而使拓扑物理学赢得了更多人的研究热情。

自上世纪 80 年代整数量子霍尔效应和分数量子霍尔效应被发现后, 人们逐渐

认识到, 如果材料中的电子结构具有独特的拓扑性质,则其在宏观尺度上将表现出

新奇的量子效应。这为我们打开了一扇通往研究新奇物态世界的大门，而这个新物

态就是拓扑量子态。2005 年前后, 拓扑绝缘体
[11-12]

的发现，吸引了大批研究者的目

光，大大拓宽了拓扑量子物态的研究范围。从拓扑绝缘体的理论出发,研究者预言了

多种结构迥异于拓扑绝缘体的拓扑量子态。如拓扑半金属
[25]

，其是不同于拓扑绝缘

体的一类全新拓扑量子态，和普通金属相比，拓扑半金属有局域于系统边界的边缘

态，而在动量空间其能带发生接触，这些能带接触点构成了晶格动量空间的磁单极

子
[26]
。根据磁单极子在晶格动量空间的分布，拓扑半金属可以分为狄拉克（Dirac）

半金属
[27-29]

、外尔(Weyl)半金属
[30-31]

等。

拓扑半金属是近几年来研究非常热的一拓扑态，这方面的理论和实验也有重大
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的发现。其独特的能带结构，表面态性质和特别的输运性质是人们关注的焦点，但

拓扑半金属材料距离真正可以应用仍有很长的距离。在研究拓扑半金属的新奇物理

现象以及新的物理机制上，人们期望在设计新型高性能器件领域得到一些有特色的

应用，如新型的无能耗电池、功能更加强大的微型芯片和超级量子计算机等。因此，

是否能够发明和实现这些性能独特、功能强大的器件，其关键就在于能否获得高质

量、可调控和廉价的拓扑半金属材料。一旦这种材料可以大范围的获得，并且运用

到生活和科技中，其独特的物理性质将对形成新型技术发挥至关重要的作用。

1.2.1狄拉克半金属和外尔半金属

狄拉克（Dirac）半金属作为一种拓扑非平庸的物质态，由于在动量空间其能带

间有接触，而接触的点就是狄拉克点，且在点附近能带表现出线性色散关系。若接

触点的能量又恰好在费米能级附近，那么这类晶体中电子的低能运动就可以用狄拉

克方程
[32]
来描写，相应的材料就被称为是狄拉克半金属。有趣的是，通过研究发现，

三维狄拉克半金属作为一种拓扑物质态和量子材料，其正好处于多种物态的相变临

界点。理论上通过调制和改变狄拉克半金属的某些参数，可以使其转变为拓扑绝缘

体、普通绝缘体、外尔半金属乃至拓扑超导体等。目前人们已经发现多个狄拉克材

料体系，如：石墨烯
[33]
、高温铜氧化物 d波超导

[27]
、单层氮化硼

[34]
、拓扑绝缘体

[11-12]

等。这些都成为凝聚态物理研究领域内重要的研究对象。

外尔（Weyl）半金属是最近几年发现的一种新的体内无能隙的拓扑非平庸态，

体内价带和导带的交点叫做外尔点。若交点的位置又恰好在能量为零的地方，即费

米能级附近，那么能带交点附近的低能运动就可以用外尔方程[35]来描述，也就是说

在这类晶体中出现了具有某种手性
[36]

的外尔费米子，那么对应的材料就被称作是外

尔半金属。外尔费米子的质量为零，初始，人们认为中微子是外尔费米子，直到确

定中微子是有质量的。外尔半金属有区别于其它拓扑物质态的拓扑性质：首先，外

尔点是成对出现的，它们受拓扑保护且稳定，小的微扰只能改变外尔点的位置，不

能消除它们，除非两个手性相反的外尔点相遇才能成对消失
[31]

。其次，外尔半金属

有着受拓扑保护的表面态。通常费米面总是闭合的，但是对于外尔半金属，它的表

面态在费米面形成一个费米弧 (Fermi arc)
[30，37]

，这个弧的两个端点连接着手性相

反的外尔点在外尔半金属表面的投影点。最后，外尔半金属的反常霍尔效应
[38]

与外

尔点的位置有关，和能带的细节无关。
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1.2.2狄拉克方程和外尔方程

狄拉克从爱因斯坦的质能方程出发来推导狄拉克方程
[32]
。质能方程为

2E mc （1.1）

c是光速，m是非静态质量，

 
0

1
2 2

21

mm
v
c




（1.2）

0m 是静态质量， v是粒子运动的速度，再由动量公式

p mv （1.3）

可以得到粒子的相对论能量动量关系

2 2 2 2 4
0E p c m c 

（1.4）

将能量和动量作算符的变换，即

Ê ih
t





p̂ ih  （1.5）

将（1.4）式的能量和动量做算符的变换后，再乘以波函数，可以得到克莱因-戈登

方程

 
2

2 2 2 2 2 4
02 c m c

t
 

  


 
（1.6）

将（1.6）式进行化解，引入泡利矩阵，就可以得到狄拉克方程

 20i ii i c m c
t
   

   

 

（1.7）

这里 i ，  是4 4 的矩阵，其形式为

0
0
i

i
i





 

  
 

0

0

0
0





 
    （1.8）

i 是泡利算符， 1,2,3i  。 0 是单位算符， i ， 满足的关系有

2 2 1i  

 ,i j ij  
（1.9）

 , 0i  
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由于 i ， 是 4 4 的矩阵，其对应的波函数 是四分量的，其可表达为

1

2

3

4








 
 
 
 
 
 

，

定义手性算符

 51 1
2LP    51 1

2RP   （1.10）

这里 05

0

0
0





 
  
 

是外尔表象下的矩阵。手性算符具有投影算符的特性：

   22 5 51 11 1
4 2L LP P     

   22 5 51 11 1
4 2R RP P      （1.11）

1L RP P 

将投影算符作用到波函数 ，可以得到

L LP  R RP  （1.12）

可以发现 L

R





 

  
 

，因此 ,L R  是二分量的。在狄拉克方程中，若质量为 0，即 0 0m 

时，（1.7）式可以推导得到外尔方程
[35]

, ,R L R Li c
t
 

  


σ p
（1.13）

（1.13）式中的±分别对应左手性和右手性的外尔方程，其分别对应陈数为+1 和-1

的外尔点。在动量空间，具有左、右手性的外尔方程，忽略其速度，哈密动量的表

达式为

   x x y y z zH k k k        k k σ
（1.14）

现在我们计算  H  k k σ对应的陈数，其哈密顿量可写作

 
0 1 0 1 0
1 0 0 0 1x y z

i
H k k k

i
     

            
k
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z x y

x y z

k k ik
k ik k

 
    

（1.15）

将直角坐标转到球面坐标， sin cosxk k   ， sin sinyk k   ， coszk k  ，其中

k  k ，则

 
cos sin cos sin sin

sin cos sin sin cos
k k ik

H
k ik k

    
    

 
    

k

cos sin
sin cos

i

i

k k e
k e k





 
 

 
   

（1.16）

哈密顿量对应的久期方程为

cos sin
0

sin cos

i

i

k E k e
k e k E





 
 




 
（1.17）

解久期方程得到系统的本征值为

E k  （1.18）

我们解本征值为 k 对应的本征矢
a
b


 

  
 

，哈密顿量为

cos sin
sin cos

i

i

a ak k e
k

b bk e k





 
 

     
           

（1.19）

可以解得本征矢为

sin
2

cos
2

ie 




  
  
  
 

（1.20）

梯度算符在球坐标中定义为

1 1
sinkk k k   

  
   

  k e e e （1.21）

可以计算系统的贝里联络为

   
tan1 1 2, , , , 0,0,

sin 2kA i i A A A
k k k k 



   
  

 
    

            
 

kk （1.22）

系统的贝里曲率为
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   F A  kk k

2

sin
1
sin

sin

k

k

q k

k k
A kA k A

 

 



  


 
 
       

  
 

e e e

     1 1 1 1sin
sin sink k kA A A kA kA A
k k k k k     

     
                            

e e e

tan tan
2 2tan tan2 22 2

12 2cot k

k k
k k
k k k k 

 
 




      
      

       
      

         
    
   
   
   
   

e e

2
2 2 2 2

tan tan tan12 2 2cot sec
2 4 2 2 2kk k k k 

  


   
           

    
   

e e

2

1
2 kk

 e

      2

1, , ,0,0
2kF A F F F
k 

       
 

kk k （1.23）

外尔点对应的陈数为

2 22 2
20 0 0 0

1 1 1 1sin sin 1
2 2 2 2kS

C FdS k d d F k d d
k

   
     

  
     
      （1.24）

同理，可以计算外尔点  H   k k σ对应的陈数为

1 1
2 S

C FdS


   （1.25）

1.3 本文内容

本文主要探究在冷原子光晶格组成的系统中模拟拓扑物质态。通过研究系统在

动量空间的能谱，计算拓扑物质态的拓扑不变量和分析开边界条件下出现的边缘态

等一些特性，从而确定系统是拓扑平庸还是拓扑非平庸的，并在此基础上计算和研

究了二维自旋轨道耦合的相对强度对此系统能带的色散关系和边缘态的影响。文章
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整体结构如下：

第一章：简要介绍了冷原子，光晶格，自旋轨道耦合和拓扑半金属的概念，特

性，实验成果和发展的历程。叙述和推导了与本文相关的一些重要公式；

第二章：从经典出发，描述了自旋轨道耦合的由来，并计算了各向异性自旋轨

道耦合的本征值和本征态，最后对其进行二次量子化，从而得到晶格模型下自旋轨

道耦合的表达式。

第三章：主要分三部分，第一部分为狄拉克费米子在冷原子光晶格中的模拟和

实现。由系统能谱的分析和低能有效哈密顿的计算，说明通过改变系统的参数，可

实现有质量和无质量狄拉克费米子的相互转换，由系统的密度分布可以判断理论的

正确性。第二部分为外尔半金属在冷原子光晶格中的模拟和实现。通过系统能谱的

分析，对应拓扑不变量的计算，以及出现的边缘态和费米弧，说明此冷原子光晶格

系统可以模拟外尔半金属的特征。第三部分提出在二维正方光晶格中引入各向异性

的自旋轨道耦合，接着通过改变自旋轨道耦合的相对强度，研究自旋轨道耦合的相

对强度对系统相变点的色散关系和边缘态的影响。由系统不存在能隙，说明系统一

直处于半金属相，而由一直存在的边缘态和计算得到的拓扑不变量，说明系统具有

非平庸的拓扑性质。

第四章：对前文结果和结论进行总结，以及对未来冷原子光晶格模拟量子物质

态的展望。
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第二章 二维自旋轨道耦合效应的有关推导

众所周知，自旋和电荷是电子的两个內禀自由度，而自旋是一种奇特的量子性

质。传统的电学器件正是利用了电子带有电荷的属性而加以运用，但是到目前为止，

对电子自旋的实际应用还不是很成熟，鉴于电子自旋的量子化和运输中的低能耗特

征，利用电子的自旋实现更高性能的电子元件是未来实现新一代高科技产品的关键

步骤。实验上可以用电场操控电子的电荷以及其轨道运动，利用磁场使电子的自旋

发生劈裂，从而操控电子的磁矩以及有关自旋状态，但是，在实际材料中加入均匀

的磁场是很难实现的，因此由磁场操控电子自旋在现实中并不是理想的方法。然而，

自旋轨道耦合
[14]

是电子的自旋和轨道运动耦合在一起，两者的运动不再是相互独立

的，因此可以通过电场控制电子的轨道运动而间接的控制电子的自旋。自旋轨道耦

合是自旋电子学中一个很重要的相互作用，起因就是电子绕原子核运动，电子的自

旋磁矩与产生的磁场有了相互作用。其在自旋电子学
[17]

以及凝聚态物理中扮演了极

其重要的角色，在半导体场效应管，自旋霍尔效应[15]以及其它拓扑材料[11-12,18]中，已

有很好的体现。

本章中，我们首先从经典理论出发，描述了二维自旋轨道耦合的来源
[39]

，接着

推导了各向异性自旋轨道耦合[40]的本征值和本征态，最后对各向异性的自旋轨道耦

合进行二次量子化，从而获得晶格模型下自旋轨道耦合的表达式。

2.1 从经典物理出发得出自旋轨道耦合的来源

自旋轨道耦合作用是描述原子内部电子绕原子核运动而产生的作用。关于自旋

轨道耦合的来源，我们可以用这样一个不是很严谨但简单明了，非常直观的经典物

理图像来说明：如图 2.1（a），电子 e 绕静止的原子核运动，速度为 v，由库仑定

律可知，原子核在运动的电子处产生一电场E。由于运动是相对的，现在假设电子

不动，原子核以v的速度绕电子运动，也就是电场以v的速度绕电子运动，从而在

电子处产生一磁场B，磁场B对电子的自旋有力矩的作用，这个作用就是自旋轨道

耦合作用。电子在绕原子核运动时，由于速度快，因此表现出相对论效应。在相对

论的情况下，电子的自旋和轨道耦合起来，两者不再是相互独立的运动。
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图 2.1 两种不同坐标系下电子运动的示意图。来自参考文献[39]

(a) 原子核坐标系；（b）电子坐标系。

在电子参考系中，如果把原子核的运动看作一有效电流 I ，由毕奥—萨伐尔定

律可以计算产生的磁场为

0 2
4

IB
r

 



（2.1）

r为电子与原子核的距离， 0 是真空磁导率，有效电流 I 的大小为

2
ZevI
r

 （2.2）

由关系式 0 0 2

1
c

   ，（2.1）式磁场可以写作

2 2
0

1
4

ZevB
c r

 （2.3）

0 为真空中的介电常量，c为光速。为了确定磁场的方向，磁场的矢量形式可以写作

2 2
0

1
4

Ze
c r r

   
 

rB v （2.4）

利用角动量  L r p和动量 mp v，磁场可以写作

2 3
0

1
4

Ze
mc r

B L （2.5）

自由电子在考虑自旋的情况下，其哈密顿量可以表示
[41]
为

 2

2
H

m



σ p

（2.6）
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在没有磁场时，  2 2 σ p p ，当电子处于磁场中时，由磁场  B A，A为电磁矢

势，上式哈密顿量可以写作

  2

2
e c

H
m

 


σ p A
（2.7）

由关系式      i      σ A σ B A B σ A B ，（2.7）式可以写作

     
2

2 2
e c iH e c e c
m m


       

p A
σ p A p A （2.8）

（2.8）式中第一项即为电子轨道磁矩和外磁场的相互作用，而第二项可以写作

       
2 2
i iee c e c
m mc

              σ p A p A σ p A A p

2
e
mc

 σ B

s  μ B （2.9）

sμ 是与自旋 s相应的磁矩，即电子的自旋磁矩，由原子物理可知，电子的自旋磁矩表

达式为

2
B

s B
e e g
mc mc

       μ σ σ s s


（2.10）

2s σ 是自旋角动量，
2B
e
mc

 

为玻尔磁子，g称为劈裂因子，将式（2.5）和（2.10）

带入到式（2.9）中，即可得到自旋轨道耦合的相互作用量，

2 3
0

1
4

B
s

g ZeU
mc r




        
 

μ B s L


2 3
0

1
4

e Ze
m mc r

     
 

s L

 
2

2 2 3
0

1
4

Ze
m c r

 L s

 
2

2 2
0

1 1 1
4

d Ze
m c r dr r

 
   

 
L s

 2 2

1 1 V
m c r r


 


L s （2.11）

上述的计算过程中，是在考虑电子静止的框架下进行的，即为忽略非惯性系的影响，

获得的自旋轨道耦合的一般表达式。如果考虑到非惯性系的影响，则要产生托马斯
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（Thomas）进动，对应的上述自旋轨道耦合需要乘以一个
1
2
的因子，所以

   2 2

1 1
2

VU r
m c r r


   


L s L s （2.12）

（2.12）式就是自旋轨道耦合的通用表达式。

2.2 二维自旋轨道耦合在电子系统的本征值和本征态

在研究中根据材料的受力性质和材料结构的对称性，可将自旋轨道耦合分为

Rashba 型
[42]
和 Dressalhaus 型

[43]
，两者的形式分别为

 R y x x yH R k k   （2.13）

 D y x x yH D k k   （2.14）

上述R和D是 Rashba 型和 Dressalhaus 型自旋轨道耦合的强度。我们可以用一个统

一的式子来表示这两个形式，即二维各向异性的自旋轨道耦合
[40]
，其表达式为

1 2so so x y so y xH k k k k   （2.15）

这里 1sok 、 2sok 分别为 x、 y方向自旋轨道耦合的强度。 1 2so sok k  时，自旋轨道耦合

的类型为 Rashba 型；当 1 2so sok k 时，自旋轨道耦合的类型为 Dressalhaus 型。 1sok 或

2sok 其中一个为0时，二维的自旋轨道耦合变为一维的自旋轨道耦合。在二维自旋轨

道耦合的电子系统中，单电子的哈密顿量具有如下的形式：

2 2

0 1 22so so x y so y x
kH H H k k k k
m

     


（2.16）

其中m是电子的质量， k是波矢，大小为 2 2
x yk k k  。把上式写成矩阵的形式：

2 2

2 1

2 2

2 1

2

2

so y so x

so y so x

k k k ik k
mH

kk k ik k
m

 
 

 
  
 




（2.17）

这里令   2 1so y so xu k k k ik k  ，且求此矩阵的本征值，对应的久期方程为

 

 

2 2

2 2

2 0

2

k E u k
m

ku k E
m











（2.18）
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解此久期方程，得到能量本征值为

2 2
2 2 2 2
1 22 so x so y

kE k k k k
m   


（2.19）

上式中正负号为能带的指标，反映了能带由于发生自旋劈裂，而分为两支能带。如

图 2.2。

图 2.2 不同强度的自旋轨道耦合的能带图

(a) 1 20, 0so sok k  ，没有自旋轨道耦合，为单能带；（b） 1 21, 0so sok k  ，存在一个维度的

自旋轨道耦合，单能带发生劈裂；(c) 1 21, 1so sok k  ，存在二维的自旋轨道耦合，单能带发生

劈裂。

接着求解系统对应的本征波函数，设其波函数为  k   k r ，其中 k

a
b


 

  
 

是

自旋部分，空间部分为

  ie  k r
k r （2.20）

将波函数带入到（2.17）式中，可以得到

 

 

2 2

2 2

2

2

i i

k u k a am e E e
b bku k

m

 




 
          
     
 
 

k r k r




（2.21）

可以解得

 
   

1
1
2

a u k
b

u k u k
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2 1

2 2 2 2
1 2

1
1
2

so y so x

so x so y

k k ik k

k k k k

 
   
  

（2.22）

2 1

2 2 2 2
1 2

1
1
2

i
so y so x

so x so y

k k ik k e
k k k k

 

 
   
  

k r （2.23）

2.3 二维自旋轨道耦合的二次量子化

接下来我们对连续模型下各向异性的自旋轨道耦合进行二次量子化，紧束缚近

似下，得到晶格模型下各向异性自旋轨道耦合的形式。连续模型下各向异性的自旋

轨道耦合
[41]

的哈密顿量为（2.15）式。在二次量子化表象，（2.15）式的哈密顿量

二次量子化的形式为

   †ˆ ˆSO soH d H    r r r （2.24）

对于自旋为
1
2
的费米子系统，这里  †ˆ ˆ   为产生（湮灭）的场算符，  ,x yr ，

自 旋  ,    ，       ˆ ˆ ˆ,
T

   r r r ，  ˆ r 满 足 反 对 易 关 系

     †
' 'ˆ ˆ, ' '     


    r r r r 。场算符  ˆ r 可以表达为

 † †
,

,

ˆ ˆ ,a w 


  i i
i

r （2.25）

  ,
,

ˆ ˆ ,a w 


  i i
i

r （2.26）

上述  †
, ,ˆ ˆa a i i 为粒子的产生（湮灭）算符，wi为 i格点的瓦尼尔函数，则

   †ˆ ˆSO soH d H    r r r

†
, 1 2 , '

, , , '

ˆ ˆ, , 'so x y so y xd a w k k k k w a 
 

      i i j j
i j

r （2.27）

分别对上述方程中坐标部分和自旋部分进行计算，

† †
1 , , ' 2 , , '
, , , ' , , , '

ˆ ˆ ˆ ˆ, , ' , , 'so x y so y xk d a w k w a k d a w k w a   
   

       i i j j i i j j
i j i j

r r

† †
1 , , ' 2 , , '
, , , ' , , , '

ˆ ˆ ˆ ˆ' 'so x y so y xk d w k w a a k d w k w a a   
   

        i j i j i j i j
i j i j

r r

† †
1 1, , , ,

, ,

ˆ ˆ ˆ ˆso x y so x yk d w k w a a k d w k w a a           i j i ji j i j
i j i j

r r

† †
2 2, , , ,

, ,

ˆ ˆ ˆ ˆso y x so y xk d w k w a a k d w k w a a           i j i ji j i j
i j i j

r r
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将 k写作算符的形式， k i   ，这里令 1 ，  1 0  ，  0 1  ，上述

  †
1 , ,

,

0 0
ˆ ˆ1 0

0 1so

i
k d w i w a a

ix  

  
       

 i j i j
i j

r 

  †
1 , ,

,

0 1
ˆ ˆ0 1

0 0so

i
k d w i w a a

ix  

  
       

 i j i j
i j

r  ，

  †
2 , ,

,

0 1 0
ˆ ˆ1 0

1 0 1sok d w i w a a
y  

  
       

 i j i j
i j

r 

  †
2 , ,

,

0 1 1
ˆ ˆ0 1

1 0 0sok d w i w a a
y  

  
       

 i j i j
i j

r 

   † † † †
1 2, , , , , , , ,

, ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆso sok d w w a a a a ik d w w a a a a
x y       

 
    

   i j i ji j i j i j i j
i j i j

r r 

（2.28）

接下来我们将瓦尼尔函数近似的写作高斯函数的形式，即    w i ir r ，高斯函数的

表达式为

 
x yi i  i r （2.29）

  2
0

1
2 i

x

k x x

i Ae
    （2.30）

  2
0

1
2 i

y

k y y

i Ae
    （2.31）

由于系统为二维的正方晶格，所以 x、y方向波函数的归一化系数 A是相同的， 0k 是

激光的波矢，那么紧束缚近似下，只考虑最近邻跃迁，对每个格点 i，我们有

   1 1 1 x y x yso so so i i i a ik d w w k d k d
x x x

       


                i j i jr r r r r   （2.32）

其中a表示晶格的长度，将式（2.30）和（2.31）代入上式（2.32）中，利用 y方向

瓦尼尔函数的归一性，

1
y yi id y   （2.33）

得到
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0kA


 （2.34）

所以（2.32）式可以写作

    22
0 0

1 1
2 2

1 1x x

k x k x a

so i i a sok dx k Ae Ae dx
x x

 
    



             

     
22

0 0
1 1

2 2 2
1 0 0

k x k x a

sok A e e k x a k dx
        

     
2 22

0 0 0
1

2 2 2
0 1

k x k ax k a

sok k A e x a dx
  

  

 
 

2
22

0 0
1 1

2 2 2 4
0 1

k x a k a

sok k A e x a dx
    
   

   
2

22
00

11
2 2 24
0 1

k x ak a

sok k A e x a e dx
    
    （2.35）

接下来我们对上式的积分部分进行计算，

 
2 2 2

2 2 2
0 0 0

1 1 1
2 2 22 2 21 1

2 2

k x a k x a k x a
A x a e dx A x a e dx aA e dx

               
          

   
2 2

2 2
0 0

1 1
2 22 21 1 1 1

2 2 2 2

k x a k x a
A x a e d x a aA e d x a

         
                 

      

2
2

0 2
aA

k


  （2.36）

把（2.35）和（2.36）带入到式（2.32），得到

 20
1

2 4
1 0 12

k a

so so
ak dx w w k k e

x


 
 i j  （2.37）

则

 † †
1 , , , ,

,

ˆ ˆ ˆ ˆsok dx w w a a a a
x    


 

 i j i j i j
i j



   
2

0
1

2 † †4
0 1 , , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ . .
2

k a

so x x

a k k e a a a a h c


         i i i i
i



 † †
, , , ,
ˆ ˆ ˆ ˆ . .x xa a a a h c          i i i i

i

（2.38）
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这里
 20

1
2 4
0 12

k a

so
a k k e


  ，同理可以计算得到

 † †
2 , , , ,

,

ˆ ˆ ˆ ˆsoik dy w w a a a a
y    


 

 i j i j i j
i j

 † †
, , , ,
ˆ ˆ ˆ ˆ . .y yi a a a a h c          i i i i

i

（2.39）

这里
 20

1
2 4
0 22

k a

so
a k k e


  ，所以自旋轨道耦合的二次量子化的形式[41]为

   † † † †
, , , , , , , ,
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ. . . .so x x y yH a a a a h c i a a a a h c                   i i i i i i i i

i i

（2.40）

这里把 、  分别当作晶格模型下 x、 y方向自旋轨道耦合的强度。   时，自

旋轨道耦合的类型为 Rashba 型；当  时，自旋轨道耦合的类型为 Dressalhaus

型。 或  其中一个为0时，二维的自旋轨道耦合变为一维的自旋轨道耦合。
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第三章 拓扑相在冷原子光晶格中的模拟

冷原子中的光晶格系统为模拟各种量子物质态提供了一个可靠实用的平台。通过控

制光晶格中的超冷原子和设计这个原子系统的构型，可以模拟和研究凝聚态物理前沿的

一些重要课题，特别是，实验上实现了人工规范场[19]，从而把冷原子光晶格这种研究手

段推到模拟和探测物质状态属性的前沿。如测量在一维光晶格中拓扑非平凡布洛赫带的

扎克（Zak）相
[44]

；实现和探测二维陈绝缘体和霍夫施塔特（Hofstadter）能带
[45-46]

；

通过堆叠二维陈绝缘体或霍夫施塔特绝缘体，提出了模拟和实现三维的外尔半金属的方

法
[47-48]

。自旋轨道耦合（SOC）在冷原子中的实现，为探索奇异的物理相，以及深入地

研究其对系统各种物理性质的影响开辟了一条新的途径。实验上运用玻色
[20]
和费米

[21-22]

冷原子气体都已成功实现了一维的自旋轨道耦合，可以用其研究系统的磁化，自旋动力

学
[17]
，模拟和实现一维拓扑绝缘体等。而实现高维度的自旋轨道耦合充满了挑战，最近

由中国科学技术大学和北京大学联合团队以及山西大学的张靖组分别提出并实验实现

超冷原子二维自旋轨道耦合的人工合成[23-24]，其为研究和探索新奇量子物态带来了新的

曙光，它将对冷原子和凝聚态物理产生重大影响。

本章中，我们将在冷原子光晶格中构造物理模型，来模拟和研究拓扑半金属，由系

统的能谱，低能激发，边缘态和拓扑不变量来说明系统的拓扑性质，从而说明光晶格对

拓扑物质态有效模拟的重要意义。

3.1 狄拉克费米子在冷原子光晶格中的模拟和实现

首节用冷原子的六角光晶格来模拟和研究相对论的狄拉克费米子
[49]
（此系统没有自

旋轨道耦合），通过参数的变化，实现有质量狄拉克费米子和无质量狄拉克费米子的相

互转换，并由密度分布图说明理论的正确性。

3.1.1理论模型和能谱

将单分量的费米原子气体（如 6
iL，40K 等），放入六角晶格中，六角晶格由两种子

晶格组成，分别由A和B表示，如图3.1（a）所示。六角光晶格系统中，在紧束缚近似下，

我们只考虑最近邻跃迁，其哈密顿量的表达式为

 †

,

ˆˆ ˆ . .ij i j
i j

H t a b h c   (3.1)

这里 ,i j 表示最近邻格点 i和 j的位置，  †ˆ ˆi ia a 和  †ˆ ˆ
j jb b 算符分别对应子晶格A和B的产生

（湮灭）算符。对于子晶格A，利用晶格的周期性，其可以表示为 1 1 2 2m m A a a ，其中
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1m 和 2m 是整数，  1 3 2, 2a a a 和 2 a  0,a 是原包的基矢，a是晶格的长度。子晶

格A和子晶格B连接的矢量为 sb ，则子晶格B可以表示为 s B A b ，矢量 sb 有3个，分别

为

 1 2 3, 2a ab ，  2 2 3, 2a a b ，  3 3 ,0a b (3.2)

如图3.1（a）所示。由基矢和倒格矢的关系 2i j ij a c ，可确定倒格矢为

 1 4 3 ,0ac ,  2 2 3 ,2a a c (3.3)

继而可以确定六角晶格的第一布里渊区的面积为

2 2
0 8 3S a (3.4)

ijt 表示子晶格A和B之间的跃迁强度，由于A到B（或B到A）存在三个方向，所以用 1t ， 2t ，

3t 表示三个方向的跃迁强度，这里设 1 2t t t  ， 3t t ，表示一个各向异性参数，且

0  。在以下的讨论中，我们通过改变各向异性参数值，来研究系统有哪些特性的

改变。

图 3.1 六角光晶格的示意图和不同参数下的能带图

(a)六角光晶格由A和B两种子晶格组成的示意图[49]；（b）基矢在六角光晶格表示的示意图；(c) 1 

的能带图，此时上下能带发生接触；(d) 2.5  的能带图，上下能带分离，存在能隙。图(c)和(d)

模拟文献[49]。

在周期边界条件下，我们将哈密顿量转换到动量空间，这里用到了傅里叶变换公式
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†ˆia    †1 ˆexp ii a
N

 k
k

k A ， †ˆ
jb    †1 ˆexp ji B b

N
 k

k

k (3.5)

这里N 表示子晶格A(B)的格点数目。则(3.1)式可以写作

       † †
' '

, '

1 ˆ ˆˆ ˆ ˆexp exp ' exp ' expij i j j i
i j

H t i i a b i i b a
N

            k k k k
kk

k A k B k B k A

   
3 3

† †

1 1

ˆ ˆˆ ˆexp exps s s s
s s

t i a b t i b a
 

        
  k k k k
k

k b k b

† ˆˆ( ) . .a b h c    k k
k

k （3.6）

这里    3

1
exps ss

t i


  k k b ，并且用到了  1 exp i
N

     kk'
i

k k' i 和 j i s B A b ，

（3.6）式可以写作矩阵的形式

 † †
ˆˆˆ ˆ ˆ
a

H a b H
b
 

  
 

 k
k k k

k k

（3.7）

 
 
0

0
H




 
  
 

k

k
k

，其本征值为  E  k k ，具体表达式为

   3 3

1 1
exp exps s s ss s

E t i t i
 

             k k b k b

     
     

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

exp exp exp

exp exp exp

t i t i t i

t i t i t i

       
         

k b k b k b

k b k b k b

     
     

1 2 1 3 1 2

2
2 3 1 3 2 3

1 exp exp exp 1

exp exp exp

i i i
t

i i i



   

                     
                     

k b b k b b k b b

k b b k b b k b b

     22 2cos 4 cos 3 / 2 cos / 2y x yt k a k a k a      （3.8）

通过改变各向异性参数值，可以发现不同值对应不同的能谱，如图3.1（c）和

3.1（d）。当0 2  ，两个能带在能量为0处有接触，在接触点周围出现狄拉克锥型

结构，当 1  时，出现如石墨烯材料的标准锥形结构。当离开1时，且0 2  ，狄

拉克锥形结构会在 x或 y方向挤在一起，但此时上下能带一直接触。当 2  时，上下

两能带不再接触，打开一能隙，能隙的大小为   2t   ，且这里对应的是有质量

的狄拉克费米子。从这里可以看出， 2  是系统发生相变的相变点，从小于2到大于

2对应系统从能带接触到能隙打开，即系统从半金属相转变为绝缘相。
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在 0 2  ，我们研究能带接触点  0 0,x yk k 附近的低能激发，在能带接触点附近

 ,x yk k  0 0,x x y yk q k q   做 xq 和 yq 的二阶泰勒展开， xq 和 yq 为接触点附近的动量，

可以得到系统的低能色散关系为

2 2 2 2 2
x x y yE v q v q    q （3.9）

在 , 1 / 2x yq q a 时，色散关系Eq 是很好的近似表达。这里即表示狄拉克费米子的质量，

xv 和 yv 表示其在 x和 y方向的有效费米速度。其中

0 2  ， 20, 3 / 2, 1 / 4x yv ta v ta      （3.10）

2  ，  2 , 3 / 2, / 2 1x yt v ta v ta        （3.11）

对于狄拉克点附近的低能激发，其准粒子满足狄拉克方程 t Di H    ， DH 的表达式

为

0D x x x y y yH v p v p      （3.12）

 0, ,x y   是满足反对易关系的矩阵，对于这里的2 1 维系统，可以把它们当作泡

利矩阵 , ,z x y   [34]
。由以上的讨论说明，在冷原子六角晶格中，通过改变各向异性参数

，可以实现有质量和无质量狄拉克费米子的相互转换，即系统可以实现半金属相与绝

缘相的相互转换。

3.1.2密度分布

实验上可以通过测量原子密度分布来确定是否存在相对论的有质量和无质量的狄

拉克费米子，以及通过改变各向异性参数值，实现有质量和无质量狄拉克费米子之间

的相互转化。囚禁原子的密度分布的测量可以通过飞行时间成像（time-of-flight）以

及光吸收（light absorption）技术来实现。假设光晶格的冷原子处在一个简谐势阱中，

若这个简谐势阱的势能变化的非常缓慢，则系统可以用局域密度近似来处理。局域的化

学势被定义为  0 V   r ， 0 是简谐势阱中心的化学势，   2 2 / 2V m rr 是球形简

谐势阱的势能，费米子满足狄拉克-费米分布规律

 , ,x yf k k    1 exp 1E T    k (3.13)

所以，原子的密度分布在温度为T 时可以写作

   
0

1 , ,x y x yn f k k dk dk
S

   (3.14)

2 2
0 8 3S a 是引用公式（3.4）。在绝对温度T 接近0时，我们画出了有质量和无质
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量准粒子的密度分布，如图3.2，这里无质量的准粒子对应（a），此时 1  ；有质量

的准粒子对应图（b）， 2.5  。如图（a）所示，动量空间的能谱中，不存在能隙，

随着局域化学势的增大，密度分布单调增大；而图（b）中，局域化学势在0的附近，

密度分布没有一直增大，而是有一平台（plateau）的分布，化学势的大小为 1  ，从

这里说明化学势此时处于能隙中，对应有质量的狄拉克费米子。原子的密度分布中平台

的分布是有无能隙的标志，而且出现的平台分布越长，说明能隙的宽度越大。

图 3.2 系统的密度分布图[49]

(a) 1  时的密度分布，对应无质量的狄拉克费米子；（b） 2.5  时的密度分布，对应有质量

的狄拉克费米子。

3.2 外尔半金属在冷原子光晶格中的模拟

这节，我们在二维的正方晶格中，引入一个额外的周期参数，从而构成一个三维系

统来模拟外尔半金属
[50]
，通过观察能带的接触点（外尔点）的产生、移动和湮灭，计算

系统对应的拓扑不变量，分析系统的边缘态和费米弧，从而说明了系统模拟外尔半金属

的正确性。说明此系统是模拟外尔半金属的一个很好的平台。

3.2.1理论模型和能谱

将自旋为1 / 2的，无相互作用的费米子气体囚禁在 2维的正方晶格中，正方晶格处

于 x-z 平面。由这个冷原子系统构成的紧束缚哈密顿量为

ˆ ˆ ˆ ˆ
L SOC PH H H H   （3.15）

哈密顿量 Ĥ中包括跃迁项 ˆ
LH ，沿 x方向的自旋轨道耦合项 ˆ

SOCH ，和额外的耦合势能项

ˆ
PH ，其中跃迁项 ˆ

LH 只考虑最近邻的跃迁，自旋轨道耦合项 ˆ
SOCH 在实验上可以通过拉

曼光耦合自旋上下两个态[51]来实现，耦合势能项 ˆ
PH 包括塞曼（Zeeman）项和拉曼(Raman)

项。它们的表达式分别为
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 †
, , ,

,

ˆ ˆ ˆ . .LH t a a h c    


   i i
i

（3.16）

 † †
, , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ . .SOC s x xH t a a a a h c         i i i i
i

（3.17）

   † † † †
, , , , , , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆP z xH a a a a a a a a             i i i i i i i i
i i

（3.18）

这里  †
, ,ˆ ˆa a i i 为产生（湮灭）算符，格点位置  ,x zi ii ，自旋  ,    ，  ,x z  。

t 为跃迁强度，实验上通过拉曼激光诱导佩尔斯相（Peierls phase）
[51]
，可以将二

维方格子系统的跃迁强度调节为

0, ,x xt t t    , 0, ,z zt t t   
（3.19）

自旋轨道耦合项 ˆ
SOCH 在实验上可通过 Rashba 型和 Dresselhaus 型自旋轨道耦合等权相

加得到，塞曼项由 z方向的磁场产生，拉曼项由拉曼激光诱导产生，这两项在实验上可

以独立调节。其对应的参数为

02 cos , 2 sinz z x sm t t      （3.20）

这里 zm 和 都是参数， 的取值范围为   , 。利用周期边界条件和傅里叶变换

 , ,
1ˆ ˆexpa i a
N   i k

k

k i ，可将系统的哈密顿量从实空间转换到动量空间，得到

( ) ( )H d  k k
  （3.21）

这里  ,x zk kk ，  , ,x y z   


是泡利矩阵，    , ,x y zd d d dk


是布洛赫矢量，其中，

2 sinx sd t  ， 2 siny s xd t k ，  0 0 02 cos 2 cos 2 cosz z z xd m t k t k t     。系统的能量本

征值为

   , ,E d   k k


（3.22）

这里将周期参数 看作动量 yk ，从而 2维的动量空间变为一个 3维的参数空间。此时，

若两能带发生接触时，系统对应的相即为外尔半金属相；而当两能带没发生接触，即存

在能隙时，系统对应的相为绝缘体相。系统的两能带发生接触，需满足以下的条件：

2 sin 0x sd t   ， 2 sin 0y s xd t k  （3.23）

 0 0 02 cos 2 cos 2 cos 0z z z xd m t k t k t      （3.24）

我们现在讨论外尔半金属相。为了不失一般性，令参数 0 0t  ， 0st  和 0zm  。对于条

件（3.23），要求 {0, }xk  和 {0, }  。那么（3.23）和（3.24）变为
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02 cos 0z zm t k  ，对于    , 0,xk   和  ,0 （3.25）

0 02 cos 4 0z zm t k t   ，对于    , 0,0xk   （3.26）

0 02 cos 4 0z zm t k t   ，对于    , ,xk    （3.27）

在  ,zk    ，上述三个方程若成立，则有成对的能带简并点出现，这里的能带简并点

就是外尔点。对于方程（3.25），在 00 2zm t  ，有两对外尔点出现，位置为

1,
0

0, , arccos
2

zmW
t



 
  
 

和 2,
0

,0, arccos
2

zmW
t



 
  
 

（3.28）

对于方程（3.26），在 0 02 6zt m t  ，有一对外尔点出现，位置为

0

0

40,0, arccos
2
zm tW
t

 
  
 

（3.29）

由于 0 0t  ，对于方程（3.27），没有满足条件的外尔点出现。对于 3 维的能量本征值

关于参数 zm 的能带图，可以画出能量本征值E 关于参数 zm 的能带图。如图 3.3 所示，

其它参数设为： 0 1st t  。其中能带图的 x 轴、y 轴、z轴分别对应动量的三个方向，

而用不同的颜色表示能量本征值的大小，其中的颜色条就表示 E 的能量。外尔点处在

0E  的位置，对应的最蓝的部分，而最红的部分对应的是最大的能量。
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图 3.3 系统的能量本征值E 关于参数 zm 的能带图。图例模拟文献[50]。

(a) 1zm  ；（b） 2zm  ；(c) 4zm  ；(d) 6zm  。其中能量为零（最蓝的部分）对应的是

外尔点。

我们选取一对外尔点    , , 0,0, / 2x zW k k     为例，在其附近做展开，得到其低

能有效哈密顿量为

x x y y y x z z zH v q v q v q     W （3.30）

其中， 2x sv t ， 2y sv t ， 02tvz  是各方向的有效费米速度， q   zyx qqq ,, Wk 是

外尔点附近外尔费米子的动量。对应的外尔费米子满足的各向异性的外尔哈密顿量为

 
,

i ij j
i j

H q v q （3.31）

其中，

0

0 2 0
2 0 0
0 0 2

s

ij s

t
v t

t

 
   
  

从而确定两个外尔点对应的手性为   1]det[  ijvsign ，这里手性等同于拓扑荷。

3.2.2拓扑不变量和边缘态

为了研究系统的拓扑特性，我们采用降维方法（Dimensional reduction method），

将系统哈密顿量中的 zk 当作有效参数，从而二维系统变为一维的紧束缚链系统
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 ( , , ) ,
zx z k xH k k H k  。而把周期参数 仍当作动量 yk ，那么系统仍是二维系统，此

时

   0 0, 2 sin 2 sin 2 cos 2 cos
zk x s x s x y z x zH k t t k M t k t         （3.32）

这里 02 cosz z zM m t k  ，  ,
zk xH k  描述的系统可以当作二维的绝缘体。通过计算拓扑

不变量来研究此时的二维系统，计算得到的陈数
[52]
为

1
4z xk x kC dk d d d d

 

 




  

 

     
  

  0

0

, 0 4

0, 4
z z

z

sign M M t

M t

   


（3.33）

这里d d d



 

。在参数 00 4zM t  ，可以计算得到系统对应的陈数为 1
zk

C   ，此时系

统模拟的二维绝缘体为拓扑非平庸的陈绝缘体。在其它区域陈数为 0
zk

C  ，对应的二维

绝缘体即拓扑平庸的普通绝缘体。这里只考虑 0 0t  的情况。接着我们研究系统的边缘

态，我们选取系统在 x方向为开边界条件，  ,
zk xH k  对应的哈密顿量为

   † † † †
0 , , , , , , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ. . . .
x x x x x x x x

x x

c si x i i x i i i x i i x
i i

H t a a a a h c t a a a a h c                   （3.34）

     † † † †
0 , , , , , , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 cos 2 sin
x x x x x x x x

x x

z si i i i i i i i
i i
M t a a a a t a a a a             

选取系统在 x方向的格点长度为 40xL  ， 04zm t ，通过改变参数 zk 来观察边缘态能谱

的变化，从而确定系统的属性，如图 3.4 所示。图（a）中， 0zk  ，系统的体能带存在

能隙，在能隙中存在着连接上下体能带的边缘态。我们选取 0.2   时边缘态的密度

分布，可以发现它们局域于系统的两个边界，表明系统是拓扑非平庸的绝缘体。此时系

统对应的陈数为 1 。逐渐增大 zk 的值，能隙会逐渐减小，在 0.5zk  ，能隙关闭，此

时边缘态演化到体态中，如图（b）。继续增大 zk 的值，能隙会再次打开，但此时系统

中不存在连接上下体能带的边缘态，如图（c），此时系统对应的是拓扑平庸的绝缘体，

陈数为0。从这里可以看出，通过改变参数 zk ，可以使冷原子系统模拟拓扑非平庸绝缘

体到拓扑平庸绝缘体的的相互转变。
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图 3.4 系统的边缘态能谱和模拟外尔半金属出现的费米弧。图例引自文献[50]。

(a) 04zm t ， 0zk  ；（b） 04zm t ， 0.5zk  ；(c) 04zm t ， zk  ；(d) 04zm t 和(e)

03zm t 时，模拟外尔半金属出现的费米弧，其中绿色的虚线就是费米弧，而图中的R和L表示局域

于左、右边界的边缘态模式。

外尔半金属很重要的性质是其拥有受拓扑保护的表面态-费米弧[30,37]，费米弧的一

部分与外尔半金属的上表面连接在一起，另一部分与外尔半金属的下表面连接在一起。

在上下表面，费米弧连接着体内具有手性相反的外尔点在表面的投影。而在这里，我们

选取 和 zk 为参数画出它的能谱图，如图 3.4（d）与（e），外尔点被能量为零的边缘

态，即直的费米线连接着（绿色的虚线），这些直的费米线就可以看作费米弧。其中图

3.4（d） 04zm t ，外尔点的位置为    , 0, / 2zk   ，图 3.4（e） 3zm  ，外尔点的

位置为    , 0, 2 / 3zk   ，图（d）和图（e）中的 L 和 R 分别对应着局域于左边界的

边缘态模式和右边界的边缘态模式。

3.3 二维正方晶格中的自旋轨道耦合效应

基于自旋轨道耦合对凝聚态物理的重要性，本节在二维的正方光晶格中，引入了二
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维自旋轨道耦合，研究二维自旋轨道耦合的相对强度对二维正方光晶格系统的影响。文

中令二维自旋轨道耦合一个维度的耦合强度与系统跃迁强度相当，即选择 x方向的自旋

轨道耦合强度与系统的跃迁强度 0t 相等，通过改变 y方向自旋轨道耦合强度 ，研究

相对强度   对色散关系和边缘态的影响。并在最后计算了能带接触点的拓扑不变量。

3.3.1理论模型和能谱

考虑无相互作用的具有自旋轨道耦合的费米气体被捕陷在二维的正方晶格中，紧束

缚近似下（只考虑最近邻跃迁），其哈密顿量的表达式为

0
ˆ ˆ ˆ

socH H H 
（3.35）

其中， 0Ĥ 表示自旋守恒的跃迁项，其表达式为

 †
0 , , ,

,

ˆ ˆ ˆ . .H t a a h c    


   i i
i （3.36）

这里  †
, ,ˆ ˆa a i i 为产生（湮灭）算符，格点位置  ,x yi ii ，自旋  ,    ，  ,x y  。系

统的跃迁强度见（3.19）式，即

0, ,x xt t t    , 0, ,y yt t t    (3.37)

socĤ 的形式即（2.40）式，整个系统中我们设 0t 为能量单位。

为了研究系统的性质，我们首先计算其能谱，在周期边界条件下，利用傅里叶变换

可将哈密顿量转化到动量空间，可以得到

   H d  k k
 

（3.38）

其中，

2 sinx yd k ， 2 siny xd k ，  02 cos cosz x yd t k k   （3.39）

该模型满足粒子空穴对称性，即有 *( ) ( )x xH H    k k 。且在 或  等于0时具有手征对

称性，其中 0  ，有 ( ) ( )y yH H   k k ； 0  时，有 ( ) ( )x xH H   k k ；当 和  不等

于0时，手征对称性被破坏。对角化此系统哈密顿量得到其能量本征值为

 22 2 2 2 2
04 sin 4 sin 4 cos cosy x x yE d k k t k k        


（3.40）

我们知道，能带发生接触与打开，是系统发生相变的相变点。这里能带的间隙为 2 d 

，

而能带闭合的条件是 0d 


。从而得到两能带在第一布里渊区中有两个接触点，分别为

   0 0, 0,x yk k  和    0 0, ,0x yk k  。如图  3.5 ,( ),( )a b c ，计算了在 0,0.2,1   时系统在



二维自旋轨道耦合下拓扑半金属的量子模拟

32

第一布里渊区的能谱。可以观察到系统具有上下两个能带，而在  0, 和  ,0 处上下能

带发生接触。通过变化   的比值，发现两能带一直在    0 0, 0,x yk k  和    0 0, ,0x yk k 

处有接触。由此可知，系统具有半金属特性，且能带接触点位置不随自旋轨道耦合强度

的变化而改变。

图 3.5 系统在 0,0.2,1   时，对应的能谱图

(a) 0   ；（b） 0.2   ；(c) 1   。

3.3.2自旋轨道耦合的相对强度对系统色散关系的影响

半金属具有许多新颖的特性，如独特的输运性质
[53]
，磁性

[54]
等，而这些新颖的特性

均来源于能带接触点附近的特殊结构。为了了解系统接触点的性质，我们研究自旋轨道

耦合的相对强度对接触点的影响。我们将动量空间的哈密顿量在能带的任意接触点附近

   0 0, ,x y x x y yk k k q k q   作二阶泰勒展开，其中 xq ， yq 为动量的分量，它们都是接触点

附近的小量，我们以能带接触点 ),0(),( 00 yx kk 为例作展开，得到低能有效哈密顿量为

2 2
0 0( , ) 2 2x y x y y x x z y zH q q q q t q t q        

（3.41）

我们研究不同 /  比值情况下在接触点附近色散关系的特性。如图3.6( )a 所示，为能

量在 0xk  平面的分布，此时 0t  ， 分别为0,0.2，0.4和 时，系统的低能有效

色散关系。对于不同  ，可以发现，在 0  或  极小的情况下，能量在 yq 方向，能带

在 / 0 yq 点处呈非线性色散关系的特征，当  达到有限大数值时，将呈现线性的色散

关系；而图3.6( )b 为 0t  ，能量在 yk 平面的分布。其低能色散关系并不随着  的

变化而变化，且一直保持线性的特性。由低能的有效哈密顿量（3.41）式也可确定，当

0  或  极小时，在 0xk  平面呈主导的为第四项，即二次的非线性项，当随着  的

增大，线性项逐渐增强，从而掩盖非线性项，此时色散关系呈现线性；当能量在 yk 

平面时，由于 xq 为小量，即 2
x xq tq  ，所以此时色散关系保持线性特性。
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图 3.6 体系的色散关系。

( )a 和 ( )b 表示 0t  ， = 0,0.2 ,0.4  和时，在能带接触点 ),0(),( 00 yx kk 附近，能量分别在 yq 和

xq 方向，能带所呈现的色散关系。

由图 3.6 和公式（3.41）分析，得出改变自旋轨道耦合的相对强度并不会使系统的

能隙打开，但是会影响系统能带的色散关系。在相对强度很小时，色散关系呈非线性特

征；而当其变大时，色散关系变为线性。

3.3.3自旋轨道耦合的相对强度对系统边缘态的影响

接着我们研究自旋轨道耦合的相对强度对相变点的边缘态的影响。我们还是选取系

统在 x方向为开边界条件， y方向为周期边界条件，即有傅里叶变换

 , ,
1ˆ ˆy y

x

y

ik i
i y

ky

a e a k
L  i

 , ,
1ˆ ˆy y

x

y

ik i
x i a y

ky

a e a k
L   i （3.42）

   , ,
1ˆ ˆy y

x

y

ik i a
y i y

ky

a e a k
L 


  i

这里 yL 是 y方向的格点长度，a是正方晶格的单位长度。将（3.42）式代入到（3.36）

式，

 †
0 , , ,

,

ˆ ˆ ˆ . .H t a a h c    


   i i
i

 † † † †
0 , , , , , , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ . .x x y yt a a a a a a a a h c                 i i i i i i i i
i
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†
, ,

0 †
, , ' , ,

ˆ ˆexp exp ' '1
ˆ ˆexp exp ' '
x x

x y y y
x x

y y y y y yi i a

i i k ky y y y y y yi i a

ik i ik i a k a k
t
L ik i ik i a k a k

  

  

 
  
   

 

       
       

†
, ,

0 †, , '
, ,

ˆ ˆexp exp ' '1 . .
ˆ ˆexp exp ' '
x x

x y y y
x x

y y y y y yi i

i i k ky y y y y y yi i

ik i ik i a a k a k
t h c
L ik i ik i a a k a k

 

 

      
      

  （3.43）

由 函数

  '
1 exp '

y y

y

y y y k k
iy

i k k i
L

     （3.44）

（3.43）式可以化作

       † †
0 ' ', , , ,

, '

ˆ ˆ ˆ ˆ' '
y y y yx x x x

x y y

k k y y k k y yi i a i i a
i k k

t a k a k a k a k      
     

           † †
0 ' ', , , ,

, '

ˆ ˆ ˆ ˆexp ' ' exp ' ' . .
y y y yx x x x

x y y

k k y y y k k y y yi i i i
i k k

t ik a a k a k ik a a k a k h c    
     

       
           

† †
, , , ,

0 † †
, , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ
. .

ˆ ˆ ˆ ˆexp exp
x x x x

x y
x x x x

y y y yi i a i i a

i k y y y y y yi i i i

a k a k a k a k
t h c

ik a a k a k ik a a k a k
     

   

 
   
   

 （3.45）

将（3.45）式的求和号改为积分号，并有

 , ,ˆ ˆ
x xi y ia k a  （3.46）

则

   † † † †
0 , , , , , , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆexp exp .
2 x x x x x x x x

x

y
y y yi i a i i a i i i i

i

L
dk t a a a a ik a a a ik a a a h c

          

            


 † † † †
0 0, , , , , , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ. 2 cos
2 x x x x x x x x

x x

y
y yi i a i i a i i i i

i i

L
k dk t a a a a h c t k a a a a a

          

                
 

所以

   † † † †
0 0 0, 1, , 1, , , , ,
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ. . 2 cos

x x x x x x x x
x x

c
yi i i i i i i i

i i

H t a a a a h c t k a a a a                （3.47）

这里 1a  ，同理可以计算得到

   † † † †
, 1, , 1, , , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ. . 2 sin
x x x x x x x x

x x

c
so yi i i i i i i i

i i

H a a a a h c k a a a a                 （3.48）

此时系统的哈密顿量为
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   † † † †
0 0, 1, , 1, , , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ. . 2 cos
x x x x x x x x

x x

c
yi i i i i i i i

i i

H t a a a a h c t k a a a a               

   † † † †
, 1, , 1, , , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ. . 2 sin
x x x x x x x x

x x

yi i i i i i i i
i i

a a a a h c k a a a a                （3.49）
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3.7 0t  ，随着  值的变化，系统边缘态相应的变化。

图 3.7 展示了 0t  ，随着  值的变化，系统边缘态相应的变化。 ( ) 0a   ； ( ) 0.2c   ；

( ) 0.4d   ；( ) ;e   (b)对应的是(a)中  / 2
y

k 处简并的零模边缘态沿着x方向的密度分布，

其中格点数目为 40xN  。

我们令 0t  ， 取0,0.2 ,0.4  和 时，系统的能谱图如 3.7 所示。我们发现，在

3.7（a）中， 0  ，系统有 2重简并的零模边缘态，这是系统具有手征对称性的体现。

3.7（b）为图 3.7（a）中 0.5yk  时零模的密度分布情况。可以看到，对应于零模，

粒子分别局域在左右边界。而在离开 0  点处，系统的手征对称性被破坏，简并的零

模边缘态也发生破坏，两支边缘态逐渐分离,随着  值逐渐增大，边缘态逐渐向体态方

向靠近，但在 0.5yk  处，边缘态始终稳定存在，不会随  增大演化成体态，如图 3.7

的(c),(d)和(e)所示。

通过改变 /  的比值，由图 3.7 可以发现，系统在 0  时，具有简并的边缘态，

且满足手征对称性；在 0  时，边缘态的简并性遭到破坏，同时系统不再满足手征对
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称性；但不管 取何值，边缘态始终存在，边缘态的存在，表明系统具有非平庸的拓扑

性质。

3.3.4能带接触点的拓扑不变量

对于系统是否为拓扑相，可以通过计算系统的拓扑不变量来确定。当系统能带打开

时，我们可以计算占满的布洛赫带的拓扑不变量，来描述布洛赫带的整体拓扑性质，如

拓扑绝缘体。但对于能隙关闭，出现了能带简并点的系统，我们需要在动量空间或动量

和相变参数组成的参数空间里，选取围绕能带简并点的封闭路径或曲面作为拓扑不变量

的积分区域，得到一数值，继而确定系统的拓扑性质[55-56]。本系统哈密顿量在动量空间

的具体形式为

   02 sin 2 sin 2 cos cosy x x y x y zH k k t k k       k
（3.50）

将其做一阶的泰勒展开，得到

   0 0, ,x y x x y yH k k H k q k q  

   0 02 cos sin 2 cos sinx x y x z y y x y zq k t k q k t k        
（3.51）

对于接触点    0 0, 0,x yk k  ，上式哈密顿量变为

 , 2 2x y x y y xH q q q q    
（3.52）

将其展开，并转化到平面极坐标下，

  0
, 2

0
y x

x y
y x

q i q
H q q

q i q
 

 
 

   

0 cos sin
2

cos sin 0
i

q
i

   
   

 
    （3.53）

可以计算得到本征值为

2 2 2 22 cos sinE q        （3.54）

对于本征值为负的，本征态设为
a
b


 

  
 

，则

2 2 2 20 cos sin
2 2 cos sin

cos sin 0
i a a

q q
i b b

   
   

   
    

          

解得
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2 2 2 2

1
1 cos sin
2

cos sin

a
i

b
   

   

 
            （3.55）

这里定义接触点的贝里相位为 i d



   


 

2 2 2 2

0
1 cos sin
2

cos sin
i


   

   

 
     
  

（3.56）
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2 2 2 2 3/22 2 2 2

0
1 cos sin cos sin1
2 cos sin cos sin

i ii 
         

       

 
                 

2 2 2 2

1
2 cos sin


   


 （3.57）

i d



   


 

2 2 2 2

1
2 cos sin

d




 
   




   
2 2 2 2

sin cos cos sin1
2 cos sin

d d



       
   

 



（3.58）

令 cosxh   ， sinyh   ，则上式可以写作

2 2

1
2

x y y x

x y

h dh h dh
h h


 （3.59）

（3.59）式就是 Winding Number 的定义[56]，由于不显含参量 ，所以把积分上下限去

掉，改写为环路积分，设

2 2
cosx

x y

h
h h


 2 2

siny

x y

h

h h



（3.60）

（3.59）式变为
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1 1cos sin sin cos
2 2

d d d        （3.61）

上式环路积分，当顺时针积分时，即可得到贝里相位  ；当逆时针积分时，即可得

到贝里相位   。同理，按上述计算方法可以计算得到接触点    0 0, ,0x yk k  的贝里

相位。
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第四章 总结与展望

光晶格相比于固体物质，有很好的可控性和操作性，因此为我们提供了一个研究和

模拟物质态的一个良好平台。实验实现的超冷原子二维自旋轨道耦合的人工合成，给人

们研究和发现新奇的物质态带来了新的曙光。本文就是基于自旋轨道耦合的条件下，在

冷原子光晶格中模拟拓扑半金属和研究其一些性质。

文章首先讲了在六角光晶格中模拟狄拉克费米子，通过能谱的分析和狄拉克点处的

低能激发的有关计算，发现随着参数的改变，可以实现有质量和无质量的狄拉克费米子

的相互转换，再由密度分布的计算可确定，密度分布图像中有平台（plateau）的对应的

是有质量的狄拉克费米子，而没有平台，密度分布随着化学势的增大而连续增大的对应

着无质量的狄拉克费米子。

其次讲了在二维的正方光晶格中，引入一参数变量，构成一个三维的参数空间，去

模拟和探究外尔半金属。通过观察能带的接触点（外尔点）的产生、移动和湮灭，计算

得到的量子化拓扑不变量，以及出现的边缘态和费米弧，从而印证了系统模拟外尔半金

属的正确性。

最后我们提出在二维的正方光晶格中，引入二维自旋轨道耦合，从能谱的计算和图

例分析，得出改变相对强度并不会使系统的能隙打开，即不会改变系统半金属的性质，

但是会影响系统能带的色散关系。在相对强度很小时，色散关系呈非线性的特征；而当

其变大时，色散关系变为线性。在开边界条件下，系统存在稳定的边缘态，因此系统具

有非平庸的拓扑性质。文章在最后定义了能带接触点的拓扑不变量—贝里相位，并计算

得到了量子化的值。

拓扑半金属及其他一些拓扑态，虽然现在得到了广泛的关注，但很多研究手段还不

是很成熟，有些拓扑态的性质和研究方法还有待发现，如高维度的拓扑半金属有哪些奇

异的现象，拓扑不变量有什么更简便的计算方法，以及怎样能获得廉价的拓扑半金属材

料，这些都需要科学工作者研究克服，期望未来这方面的问题得到解决，推动科学技术

向前发展。
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