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中 文 摘 要 

等温压缩系数
T ，是热力学物理中的一个重要物理量，可用来测定液体的流动

性、固体的刚度。而在冷原子中，这个物理量广泛应用于判断系统从正常相到玻色

爱因斯坦凝聚(BEC)相、从超流相到固体相如超固体和 Mott 绝缘相的相变。费米简

并气体中的自旋轨道耦合(SOC)能从根本上改变 S -波超流的命运，从而产生拓扑超

流和 Majorana 零模。本文我们主要研究了自由空间和光晶格中的费米简并气体，在

SOC 和 Zeeman 场并存的情况下的热力学性质，内容包括等温压缩系数、压强、压

强指数等。 

首先，我们介绍了，应用平均场理论研究的自由空间三维简并气体，在 SOC 和

Zeeman场共同作用下的量子相变。当Zeeman 场很大时破坏超流配对，与之相反SOC

增强超流配对的形成。随着 Zeeman 场的增加，一系列的拓扑量子相变，从有能隙

非拓扑保护的超流相到有四个费米点拓扑保护的超流相，再到有两个费米点拓扑保

护的超流相。由于 SOC 和 Zeeman 场之间的竞争，相图从一个均匀超流相到涉及拓

扑非平庸超流态的相分离。 

其次，在基态量子相变的基础上我们研究该系统的热力学性质，如等温压缩系

数、压强、压强指数等。从 Gibbs-Duhem 方程出发，发现等温压缩系数来自直接依

赖于化学势的显式部分和依赖于序参的隐式部分。在 BCS 极限，等温压缩系数由显

式部分决定，其正比于费米面上的态密度；相反在 BEC 极限，等温压缩系数由隐式

部分决定，其反比于系统散射长度。在这两种极限之间，我们发现，在无能隙 Weyl 超

流相区域，等温压缩系数会出现突然增大的反常行为，可以理解为相分离的剩余效

应。等温压缩系数的反常行为直接导致反常的压强指数。 

最后，鉴于自由空间和光晶格的不同，我们研究立方光晶格中费米简并气体的

热力学性质。在光晶格中，平均占据数和粒子空穴关于半满填充的对称性成为重要

的影响因数。随着平均占据数 n的增加，等温压缩系数减小到一个很小的值，但 2

Tn 

却随 n从零增加到 1 而单调增加。在强相互作用区域，这个值将趋于 2 =2 /Tn U ，这

里 U 为相互作用。自旋轨道耦合和 Zeeman 场对等温压缩系数的作用是相反的，由

于两者的互相竞争，在一些参数区域，等温压缩系数会出现突然增加的奇异行为，

同样也会导致奇异的压强指数。在光晶格中这种奇异的等温压缩系数在能隙完全打
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开的相和 Weyl 超流相都有发现。 

关键词：自旋轨道耦合；等温压缩系数；压强指数；Zeeman 场 

 

 

 



ABSTRACT 

IX 

ABSTRACT 

Isothermal compressibility
T , which measures the fluidity of the liquid or the 

stiffness of the solids, is one of the most important physical quantities in thermodynamic 

physics. In ultracold atoms, this quantity has been widely explored in the measurement of 

the transition from normal gas to Bose-Einstein condensate(BEC), as well as the transition 

from superfluids to solid phases, such as supersolids and Mott insulators. The spin-orbit 

coupling (SOC) in degenerate Fermi gases can fundamentally change the fate of s-wave 

superfluid, giving rise to topological superfluids and associated Majorana zero modes. In 

this thesis, we mainly study the thermodynamic properties of Fermi degenerate gas in the 

presence of spin-orbit coupling and Zeeman field between in the free space and the optical 

lattice, including isothermal compression coefficient, pressure, pressure index, etc. 

Firstly, we introduce mean field theory for the quantum phase transition of the 

three-dimensional Fermi degenerate gases under the combined action of spin-orbit 

coupling and Zeeman field in the free space. It is known that the superfluid order 

parameter destroyed by a large Zeeman field can be restored by the SOC. With 

increasing strengths of the Zeeman field, there is a series of topological quantum phase 

transitions from a nontopological superfluid state with fully gapped fermionic spectrum 

to a topological superfluid state with four topologically protected Fermi points and then 

to a second topological superfluid state with only two Fermi points.  In addition, We 

introduce that the SOC and the Zeeman field are counteracting, and that this competition 

tends to stabilize the uniform superfluid phase against the phase sepration. 

Secondly, we study the thermodynamic properties of the system, such as isothermal 

compression coefficient, pressure and the exponent of pressure. Starting from the 

Gibbs-Duhem equation, we show that T  comes from both the explicit contribution of 

chemical potential and implicit contribution of order parameter. In the 

Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS) limit, 
T is determined by explicit compressibility, 
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which is proportional to the density of states at the Fermi surface; while in the BEC 

regime it is determined by the implicit compressibility, which is inversely proportional to 

the scattering length. Between these two limits, we find a pronounced enhanced 

compressibility in the gapless Weyl phase regime, which can be regarded as a remanent 

shadow effect of phase separation. This enhanced compressibility also lead to anomalous 

exponent of pressure, which mainly characterizes the role of many-body interaction. 

Finally, motivated by the differences between the free space and the optical lattice, in 

the last part of the thesis, we examine thermodynamic properties in the 

spin-orbit-coupled degenerate Fermi gases in a square lattice model, in which the filling 

factor and particle-hole symmetry about half filling become an important influencing 

factor. With increasing particle density n, the compressibility decreases to a small 

magnitude, while 2

Tn   may increase monotonically with increasing n from zero to half 

filling. In the strong-coupling regime, when the chemical potential and pairing strength 

are much larger than the tunneling strength and Zeeman field, this compressibility will 

approach 2 =2/UTn  , where U is the on-site interacting strength. We show that SOC and 

the Zeeman field can play opposite roles in the behavior of compressibilities. The 

combination of these two terms can give rise to pronouncedly enhanced isothermal 

compressibility in some proper parameter regime. The anomalous compressibilities also 

give rise to an anomaly in the exponent of pressure. In the lattice model, the enhanced 

peak can be found in both the fully gapped phase and gapless Weyl phases. 

Key words：Spin-orbit coupling；Isothermal compressibility；Exponent of pressure；

Zeeman field 
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第一章  绪论 

超冷原子物理是过去几十年里蓬勃发展的一个新型科学领域，是观测和研究量

子现象的理想载体，备受物理学家的青睐。激光冷却与囚禁技术的突破和成功应用，

使得超冷原子气体成为国内外物理学界的关注热点和研究前沿。目前全世界有上百

家实验室在开展超冷原子方面的研究，该领域不仅有重要的理论价值而且具有十分

重要的研究潜力和应用价值。这是因为超冷原子的研究成为原子分子物理、量子光

学、凝聚态物理、核物理甚至天体物理等基础学科的交叉点，也极大推动了原子分

子光学、单量子态调控、强关联的量子模拟等重要课题的研究，甚至精密光谱与测

量、原子分子激光、原子干涉仪、原子芯片、原子光子钟、量子计算机等高新技术

的发展[129]。 

1.1  超冷原子气体介绍 

二十世纪末，在激光冷却技术的推动下，人们在实验室成功制备了超冷原子气

体，超冷原子气是一类接近零度的中性稀薄气体，它虽处于气态却能够展现出固体

或超流体的诸多重要物理性质。典型的超冷原子气体温度在 510−
K 甚至更低，原子

云密度在 13 15 310 10 cm−− 的量级。与之相比，而室温和大气压下空气中的分子密度约

为 19 310 cm− [1]。在如此低的温度下，超冷原子气体在观察量子现象方面有很多优势

如在有弱相互作用的玻色凝聚体中，所有原子占据同一最低量子态，这种凝聚现象

可用类似原子 Hartree-Fock 近似的平均场来描述，因此是观测和研究量子效应的理

想载体。通过光与原子相互作用来冷却和束缚原子最早由 Askar’yan[119]、

Askin[120]、Hänsh 和 Schawlow[121]以及 Wineland 和 Dehmel[122]提出，直到 1978

年，Wineland 和 Drullinger 等用镁离子[123]，同时 Neuhauser 和 Hohensattd 等用钡

离子[124]，首次实现激光制冷。随后激光冷却、囚禁与操控中性原子的理论和实验

研究取得了一系列重大进展。其中特别有意义的是在温度如此低的原子气体中实现

了量子简并[5]，1995 年，气态碱金属原子的玻色—爱因斯坦凝聚(BEC)的实验实现

[2-3]，激发了人们对超冷原子的研究热情[125]。1998 年，Kettle 小组在 23Na 超冷
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原子气体中，实现了用 Feshbach 共振技术调控原子间相互作用[4]，至此超冷原子

气体便活跃于各个物理学科。 

1.1.1 量子简并费米气体 

按照自旋量子数和交换对称性，原子可分为两类，自旋量子数为半整数的为费

米子，自旋量子数为整数的为玻色子。另外，他们的多体波函数满足交换对称(玻色

子)或交换反对称(费米子)性。在绝对零温，玻色子满足玻色爱因斯坦统计，单个量

子态上粒子占据数不受限制，即所有玻色原子凝聚到能量最低态上。对于费米子，

受限于两个全同费米子不能占据同一个量子态的泡利不相容原理，单个量子态上费

米子占据数只能是 0 或 1，即两个全同费米子不能占据同一个量子态，因此在绝对

零度以下，没有相互作用的费米子会一次占据能量最低的 N个量子态，从而形成费

米海，我们称这种费米子的零温行为为费米量子简并[5]。如图 1.1 对比了玻色和费

米子在零温的占据行为。费米子能够填充的最高能态被定为费米面，这一最高能态

所对应的能量为费米能
FE 。对于均匀理想费米气体，费米能表示为

2 2

2

F
F

k
E

m
 ，其

中
Fk 为费米动量。很明显此时的费米能为系统的化学势

FE = 。因为此时系统每增 

 

 

图 1.1 零温下，自由玻色和费米子的分布情形 
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加一个粒子的总能量增量也即为
FE 。在量子统计物理中，费米能有时也用费米温度

= /F F BT E k 来衡量，因为二者仅差一个玻尔兹曼常数
Bk 。对于单分量理想均匀费米

气体而言，系统的平均粒子数密度为
( )

3 3

3 2

4 1

3 62

F Fk kN
n

V




= = = ，其中 N 为粒子数，

V 为系统体积，很容易得出费米温度为
( )

2/3
2 2 2/36

=
2

F

B

n
T

mk


。对于两分量（自旋 1/2）

理想均匀费米气体而言，平均粒子数密度增大一倍，即为
3

23

Fk
n


= 。由物态方程

2 / 5PV N= ，可以得出零温费米气体的压强为[1] 

 ( )
5/32

2/3
22

6
5 2

N
P

m V


 
=  

 
, (1.1. 1) 

上式表明理想费米原子气体在零温也有压强，这点有别于玻色凝聚体( =0 )，对于

玻色凝聚体而言，其零温压强为 0。 

接下来，我们考虑束缚在光阱中的费米气体[125]，其中光学势阱所提供的的外

势可近似表示为谐振子势 2 2

, ,

1

2 x y z

V m 


 
=

=  。根据量子力学，此时单粒子本征能谱

为
1

2
n n

  


 
 

= + 
 

 ，根据费米-狄拉克统计分布，在温度为T 时，处在能量为 n


态上的平均粒子数为 

 

( )
1

exp / 1
n

n B

N
k T




 

=
 − +
 

， (1.1. 2) 

 为化学势，对所有能态求和我们有 

 

( )
1

exp / 1
n

n n
n B

N N
k T



 


 
= =

 − +
 

  , (1.1. 3) 

其中 N 为总粒子数。为方便计算，通常人们把 n
 看做量子数 n的连续函数 (n) ，并

引入态密度 ( )  的概念。能态密度 ( )  为表征能量 至 +d  能量区间内的量子态



自旋轨道耦合量子简并费米气体的热力学性质研究 

4 

数目。对于三维谐振子体系容易得到 ( )
( )

2

3
=

2


 


，其中 ( )

1/3

= x y z    。因而，

费米-狄拉克统计分布为 ( )
( )

1
=

exp / 1B

f
k T


 − +  

。在此基础之上，我们有总粒子

和总能的关系 ( ) ( )N f d   =  以及 ( ) ( )E f d    =  。在温度远低于费米温度

时，化学势为 

 

2
2

1
3

B
F

F

k T
E

E




  
  −  
   

. (1.1. 4) 

这里费米能为 ( )
1/3

= 6FE N  。 

当温度低于费米温度时，系统开始显现费米简并特性，此时量子统计会根本性

地影响系统的物理性质[125]。但是，实际的超冷原子不可能是理想气体，其中原子

间相互作用对费米超流的形成至关重要[125]。吸引相互作用的两分量费米气体，不

同自旋的原子间相互吸引形成 BCS 超流态，从而让费米海不稳定。在零温，形成类

似于玻色爱因斯坦凝聚的费米分子凝聚[6]，具有显著的宏观量子特性。目前实现的

超冷费米气体十分稀薄，其平均粒子数密度很小约为 12 310n cm− ，而粒子间距反比

于粒子数密度约为
1

3 1n m
−

 。在这种稀薄气体中，两粒子的碰撞散射主导整个哈密

顿量，而多粒子的碰撞过程可以被忽略掉[7]。 

1.1.2 Feshbach 共振 

超冷原子气体体系中高度的可调控性是其相对其他量子模拟平台的优势，它为

调节粒子间的相互作用提供了强有力的技术支撑。本小节我们就利用 Feshbach 共

振来调节相互作用展开讨论。 

Feshbach 共振由 Hermann Feshbach 于 1958 年在核物理领域提出[89]，Ugo Fano

也在其他物理领域对这种共振现象进行了探索 [9-10] 。因此有时也称为

Fano-Feshbach 共振，是用于调控稀薄玻色、费米气体中原子间相互作用的一项重

要实验技术。对于玻色子，我们需要调节共振获得满意的 sa 值来得到大的凝聚物

(7Li[11-12]) 或者 BEC(87Rb[13], 133Cs[14], 39K[15])。对于费米系统，Feshbach 共振
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在探究强相互作用区域多体物理中起到不可或缺的作用，所谓强相互作用区域为调

节散射长度
sa 超过原子相互作用间距。2002 年，Loftus 等人首次在两分量费米气体

中观测到 Feshbach 共振[94]。O’Hara 等人第一次实现强相互作用费米气体[95]。在

2003 年分子 BEC 在超冷原子费米气体 6Li 和 40K 中实现[90-93]，这一系列的成功和

突破都与 Feshbach 共振密切相关。 

Feshbach 共振可用双通道共振散射现象来解释。在超冷原子体系中我们可以将

其简化成如图 1.2 所示的双原子模型，考虑具有两个相互作用势的体系，即为图 1.2

中的闭通道(closed channel)和开通道(open channel)，对应处于不同总电子态的两个

原子的散射通道。通常，开通道的势能较低，而闭通道能量较高[16]，如图 1.2 中所

示。当只考虑开通道时，两粒子靠近会受到束缚势阱散射，这一问题回到量子力学

的势阱散射问题。但是，当考虑两通道作用时，在开通道相互靠近的两粒子有一定

的几率会被闭通道势阱所束缚形成束缚分子。而 Feshbach 共振的核心思想是，当开

通道的能量与闭通道的某个束缚能非常接近时，开通道中的散射过程会受到闭通道

的强烈影响，特别当两通道能量完全相等达到共振时，开通道中原子散射长度趋于

无穷。 

 

 

图 1.2 Feshbach 共振示意图，红色线为开通道，蓝色为闭通道，绿色为入射能量位置，横轴

为两原子距离，横轴为两个原子的距离，纵轴为系统能量，本图引用[16] 

 

下面具体推导 Feshbach 共振原理[1]， 我们把系统的空间和自旋自由度分成两
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个正交子空间，包含开通道的P和包含闭通道的Q。 P̂ 和 Q̂为投影到两个子空间的

投影算符，满足， ˆˆ 1P Q+ = ， 2ˆ ˆP P= ， 2ˆ ˆQ Q= ， ˆ ˆˆ ˆ 0PQ QP= = 。我们把状态矢量 

写成其在两个投影子空间的和， = P Q  + ，其中， ˆ=P P  ， ˆ=Q Q  。

系统满足薛定谔方程： 

 
=H E  , (1.1. 5) 

方程(1.1. 5)左乘 P， 

 ( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ= PP P PQ Q PPH PH PP QQ H H PE E     + = + = = , (1.1. 6) 

得 

 
( )PP P PQ QE H H − = ， (1.1. 7) 

同理有 

 
( )QQ Q QP PE H H − =

. 
(1.1. 8) 

其中， ˆ ˆ=PPH PHP， ˆ ˆ=QQH QHQ， ˆˆ=PQH PHQ ， ˆ ˆ=QPH QHP。算符
PPH 表示哈密顿量

在P空间的投影，算符 QQH 表示哈密顿量在Q空间的投影， PQH 和 QPH 是两子空间

耦合的算符。由等式(1.1. 8)得 

 
( )

1

=Q QQ QP PE H i H  
−

− + ， (1.1. 9) 

其中 为分母加入的无穷小微扰，以保证散射波为向外传播。将方程(1.1. 9) 带入(1.1. 

7)， P 方程变为 

  ' 0PP PP PE H H − − = , (1.1. 10) 

其中 

 ( )
1

'PP PQ QQ QPH H E H i H
−

= − + ， (1.1. 11) 

上式为描述 Feshbach 共振的项，类似于二阶微扰理论的能量改变，表示一个从P子

空间到Q子空间再返回到P子空间的有效相互作用过程，对应开通道的非局域势。

由于能量依赖相互作用，所以在时间上可以延缓。我们将 PPH 分成对角的不依赖相

互作用的 0H 和相互作用贡献的 1U ，其中 0H 是相对运动的动能和超精细 Zeeman 项
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的和。
0 1=PPH H U+ ，同时设 '

2 PPU H= ，于是方程(1.1. 10)可写成 

 
( )0 0PE H U − − = ， (1.1. 12) 

其中
1 2U U U= + 。把 Lippmann-Schwinger 方程[96]写成算符方程, 

0T U UG T= + ，

其中， '

2 = PPU H ,
 

( )
1

0 QQG E H i
−

= − + 。利用矩阵公式 ( ) ( )
1 11 1A B A B A B

− −−  + − = −
 

，

我们得到 

 
( ) ( )

1 1

1 1 0 2 01 1T T U G U UG
− −

= + − − ， (1.1. 13) 

其中，
1T 满足

1 1 1 0 1=T U U G T+ ，为T 矩阵在P子空间，如果转变到Q空间则为负的。 

现在我们通过考虑在有两个相对动量 k 和 'k 的平面波态下的矩阵元来解释结

果： 

 ( ) ( )
1 1

1 1 0 2 0' ' ' 1 1k T k k T k k U G U UG k
− −

= + − − 。 (1.1. 14) 

只保留到
2U 的一阶可得， 

 
( ) ( )

1 1

1 1 0 2 1 0' ' ' 1 1k T k k T k k U G U U G k
− −

 + − − ， (1.1. 15) 

定义， ( ) ( )
†

†1

1 0 0 1 1' 1 = 1 ' '; ,k U G G U k k U
−− − − −   −    

表示
0 1H U+ 的本征态，则 T

矩阵的矩阵元为 

 1 1 2 1' ' '; , ; ,k T k k T k k U U k U= + − + ， (1.1. 16) 

其中+ ( −)表示向外(里)传播。取 ' 0k k= = ，则向外和向里传播的函数相同为
0 ，在

上式中插入闭通道空间的完备条件 n n

n

I  = ，我们得到， 

 

2

0

10 0 0 0
n QP

n n QQ n

H
T T

E H

 

 
= +

−
 , (1.1. 17) 

由T 矩阵和散射长度的关系
24

0 0 =T a
m


，可得， 

 

2
2 2

04 4 n QP

p

n th n

H
a a

m m E E

  
= +

−
 ， (1.1. 18) 

其中， pa 表示不考虑闭通道耦合时，开通道的散射长度。
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当入射能量
thE 和束缚态的某个能级

resE 接近时，这个对应项将起主导作用，其

他项相对于能量的变化可以忽略，并且和开通道本身的散射作用合并起来，用
nra 表

示，为非共振的背景散射。散射长度为[1,125]， 

 

2
2 2

04 4 res QP

nr

n th res

H
a a

m m E E

  
= +

−
 . (1.1. 19) 

从上式可以看出，当入射能量
thE 从左右趋于束缚能量

resE ，散射长度趋于正负无穷。 

在实验上，可以通过调节外部参量，如电场或者磁场，来调节
thE 和

resE 的差。

为明确起见，我们以调节磁场为例。设共振附近的磁场为
0B ，则 

 
( )( )0th res resE E B B   −  − − − ， (1.1. 20) 

其中
B








= −


，

B









= −



res
res

E

B



= −


，这里  ，  为入射原子磁矩，

res 为两

原子构成束缚态磁矩，因此散射长度可表示为 

 0

1nr

B
a a

B B

 
= − 

− 
. (1.1. 21) 

 

图 1.3 通过 Feshbach 共调节
23
Na 原子 BEC。上图显示的是原子散射长度随磁场的变化，下图

显示的是在 Feshbach 共振，因三体相互作用，导致囚禁的原子数减少。本图引用自[4]。 
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其中，
( )

2

0

2
=

4

res QP

nr res

Hm
B

a
 

 

   


+ −
，公式(1.1. 21)说明我们可以通过调节磁场 B, 散

射长度可变为正、负和零，相应原子间相互作用也可变为排斥或吸引。如图 1.3 所

示为实验中观测原子 23Na 散射长度随磁场的变化[4]。 

1.2 光晶格中的超冷费米原子 

光晶格是由一组相干驻波产生的周期势，原子在其中感受到交流 Stark 效应(光

频移)[97]。M. G. Prentiss 于 1993 年，首次提出了原子光晶格的概念[17]，相关实验

研究随之继起[18-19]。置于激光场中的原子，激光的电场部分和原子的电偶极矩发

生相互作用，原子感受到一个周期势[117]。这一节我们研究束缚在由激光驻波形成

的周期光晶格势中的冷原子。 

1.2.1 光晶格势能 

产生超冷光晶格气体的基本工具是光学势，在激光振荡电场 ( )E r 中的电子，获

得偶极矩d。当电场振荡远离共振(例如它们不会在原子中引起任何实际转变)，诱

导偶极矩 ( ) ( )
, ,

i ij L j

j x y z

d E r 
=

=  ，其中
id 为原子偶极矩 d 沿 i ( , ,x y z )方向的值，

( )ij L  为极化张量矩阵元，一般依赖于激光频率和原子非共振激发态的能量。电子

偶极相互作用 ( )V = − d E r 。因为原子能级在空间上不相等，我们可以调节激光频

率，这样的改变会引进两个选择能级，我们称为基态 g 和激发态 e ，假定这两个

能级形成完备基： +g g e e I= ，这里 Î 单位矩阵。这样 

 
=I I e g e g + −= +d d d d ， (1.2. 1) 

其中 e g +  ， g e −  分别为原子升降算符，这里应用 0g g e e= =d d ，

因为空间反演变号。激光场用一个频率为
L 的单模来描述 

 ( ) ( ) ( )† *

0

ˆ ˆ
2

Li a a



 = − E r u r u r , (1.2. 2) 
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其中， ( )ru 是由激光场边界条件决定的空间模函数，
0 是自由空间的介电常数。用

旋波近似，舍去高频率项 

 
†*ˆ ˆ ˆ ˆga g a += +V , (1.2. 3) 

其中， ( )
0

ˆ
2

Lg i e g r



= − d u 是偶极耦合常数。 

我们考虑激光场与原子频率
0 失谐

0= L  − 远大于吸收峰宽度的情况，由二

阶微扰理论得 

 
( )

2
ˆ

dipole

e g 
=



V
V r ， (1.2. 4) 

其中，激光场假定为相干态
2 †/2

0e e
 −

，联立方程(1.2. 3)和(1.2. 4)可得：  

 ( ) ( )

2

0

ˆ
ˆ

2

L
dipole

e g
I




=



d
V r r , (1.2. 5) 

其中 ( ) ( )
2

I u r r 为激光强度，激发态衰变率 (爱因斯坦 A 系数 )给定为

3
2

0

3

0

=
3

e g
c




 d ，带入 ， 

 

( ) ( )
3

3

0

3

2
dipole

c
I






=V r r

 

(1.2. 6) 

其中，我们忽略了 0/ 1  阶的项。这个结果暗示了当激光场为红失谐( 0  )时

光耦合势为吸引，当激光场为蓝失谐( 0  )时光耦合势为排斥[128]。原子在激光场

中的偶极相互作用为， ( )dipole dipole= −F V r ，在一束不同光强的地方，原子感受到的

势能不同，由不同的红蓝失谐分别在光最强和最弱的位置对原子进行束缚[128]。如

果激光强度是高斯型为 

 ( )
( )

( )

2

2

2

2

2
,

r

zP
I r z e

z





−

= ， (1.2. 7) 

其中，P为总的激光能， r 为离 z 轴的径向距离， ( ) ( )
2

0= 1 / Rz z z  + ，光束 21/ e

的半径为
0 ，瑞利长度为 2

0 /Rz  = 。在 0r z= = 处展开 
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( )
22

2

0

2
, 1 2

R

P z r
I r z

z 

   
 = − −   
     

， (1.2. 8) 

所以光耦合势是以阱中心的谐振子势。 

光晶格周期势是由激光驻波形成，当两束激光波长为 相向传播发生相干产生

波长为 / 2 的驻波。如果激光为高斯型的，相干导致的周期势为： 

 ( ) ( ) ( )

2

2

2

2

0, sin

r

z
V r z V e kz


−

− ， (1.2. 9) 

其中，
0V 为势阱深度，波矢 2 /k  = 。可通过改变两激光的相对倾斜来改变光晶格

周期。对于高维光晶格可以通过朝不同方向传播的驻波叠加形成，如二维和三维(如

图 1.4 的(a), (b))的光晶格。在阱深的情形，用频率为 trap 一般为几十千赫兹。

02 /trap r rE V E = ，其中反冲能 ( )2 2= / 2rE k m 。由高斯型 21/ e 半径为
i ( , ,i x y z= )

激光束形成一红失谐光晶格，其光晶格势为: 

 

( ) ( )

2 2

2
2

2

, ,

sini

r i

i

i x y z

V V e ki


−
−

=

= − r . (1.2. 10) 

 

 

图 1.4 光学晶示意图，(a)二维光晶格，(b)三维简立方光晶格，本图引用自[16]。 
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其中 =2 /k   为激光波矢，晶格常数 /d k= 。在阱中心，我们可以将其近似为快

速振荡的正弦势和缓慢变化的三维谐振子势之和，  

 ( ) ( )
2

2 2

, ,

sin
2

i
i

i x y z

M
V V ki i



=

 
= − + 

 
r . (1.2. 11) 

其中， 
2 2

, ,

4 j i
i

j x y z j i

V V

M


 =

 
= −  

 
 ， ( )2sin ki 是平均值。 

1.2.2  Hubbard 模型 

Hubbard 模型以 J. Hubbard 命名，他在一系列颇具影响的文章[20-22]中引入为

模拟窄带电子关联的哈密顿量和提出许多关于处理多体问题的近似方法。如图 1.5

所示将两组分超冷费米原子置于三维光晶格势中，光晶格势为 ( )V r 由三个相互垂直

的激光驻波形成，相邻格点间距 d 为激光波矢 的一半。考虑对称晶格

2 2

2
2

0
i

r i

iV e V


−
−

= ，

两组分对于电子是自旋向上和向下，对于超冷原子可以是一个原子或分子的两个不

同内态(如，精细态)，在任何情况下，我们用赝自旋 =  ， 标记。在标准的 Hubbard

模型中原子相互作用只考虑相同格点相互作用，有各种超 Hubbard 模型考虑长程相

互作用，但本文不做研究。费米 Hubabard 模型的二次量子化形式可以写为: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
† † †

2
2 3 3ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )

2
H V d g d

m
     

 
= −  + + 

 
 r r r r r r r r r . (1.2. 12) 

其中 †

0
ˆ ( ) r (

0
ˆ ( ) r )是费米场产生(湮灭)算符，满足费米-狄拉克统计，

4 sa
g

m


= 为接

触相互作用强度。采用瓦尼尔表象，在最低能带的瓦尼尔基中展开费米场算符， 

 ( ) ( ) ,

,

ˆ ˆ
j j

j

u r c 


 = −r r ， (1.2. 13) 

其中 ,
ˆ

jc  ， ( )ju r−r 分别是第 j 个格点的湮灭算符和瓦尼尔函数，光晶格中两分量费

米 Hubbard 模型的哈密顿量可以写为： 

 ( )†

, , , ,
, ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆH.c.i j i i
i j i

H t c c U n n 


 
= − + +  . (1.2. 14) 

其中近邻格点跃迁矩阵元 ( ) ( )( ) ( )* 2 2 3/ 2i it u r m V u r d= − −  + − r r r r ，接触相互

作用 ( )
4 3U g u d=  r r，可以通过 Feshbach 共振调节正(排斥相互作用)负(吸引相
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互作用)[23]。Hubbard 模型可调节吸引和排斥相互作用从而呈现出丰富的物理现

象，在这个模型中费米统计和自旋自由度后面隐藏有许多有趣的物理现象。本文主

要研究与吸引相互作用相关的费米超流、无能隙拓扑相变、等温压缩系数等，我们

将在后面的章节进行详细讨论。 

 

 

图 1.5 超冷原子置于三维光晶格中，相邻格点间距为激光波长 的一半。本图引自[23]。 

1.3 人工自旋轨道耦合 

电子的自旋轨道耦合(Spin-Orbit Coupling，简称 SOC)效应广泛存在于物理的各

个领域，例如，原子物理中 SOC 在原子电子结构中起到重要作用，导致了精细结构

的出现。在凝聚态物理中，SOC 其中一个主要的效应之一是控制半导体中的电子输

运，近来 SOC 还被发现能产生新型材料如拓扑绝缘体、量子反常霍尔效应和拓扑超

导体。相比电子而言，中性原子由于电中性的缘故无法直接在磁场中感受到规范效

应，但是人们通过光与原子相互作用在中性原子系统中实现了人工 SOC。近十年，

在冷原子物理中，量子气体 SOC 的研究成为了相关领域最热的方向之一，在这个方

向无论是理论还是实验都取得了重要进展。一维[24-26]，二维[27-28] SOC 的相继实

验实现，将基于 SOC 的超冷原子气体的相关研究推到了一个新高度。表 1.1 所示为

人们在 SOC 实验上取得的重要突破。 
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表 1.1  人工 SOC 的实验进展 

实验组 原子 SOC 类型/

维度 

基态 发表期刊 

Spielman’s group 87Rb Boson/1D F=1 Nature 471, 83(2011) 

Zhang’s group 40K Fermion/1D F=9/2 PRL 109, 095301(2012)  

Fermion/2D F=9/2 Nat. phys. 12, 504(2016) 

Zwierlein’s group 6Li Fermion/1D F=1/2 PRL 109, 095302(2012) 

Chen’s group 87Rb Boson/1D F=1 Nat. phys. 10, 314(2014) 

87Rb Boson/2D F=1 Science 354, 83(2016) 

Chen’s group 87Rb Boson/1D F=1 PRA 90, 013616(2014) 

Engels ’s group 87Rb Boson/1D F=1 PRL 114, 070401 (2015) 

Ketterle’s group 87Rb Boson/1D F=1 PRL 117, 185301 (2016) 

Wang’s group 87Rb Boson/1D F=1 Sci. rep. 6, 198983(2016) 

Fallani’s group 173Yb Fermion/1D F=5/2 Science 349, 1510(2015) 

Jo’s group 173Yb Fermion/1D F=5/2 PRA 94, 061604(2016) 

Lev’s group 173Dy Fermion/1D F=21/2 PRX 6, 031022(2016) 

Ye’ s group 83Sr Fermion/1D F=1 Nature 542, 66(2017) 

 

下面我们从 NIST 的 Spielman 组模型[133]出发，以此了解人工 SOC 的形成原

理[29]，首先我们考虑碱金属原子如 87Rb 和 40K，他们的基态电子结构是 2

1/2S 。在

这个实验中，通过沿 x 方向对向传播的两束拉曼光将 87Rb 自旋态 , 1, 1FF m = − 耦

合到 1,0 ，将 1,0 耦合到 1,1 ，如图 1.6(a)和(b)所示，可以用哈密顿量[132]， 

 

0

0 0

0

2 2
2

1

2 2
2 2

2 2
2

2

0
2 2

2 2 2

0
2 2

i k xx

i k x i k xx

i k x x

k
e

m

k
H e e

m

k
e

m





−

−

 
+ 

 
  

=  
 

 
− 

 

. (1.3. 1) 
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图 1.6 (a) NIST实验方案示意图，(b)三个 F=1的能级如何通过拉曼光耦合示意图，(c)均匀矢

量势区域的色散，(d)非阿贝尔矢量势区域的色散。本图引自[132]。 

 

  

其中
0 2 /k  = ，  是两束激光的波长，所以

02k 是两声子过程中的动量转换，

1 1 2 =  + +  2 1 2 =  + −  ，这里
1 为线性 Zeeman 能， 为两拉曼光频率

之差，
2 为二次 Zeeman 能。对波函数做一幺正变换 U = ，其中 

 

0

0

2

2

0 0

0 1 0

0 0

i k x

i k x

e

U

e

− 
 

=  
 
 

. (1.3. 2) 

有效哈密顿量为 

 

( )

( )

22

0

1

2 2
†

22

0

2

2
0

2 2

.
2 2 2

2
0

2 2

x

x
eff

x

k k

m

k
H UHU

m

k k

m





 + 
+ 

 
  

= =  
 
 −
 − 
 

 (1.3. 3) 

当 1 和 2 很大时，有效哈密顿量的单粒子能量能谱如图 1.6(c)所示，有限的动量 xk 对

应单一的能量最小点，在
xk 附近展开，低能物理是由

( )
22

2

x xk A

m

−
描述的缀饰单态
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占主导，其中
xA 是一个常数。这样会导致一个均匀的矢量规范场。 

在接下来得实验中，Spielman 组沿 y 方向加入 Zeeman 梯度磁场，在这种情况

下，
xA 为 y 的函数而非常数，从而产生了非零人工磁场 0z y xB A= −  。在某一临界

磁场以上，实验中观测到了许多类似 BEC 中的涡旋。在另一个实验[24]中让
xA 随时

间变化，产生非零电场 0x t xE A= −  ，他们在电场脉冲后观测到 BEC 的集体振荡。 

通过调节 Zeeman 能和激光频率，使
1 2+   ，因此

2 0  ，同时
1 22   依

然很大，如图 1.6(d)所示，在这个区域，最低能谱包含两个能量极小，分别是态 1,0

和 1, 1− ，Spielman 组系统可以约化为赝自旋-1/ 2的系统，分别用 1,0  ，

1, 1  − 表示。沿有效耦合的 x 方向，实验室坐标系下单粒子哈密顿量可表示为 

 

0

0

2 2
2

0 2 2
2

2 2 2ˆ

2 2 2

ik xx

ik x x

k h
e

m
H

k h
e

m

−

 
+ 

 =
 

− 
 

. (1.3. 4) 

其中，
2


为拉曼耦合强度，

2h = ，非对角项描述伴随沿 x 方向的动量转移为
02k 的

自旋翻转，这是自旋轨道耦合效应的起源。为使自旋轨道耦合的物理更为明显，我

们引入旋转规范变换[130]， 

 

0

0

0

0

ik x

ik x

e
U

e

− 
=  

 
, (1.3. 5) 

在这个变换下，系统波函数变为 =U  ，而与之相应的旋转框架下的单粒子哈密顿

量为 

 

0

0
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2

†

0 2 2
2

2 2 2ˆ

2 2 2
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ik x x
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e

m
H U U
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e

m

−
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 =
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 (1.3. 6) 
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用泡利矩阵来描述哈密度量为： 

 
( )

2
2

0 0
ˆ

2 2 2
x z x z

h
H k k

m
  


= − + + , (1.3. 7) 

在赝自旋空间沿 y 方向旋转 / 2 ，
x z → ，

z x → − ，哈密顿量可以写成， 

 ( )
2

2

0 0
ˆ

2 2 2
x x z x

h
H k k

m
  


= + + − . (1.3. 8) 

其中第一项可以看成 Rashba 型 ( )x x y yk k + 和 Dressehaus 型 ( )x x y yk k − SOC 的等

权重叠加。在冷原子系统中，许多理论文献感兴趣的是 Rashba SOC, 其单粒子哈密

顿量 

 
( ) ( )

22 22
00

0
ˆ

2 2

y yx x
k kk k

H
m m

 −−
= + . (1.3. 9) 

尽管目前这种自旋轨道耦合还未被实现，但理论上已经提出许多实验方案。 

     我们上面讨论的两种 SOC 可以以动量相关的 Zeeman 场写出，  

 
2 2

0
ˆ

2
H

m
= + k

k
h . (1.3. 10) 

对于拉曼场诱导的 SOC (1.3. 8), 

 0,0,
2 2

xk k h

m

 
= + 

 
kh , (1.3. 11) 

对于 Rashba SOC(1.3. 9), 

 
00 , ,0

yx
k kk k

m m

 
= − − 

 
kh . (1.3. 12) 

这些单粒子哈密度量仍然有平移对称性，所以动量k 是一好量子数。他们的能谱为 

 
2 2

2
E h

m

 = k k

k
. (1.3. 13) 

接下来我们将以反冲能量 2 2

0 / (2 )rE k m= 作为能量单位。 

对于拉曼诱导的 SOC，当 h =0，单粒子能谱(1.3. 13)为 

 
2 22 2 2

0

22 4

xk k
E

m m

 
=  +k

k
. (1.3. 14) 

对 4 rE  ，单粒子色散关系有两个简并极小点，分别在 
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2

0 1
4

x

r

k k
E

 
=  −  

 
. (1.3. 15) 

随着增加到
rE ，在 4 rE = 这两个极小点重合，当 4 rE  ，在 =0xk 只有一个极

小。 

对于 Rashba SOC，单粒子能谱(1.3. 13)为 

 
2 2

0

2

k k
E

m m

 ⊥= k

k
, (1.3. 16) 

其中 2 2= x yk k k⊥ + ，因此，单粒子基态在
0=k k⊥
， =0zk 。并且这个基态不依赖于角度

( )= arctan /x yk k ，所以这个哈密顿量有一圈简并基态。后面的章节我们将研究在

Rashba SOC 和 Zeeman 场共存简并费米气体的热力学性质。 

1.4 本文内容 

本论文主要介绍费米简并气体在 SOC 和 Zeeman 场下的热力学特性，通过解析

和数值分析两个重要热力学参数等温压缩系数和压强指数，我们发现了不同于以往

的反常行为，本论文结构和布局如下： 

第二章介绍了本文用到的理论背景和理论方法，从 BCS 理论开始，介绍了 BCS

理论中用到的波戈留波夫变换，以及研究了零温吸引相互作用的费米气体 BCS-BEC

渡越。从热力学统计重要的配分函数开始导出本文将研究的相关热力学量和他们间

的关系，同时介绍了辅助记忆热力学势与其共轭变量的热力学方格和通过对热力学

方格的拆分方法来记忆 Maxwell 关系。 

第三章分节介绍了 SOC 和 Zeeman 场共存的三维费米气体的平均场理论，研究

了 BCS-BEC 渡越和拓扑量子相变，在 SOC 和 Zeeman 之间的竞争下系统出现了亚

稳态和非稳态即相分离，理论上相分离的判据为系统的等温压缩系数是否为负，最

终通过与此直接相关的热力学势对序参的曲率来判定。 

第四章介绍了自由空间 SOC 和 Zeeman 场共存的三维简并费米气体的等温压

缩系数、压强和压强指数等热力学特性，我们发现 SOC 和 Zeeman 共存，等温压缩

系数会出现突然增加的反常行为，这一反常行为还导致压强指数的反常行为，我们

将从极限情形的理论分析到数值结果分析逐一论述。 
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第五章鉴于光晶格和自由空间简并费米气体的不同，我们研究了光晶格中，SOC

和 Zeeman 场共存的简并费米气体的热力学性质。光晶格中平均占据数和粒子空穴

对称性将成为两个重要的影响因素，我们从极限情形的理论分析，结合数值结果分

析、讨论了等温压缩系数、压强、压强指数，并且比较了与自由空间热力学性质的

异同。 
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第二章  研究理论和背景 

自从实验上实现人工的自旋轨道耦合(SOC)以来，人们对 SOC 简并费米气体做

了大量的理论和实验研究，成为了超冷原子领域的研究热点[130]。类似于玻色子的

玻色爱因斯坦凝聚 (BEC)一样，费米子的宏观描述是通过基于 Cooper 对的

Bardeen-Cooper-Schrieffer(BCS)理论来描述。其中研究超冷费米原子一个最重要的动

机便是尽可能的观测 BCS 转变。借助 Feshbach 共振技术通过磁控调节超冷费米原

子的散射长度，使得 BCS-BEC 渡越得以实现，其所有的特殊性成为相关的研究热

点。巨正则配分函数是一个平衡态统计物理学中经常用到的概念，通过巨配分函数

能够导出热力学中重要的可观测量，可以将微观状态和宏观物理量联系起来[60-61]，

也是我们研究超冷费米原子热力学性质的重要基础，也是本论文的基本理论基础，

这些讨论将是后面研究工作的理论支撑。 

2.1  BCS理论 

BCS 理论是由 Bardeen J., Cooper L. N. 和 Schrieffer J. R. 于 1957 年提出

[31-32]，可用于解释 1911 年发现的金属中超导现象的微观理论。超导可描述为

Cooper 对的凝聚，并有大量观测超导的实验可以用该理论解释。在解释超导方面和

Landau-Ginzburg 理论、Bogoliubov 理论同样重要。Bardeen 、Cooper 和 Schrieffer 

因为该理论分享了 1972 年的诺贝尔物理学奖。但遗憾的是没法解释 1986 年发现的

高温超导[98]。 

     BCS 理论是基于 Cooper 于 1956 年提出的正常金属在绝对零度将不再稳定，

因为吸引相互作用使费米海改组，形成 k 与 k− 的束缚态[33]。BCS 理论是在研究超

导体中电子行为时提出的，该理论并不限定费米子的种类，也可以用来描述费米气

体中的费米凝聚[135]，在超冷费米气体中，原子间的相互作用和超导体中电子的相

互作用类似，所以我们以两组分费米气体为例来介绍 BCS 理论，系统哈密顿量[117]， 

 † † †

, , ', ' ,
, , ',

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
BCS

g
H c c c c c c

V
 




+  −  −  + 

= + k k k k q k k k q
k k k q

, (2.1. 1) 

这里用赝自旋 标记费米原子的精细态， †

, ,
ˆ ˆ( )c c k k 为赝自旋 原子的产生(湮灭)算
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符，   = −k k
，

2

2m
 =k

k
(m 是原子质量， =1)是自由粒子动能，  为化学势，

设定 =  
 

= 。其中 0g  为吸引接触相互作用强度，Cooper 指出，当这些束缚对

相对于费米海处于静止状态时，它们具有最大的束缚能，因此它们的质心动量 0=q  

(有横向外磁场的情形，质心动量非零，但不是本文研究内容)[117]，所以系统哈密

顿量可写为 

 † † †

, , ', ',
, , '

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
BCS

g
H c c c c c c

V
 




 −  −  

= + k k k k k k k
k k k

. (2.1. 2) 

2.1.1 平均场近似 

通常要精确求解有大量粒子的多体系统是极其困难的或者几乎是不可能的，其

中一个最为常用的近似是使问题容易处理的平均场近似。这意味着在涨落很小的情

形，我们在系统哈密顿量中用算符的平均值来替代算符[118]。 

我们考虑算符 Â、 B̂ 和他们的乘积 ˆ ˆAB ，让我们把算符 Â和 B̂ 写成其平均值和

涨落之和(此时没有近似，只是重写)， ˆ ˆ ˆA A A= + , ˆ ˆ ˆB B B= + 然后计算乘积 ˆ ˆAB  

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆAB A B A B B A A B   = + + + , (2.1. 3) 

假设涨落很小，保留到一阶项，即 ˆ ˆ 0A B   ，将 ˆ ˆ ˆA A A = − , ˆ ˆ ˆB B B = − 带入

ˆ ˆ 0A B   ，我们得到， 

 ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆAB A B B A A B= + − . (2.1. 4)
 

我们也可以把这种考虑推广到两个以上算符的乘积 (Wick 定理) [118]。 

现在我们用平均场近似来处理相互作用部分，做 Hartree-Fock 近似，只剩 Pairing 

场， 

 † † † † † † † †

, , , , , , , , , , , , , , , ,
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆc c c c c c c c c c c c c c c c

 −  −   −    −   −  −   −    − 
 + −

k k k k k k k k k k k k k k k k
. (2.1. 5) 

用 Pairing 场定义序参量， 

 
† †*

, , , ,
ˆ ˆ ˆ ˆ

g g
c c c c

V V−    − 
 =  = k k k k

k k

,   . (2.1. 6) 
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这个量也即我们稍后会提到的激发谱能隙，本文 *=  为实数，在平均场近似下系统

的哈密顿量为 

 ( )† † † † 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
BCS

V
H c c c c c c c c

g


     −  −  
 = + +  +  − 
  k k k k k k k k k

k

. (2.1. 7) 

2.1.2 波戈留波夫变换 

上小结我们得到系统在 BCS 理论平均场近似的哈密顿量，现在计算系统的本征

值和基态波函数，在 BCS 平均场理论下，系统哈密顿量是二次形式，所以可以写成

矩阵形式，然后对角化，以便对系统能有更深入的了解，系统哈密顿量的矩阵形式

为： 

 ( )† 2

†

ˆ
ˆ ˆ ˆ

ˆBCS

c V
H c c

c g








 − 

− 

   
= + −   

 −  
 

k k

kk k
k kk k

. (2.1. 8)

 

因为哈密顿量是厄米共轭的，存在幺正变换U 可以将其对角化： 

 

( )

( )

2† † †

†

2†

†

ˆ
ˆ ˆ ˆ

ˆ

ˆ0
ˆˆ

ˆ0

BCS

c V
H c c UU UU

c g

E V

E g







  





 − 

− 

   
= + −   

 −   

  
= + −    −  

 

 

k k

kk k
k kk k

kk

k k k

k kk k

, (2.1. 9) 

其中 2 2E = + k k
，BCS 平均场理论的有效哈密顿量为， 

 ( ) ( )† † 2ˆ ˆˆ ˆ ˆ
eff

V
H E E

g
    = + + − −  k k k k k k k

k k

. (2.1. 10) 

为使过程更清晰，我们用费米子的波戈留波夫变换[99]，把准粒子(准空穴)看成是电

子和空穴的混合。 

 

†

† †

ˆ

ˆ

u c v c

v c u c





 − 

 − 

 = −


= +

k k kk k

k k kk k

, (2.1. 11) 

矩阵形式为 

 †

† ††

ˆ ˆ ˆ
=

ˆ ˆ ˆ

c cu v
U

c cv u





 

−  − 

  −    
=       

     

k k kk k

k kk kk

. (2.1. 12) 

波戈留波夫的逆变换为 
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†

† †

ˆˆˆ +

ˆˆˆ

c u v

c v u

 

 



− 

 =


= − +

k k k kk

k k k kk

, (2.1. 13) 

矩阵形式为 

 
† † †

ˆ ˆˆ

ˆ ˆˆ

c u v
U

c v u

 

 



− 

      
= =         −      

k kk kk

k kk k k

, (2.1. 14) 

其中uk
， vk

为实数， ˆˆ / k k
 ( † †ˆˆ / k k

)为准粒子/空穴湮灭(准粒子/空穴产生)算符。

为保证该变换为正则变换，例如算符 / k k
 ( † †/ k k

)同样满足费米-狄拉克统计，

这样需要满足局域限制条件
2 2

1u v+ =k k ，另外从幺正变换的条件也可以得到此限

制条件。将(2.1. 13)带入哈密度量(2.1. 8)可得 

( )
( )

( ) ( )

2 2 2 2

†

†2 2 2 2

2

( ) 2 2 ˆ
ˆˆ ˆ

ˆ2 ( ) 2
BCS

u v u v u v u v
H

u v u v u v u v

V

g

  
 

 



 − +  −  +  
 =    −  + − − +    

+ − 





k k k k k k k k k k k

k k

k kk k k k k k k k k k

k

k

. (2.1. 15) 

为使(2.1. 15)矩阵对角化须满足 

 
( )2 2

2 2

2 =0 (a)

1 (b)

u v u v

u v

 + − 


+ =

k k k k k

k k

. (2.1. 16) 

方程(2.1. 16)同除 2uk
，我们能得到关于 /f v u=k k k

的方程 

 2 2 0f f − −  =k k k
. (2.1. 17)  

可得解 ( )= /f E  + k k k ， =   对应准粒子(空穴)激发。因为准粒子-空穴对称性，

我们只考虑正的激发谱 Ek
对应的 +fk

，从此处，省去右上标，标记为 fk
。联立局域

限制条件方程(2.1. 16)可解得 

 

 

 

2

2

2

2

E
u

E

E
v

E





 +
=




− =



k k

k

k

k k

k

k

. (2.1. 18) 

从有效哈密顿量(2.1. 10)可以看出第一项为正，所以系统基态一定是准粒子算符̂k
、

̂k 的真空态。从序参定义(2.1. 6)， 
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 ( )( )

( )

† †

† †

ˆ ˆ

ˆ ˆˆ ˆ= +

ˆ ˆ ˆ ˆ=

g
c c

V

g
v u u v

V

g
u v v u

V

   

   

−  
 = −

− − +

− −







k k
k

k k k k k k k k

k

k k k k k k k k

k

 (2.1. 19) 

上式用到准粒子非对角平均值 † †ˆ ˆˆ ˆ= =0   k k k k
；在零温， † †ˆ ˆˆ ˆ = =0   k k k k

，得

到零温能隙方程
 

 
2

g g
u v

V V E


 = − = − k k

k k k

, (2.1. 20) 

当 0  ，方程(2.1. 20)简化为 

 
1 1 1

2g V E
= − 

k k

 (2.1. 21) 

为确定系统的基态，需要自洽求解能隙方程。从 BCS 超导元激发能谱可知，从费米

面激发一个准粒子至少需要的能量，所以也称为激发谱能隙，如图 2.1 所示。 

 

图 2.1 超导元激发能谱 

 

另外，用变分法与上面方法一样也可以得到同样结果，基于上面的讨论，系统

基态为准粒子真空态 ˆˆ 0G G = =k k ，例如，最简单的基态形式可写为

ˆˆ= vac   k k

k

，满足上述条件，其中 vac 为费米子真正的真空态( =0c Vac
k

)，

将逆变换(2.1. 11)带入基态波函数 
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( )( )

( )

( ) ( )

† † †

† † † †

† †

† 2 2

2

ˆ ˆ ˆ ˆ=

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ= +

ˆ ˆ ˆ ˆ= + +

u c v c v c u c vac

u v c c u c c v c c v u c c vac

u v v c c vac u v c c vac


 −   − 

   −  −   −  − 

 −   − 

− +

− −







 

k k k kk k k k
k

k k k k k kk k k k k k k k
k

k k k k kk k k k
k k

. (2.1. 22) 

所以，我们把超导基态的变分试探波函数取为 ( )† †ˆ ˆBCS = +u v c c vac
 −  k k k k

k

，即 BCS

波函数。极小化 BCS BCSH 求得uk
和vk

。BCS 波函数是相当直观的，对于相互

作用为零的情形，从方程(2.1. 18)可得: 

 

( )

( )

( )

( )

2

2

11
1 =

02

01
1 =

12

F

F

Fk

F

k k
u

k k

k k
v

k k









    
= +       

  
= −     

k
k

k

k

k

. (2.1. 23) 

此时系统将会变得平庸：在费米面以下 vk
是均匀，费米面以外是 0(当

Fkk =1vk
)，

uk
的情形与之相反。 2vk

动量分布显示了一个很尖的边缘如图 2.2.(a)所示，其中， 

2v =k

†

, ,
ˆ ˆc c

 k k
，此时 BCS 波函数可以写为 

 

† †ˆ ˆ

F

BCS c c vac
 − 



=  k k
k k

. (2.1. 24) 

有相互作用时，为一有限值， 2

kv 和 2

ku 的分布将变得光滑，不再有费米面，在费米

面内、外同时出现，在 0T = ,不仅在 Fk k 区域能产生准空穴， Fk k 区域也能产生

准空穴(相应准粒子亦是如此)，如图 2.2.(b)所示。 

 

图 2.2 (a)相互作用为零时准粒子分布，(b)在吸引相互作用下准粒子在费米面附近

形成 Cooper 对。 
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2.2  BCS-BEC渡越理论 

当系统在整个费米球都存在吸引相互作用，且这个相互作用较强时，系统会怎

样？对于这个问题可追溯到 Eagles D. M. (1969)[34]和 Leggett A. J. (1980)[35]的工

作，他们提出，零温情形下超导、超流体和 BEC 的波函数可以平滑连接，BCS 与

BEC 之间有着深刻的联系，BCS 波函数能够描述 Cooper 对从弱相互作用到强相互

作用极限的耦合。近几十年，随着实验技术的进步，特别是 Feshbach 共振技术、

超冷费米凝聚的实验实现，BCS-BE 渡越[100]的研究引起了人们极大的关注。本小

节我们将介绍基于平均场理论下的 BCS-BEC 渡越。由于吸引相互作用不再局限于

费米面的窄壳中，化学势
FE  ，此时化学势需要通过粒子数方程来自洽求解, 

 † 2

, ,

,

ˆ ˆ 2n c c v 


= = k k k

k k

. (2.2. 1) 

在弱相互作用极限，对费米子影响很小，系统表现为标准的 BCS 行为，即 BCS 极

限；在强吸引相互作用下，库珀对的长度变短，表现出玻色子的行为[131]，如在零

温，Cooper 对分子会发生波色爱因斯坦能聚，由此开启在同一系统中研究玻色和费

米-狄拉克统计之间联系的先河。此时，系统费米结构完全被破坏，化学势是 Cooper 

对结合能的一半，是一负数。如图 2.3 所示，从弱相互作用到强相互作用的耦合，

系统光滑的过渡，Cooper 对的大小或者两粒子关联的相干长度单调减小，在常规定

的超导体中一般为 3 410 10− Å，尽管用的是平均场方法，但还是能够定性的描绘零温

的 BCS-BEC 度越的正确图像。 

 

图 2.3 两组分费米原子在 BCS-BEC渡越过程中，Cooper 对尺寸的变化。 

现在我们考虑三维两组分超冷费米原子，在 BCS 理论下我们已经获了能隙方程
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和粒子数方程： 

 

2

1 1 1

2

2

g V E

n v


= −


=






k k

k

k

. (2.2. 2) 

因为是三维系统对k 的求和是整个动量空间，上面的求和化积分，对是三维存在紫

外的发散，原因是在 BCS 理论中近似的认为相互作用是一个 相互作用，这样粒子

相互作用后，所有满足能量守恒的末态将不论初态是什么几率都一样[131]，g 在全

空间都是常数，这并不物理，我们需要重整化，使 g 与实验可测量-散射长度
sa 相关

联，从而消除发散，同时也能够将实验测量的物理量和理论中所得物理量相对应。

重整化过程即用我们的哈密顿量计算一少体问题，从而使少体散射的可观测量和理

论物理量相关联[1]。 

我们利用 Lippman-Schwinger 方程, 

 0

1
T U U T

E H i
= +

− +
. (2.2. 3) 

将 g 带入方程 (2.2. 3)得,  

 

( )2 2 2 2
' ''

1 1 1
', ; 1 0

' ''

g
T E g

V V
E i E i

m m
 

  
  

− − =  
  − + − +    

 
k k

k k
k k

. (2.2. 4) 

由于我们考虑的是零温极限的低能有效模型， ( ) ( )
2

0

4
', ; = 0,0;0 = sT E T g a

m


=k k ，

0, 0E → →k ，零能散射极限(因此可忽略 i )，可得 

 
2

1 1 1

4 2s

m

g a V 
= −

k

. (2.2. 5) 

这个重整化的过程在后面我们处理连续模型自旋轨道耦合简并费米气体时会用到，

重整化后的能隙方程为: 

 
2

1 1 1

4 2s

m

a V E 

 
= − − 

 


k k k

. (2.2. 6) 

接下来，我们以费米能 2 2 / 2F FE k m= 为单位，求解粒子数方程和能隙方程可得到如
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图 2.4 序参和化学势 随
1

F sk a
的变化曲线。从图 2.4 中可以能够看到随相互作用

的变化，序参量都不为零，即存在配对场的态在相互作用整个的变化过程中都是

体系的基态。另外可以看到
1

0
F sk a

，体系的化学势 几乎恒定为 1。这时体系的

统计还是费米统计，随着
1

F sk a
的不断增大，体系的 开始不断变小。当

1

F sk a
变化到

0 时，费米面消失，粒子开始散开。到
1

0
F sk a

的地方，体系的粒子出现凝聚，即

进入了配对的凝聚状态，化学势能 为一负值。而在整个过程中可以看到的是一个

连续变化过程，所以我们称之为 BCS-BEC 渡越。 

 

 

图 2.4 化学势 / FE 和序参 / FE 随
1

F sk a
的变化曲线，红色曲线为 / FE ，蓝色曲线为

/ FE 。 

2.3 热力学-统计基础 

超冷原子气体的热学性质已经通过统计物理学中的比热、熵、集体模、声速、

临界速度、等温压缩系数做了大量研究。在统计物理学中，配分函数是建立统计物
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理的核心，因为所有表征系统热力学性质的热力学函数均可由配分函数和巨热力学

势计算和表示。 

2.3.1 热力学势和 Maxwell 关系 

这一节我们将从巨配分函数出发导出常用热学量，为导出不同的热力学量，首

先了解几个重要的热力学势，以及他们之间的关系。同时为方便以后的计算，我们

给出了几个热力学势(函数)在正则系综和巨正则系综的全微分形式和 Maxwell 关

系，通过图 2.5 来说明，U F H G、 、 、 分别表示系统的内能、自由能、焓、吉布斯

自由能， S P V T、 、 、 分别是热力学共轭变量，熵、压强、体积、温度。蓝色虚线

方框表示正则系综，粒子数 N 确定，内能U 是 S V、 的函数，自由能F 是V T、 的函 

 

图 2.5 热力学势关系图，蓝色虚线方框内为正则系综，为巨热力学势。 

 

数，焓H 是P S、 的函数，吉布斯自由能G 是T P、 的函数。根据热力学第一定律导

出的热力学基本方程： 

 dU TdS PdV= − . (2.3. 1) 

此形式是粒子数确定的正则系综，四个热力学势之间通过勒让德变换有图 2.5 所示

的关系，这样我们可以导出其他热力势的全微分形式，例如：对自由能F U TS= − ，

其全微分形式为 

 

dF PdV SdT= − − . (2.3. 2) 

在巨正则系综，粒子数是变量，所以内能U 是 S V N、 、 的函数，对多组分系统，热

力学基本方程(2.3. 1)变为
 

 

+ i i

i

dU TdS PdV dN= −  , (2.3. 3) 
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这里
iN 和

i 分别是第 i个组分的粒子数和化学势，内能和自由能之间的关系不变，

所以在巨正则系综下，自由能的全微分为 

 

+ i i

i

dF PdV SdT dN= − −  . (2.3. 4) 

我们将热力学势在正则系综和巨正则系综的全微分列于表 2.1。不同的热力势之间关

系比较复杂，为方便记忆，玻恩于 1929 年，在一次讲座中展示了热力学方格或玻恩

方格[36]，1935 年出现在 Koenig F. O. 的论文中[37]，方格的四个角代表四个共轭变

量，边代表热力学势，每条边是各自两个端点所代表共轭量的函数，如图 2.6 所示， 

例如，内能U是 S V、 的函数，焓H 是 S P、 的函数，依次类推。全微分的记忆借助

方格里面的两条带箭头的线，每条边的全微分是箭头(箭尾)指向的变量乘以各自端 

 

表 2.1：热力势及其全微分形式 

热力学势 符

号 

共轭变量 全微分 

正则系综 巨正则系综 正则系综 巨正则系综 

内能 U  S V、   iS V N、 、  dU TdS PdV= −  + i i

i

dU TdS PdV dN= −   

自由能 F  V T、   iV T N、 、  dF SdT PdV= − −

 

+ i i

i

dF SdT PdV dN= − − 

 

焓 H  P S、   iP S N、 、  dH TdS VdP= +  + i i

i

dH TdS VdP dN= +   

吉布斯自

由能 

G  T P、   iT P N、 、  dG VdP SdT= −  + i i

i

dG VdP SdT dN= −   

巨热力学

势 

  /  iV T 、 、   i i

i

d PdV SdT N d = − − − 

 

 

点所代表变量的全微分相加。注意，箭头指向的变量为正，箭尾指向的变量相乘会

出“−”号，比如内能中的TdS ，T 为箭头指向的变量为“+ ”，而 PdV− 中的P是

箭头尾所对的物理量，所以出“−”。在巨正则系综粒子数不定，所以都加“ i i

i

dN ”。 
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图 2.6 热力学方格图 

 

在正则系综我们可以看到内能U 是 S V、 的函数，那么其全微分 

 V S

U U
dU dS dV

S V

    
= +   

    
, (2.3. 5) 

比较等式(2.3. 1)，我们得到, 

 

= ,
V S

U U
T P

S V

    
    = −   

    
, (2.3. 6) 

考虑到全微分存在，求偏导的顺序可以交换，即
2 2U U

S V V S

 
=

   
，可得, 

 S V

T P

V S

    
= −   

    
, (2.3. 7) 

类似地，由焓的全微分，可得, 

 P S

V T

S P

    
=   

    
, (2.3. 8) 

由自由能的全微分可得, 

 T V

S P

V T

    
=   

    
, (2.3. 9) 

由吉布斯自由能的全微分可得， 

 T P

S V

P T

    
= −   

    
. (2.3. 10) 
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这四个共轭变量偏导数之间的关系，是 Maxwell 首先导出的，称为 Maxwell 关系。

利用此关系可以把一些实验上没法测的量用实验可测量来表示。同时我们也可借助

热力学方格图来辅助记忆 Maxwell 关系。如图 2.7 所示，把热力学方格图(a)分别以

焓 H 为底边和以吉布斯自由能G 为底边按图(b)拆分，拆分的小方格有共同的底边

(图(b)上图以 H 为底边，下图以G 为底边)。每个拆分成的小方格，只标一个变量竖

线所对横线的端点变量，在该变量不变的情况下，两条竖线端点变量求偏导，例如，

(b)上图，左小图
P

V

S

 
 

 
，右小图是

S

T

P

 
 

 
，而他们是由横线的热力学势H 导出的关

系，值得注意的是，左右两个小图中的箭头以纵轴对称，所以不出“ − ”即

P S

V T

S P

    
=   

    
，图(b)下图，变量 P T、 ，对应横线代表的热力学势是吉布斯自由

能G 。我们发现和上图相比，拆分的左右两小图中的箭头以纵轴反对称(箭头和箭尾

重合)，这样就会出“−”。把每个热力学势边做底边进行如是拆分和记忆，就能很

好的记住 Maxwell 关系。 

 

 

图 2.7 借助热力学方格图记忆 Maxwell关系，图(a)为热力学方格，图(b)分别是以 H和 G为底

边对热力学方格的拆分。 

2.3.2 相关热力学量 

我们研究超冷原子体系，其巨正则配分函数量子表达式为： 
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( ) ( )
, pN E

G

N p

Z e
 

 


−
=  , (2.3. 11) 

包括两重求和，对某一粒子数 N ，所有可能的微观状态 p 的求和。能量
pE 对应微观

状态 p 的能量(计及微观状态全同性原理的要求)，粒子数 N 可以取 0 到的任何值；

再对所有可能粒子数求和。
1

Bk T
 = ， =  ，

Bk 为玻尔兹曼常数，T 为系统的温

度， 为系统的化学势，引入能量为
p 微观状态 p 的粒子数为

pn ，则 

 

np pp
p

p

p

p

n

G

N n N

Z e e

 
 
 − 
 
 



=

 
  

=  
 
 

  , (2.3. 12) 

 上式双重求和恰恰等效于各个 pn 的独立求和(不受
p

p

n N= 的约束)。所以 

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

10
0 1

0 1

10
0 1

0 1

... ...

...

p p

p

nn

G

n n

nn

n n

n

np

Z e e e e

e e e e

e

  

  

  

− −

− −

−

 =
  

   
=    

  

 
=  

  



 



, (2.3. 13) 

对于费米子 0,1pn = (不计自旋)；对于玻色子 0,1,2...pn = 等式(2.3. 14)可进一步写为, 

 

( )( )

( )

1

1

1

p

p

p

G

p

e

Z

e

  

  

−

−

 +      



= 
      

 − 





费米气体

玻色气体

. (2.3. 14) 

在巨正则系综有一个基本的热力学量是巨热力学势 , 其定义为

 

 
( )lnB GPV k T Z = − = − . (2.3. 15) 

从表 2.1 可知巨正则势的全微分形式为(以单组分为例)， 

 d PdV SdT Nd = − − − . (2.3. 16) 

所以对系统总粒子数和熵为： 
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,

,

,

T V

V

T

N

S
T

P
V







 
= − 

 

 
= − 

 

 
= − 

 

. (2.3. 17) 

从巨配分函数可以推导出，在温度T 下的整个系统在能量
p 的单粒子态的物理参数

平均值，在量子态
p 的平均粒子数为， 

 

( )

( )

ln1

p p

p

p p

p

n

p

n G
p n

p

n

n e
Z

n
e

  

    

−

−


= = −






. (2.3. 18) 

带入方程(2.3. 14)可得， 

 

( )

( )

1 1

11

1 1

11

pp

pp

p f

p b

n
ee

n
ee

   

   

−−

−−


= =

+ +

 = =
 −−

. (2.3. 19) 

平均总粒子数
/ /pf b f b

p

N n=  。在温度T ，能量 p p

p

E n=  ，内能U 为能量E的

统计平均值，结合(2.3. 13)，系统的内能可以通过下式计算， 

 

( )

( )

( )( )

( )( )

( ) ( )

ln

p p

p

p p

p

n

p p

n N

n

n N

G

n e

U E
e

Z

T

T

T T

  

  














−

−
= =


= −




= − − 




= 




=  + 



 

 

. (2.3. 20) 

接下来定义巨正则系统的等温压缩系数、体涨系数、压强系数分别为 
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,

,

,

1

1
=

1
'

T

T N

P N

V N

V

V P

V

V T

P

P T







 
= −  

 

 
 

 

 
=  

 

. (2.3. 21) 

其中，无论固体还是液体，温度升高而保持其体积不变是难以实现的，因此压强系

数 ' 需要通过测定的
T 、 来表示，用数学微分的循环法则，偏微分有下面的关系 

 , , ,

1
T N V N P N

V P T

P T V

       
= −     

       
, (2.3. 22) 

所以有 = 'T P   。

 

现在我们考虑两组分费米子系统， 标记冷原子赝自旋，由 PV = − ，

G PV N
 



 = − −  可得 =G N
 



 ，那么吉布斯自由能G 的全微分为 

 

dG dN N d   
 

 = +  . (2.3. 23) 

从全微分表 2.1 可知 

 

+dG VdP SdT dN 


= −  . (2.3. 24) 

方程(2.3. 23)和方程(2.3. 24)相等，可得 

 

N d SdT VdP 


 = − + . (2.3. 25) 

方程(2.3. 25)即为 Gibbs-Duhem 方程[60-61]。我们定义粒子数密度
N

n
V


 = ，压强

( )= , ,P P T  
 

和化学势 ( )= , ( , ), ( , )T n N V n N V  
   

。温度不变，即 0dT = ，从

Gibbs-Duhem 方程(2.3. 25)可得 

 
T T

N
dP d

V






=  , (2.3. 26) 

其偏导数形式为 

 , ,T T

P P
n n

 
 

 

 

 

    
=         =          

， . (2.3. 27) 

根据两组分等温压缩系数的定义 
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, ,

, ,, ,

, ,

,

1

= +

=

T N NT

N N N NT T

N N N N

N N

P
V

V

P P
V

V V

V n n
V V

V n
V

 








 

 

 



 

    

   

 

 

 

 

 

 
= −  

 

          −                     

     
 − +         

 
= −  

 


. (2.3. 28) 

由粒子数密度可得, 
2

N

n N n

V V V


   
= − = − 

 
, 等温压缩系数为， 

 

, ,

, ,

1
=

=

T N NT

N NT n T n

V n
V

n n
V n

n V n V
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. (2.3. 29) 

这便是两组分等温压缩系数，此式可推广到任意组分的情形。利用这个表达式，等

温压缩系数可通过热力学势来直接计算，
1

n
V





 
= −  

 
，

2

' '

1n

V



    

     
= −   

    
。

等温压缩系数是一个用于气体、液体甚至是天体物理里的基本计量单位[103-106]。

我们可以从一个简单的模型来理解这个定义，比如理想气体，由克拉伯伦方程可知

PV T ，从等温压缩系数定义(2.3. 21)可得 1/T P = [107]。 

利用 Gibbs-Duhem 方程还可以得到另一个重要的热力学量，即压强指数[134]， 

 
1

T P



= . (2.3. 30) 

对于理想气体， =1 ，是一无量纲量。我们可以通过压强的变化来理解这个物理量，
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假定长度为 L，变化后 ( )' 1L e L L =  + ，那么体积的改变dV n V= ，这里 n是系

统维度，根据等温压缩系数定义(2.3. 21)，可得压强变化为 

 
1 1

T T

dV n V
dP P n P

V V P




 
= − = − = − . (2.3. 31) 

变化前后压强的关系， 

 ( )' = 1nP e P n P −= − . (2.3. 32) 

其中压强 P
V


= − ，可由巨热力学势求出。本文主要研究的就是在 SOC 和 Zeeman

场共存的简并费米气体，等温压缩系数、压强、压强指数等热力学量的性质。 

2.4 小结 

本章着重讨论研究超冷费米原子气体热力学特性要用得到的理论方法和相关的

热力学量。首先我们介绍了基于 Cooper 对的 BCS 平均场理论，对四算符相互作用

项做了平均场处理，这样就可以通过波戈留波夫变换将哈密顿量对角化，从而得到

准粒子激发能谱和基态波函数，另外通过变分法也能得到一样的结果。BCS-BEC 渡

越是超冷费米原子在吸引相互作用的又一重要特性，我们就零温的费米原子做了简

单的讨论。其次我们通过介绍热力学方格，可以更为方便记忆热力学势和共轭变量

间的关系，和由热力学势函数导出的 Maxwell 关系，为我们从巨配分函数导出重要

的热力学量做好准备。最后我们从巨配分函数导出要研究的热力学量，以及用

Maxwell 关系将这些量转化为可测量和方便计算的热力学量。 
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第三章  SOC 费米气体的超流拓扑相变 

近十几年来，自旋轨道耦合(SOC)一直是凝聚态物理中的热门课题，主要因为，

(1) SOC 在认识非平庸拓扑中起到了重要作用。(2) SOC 可以诱导一个自旋三重态配

对场，导致超导的产生。(3) 在简并费米气体中的 SOC 能极大的改变 s 波超流。最

近几年，SOC 在实验取得重大进展(如第一章表 1.1 所列)，开启了令人兴奋的研究

途径，特别是随着 Feshbach 共振技术的发展，可以有效控制原子间相互作用，这样

就可以利用超冷原子的特征，干净的环境和可控参数。所以 SOC 简并费米气体成

为研究重要物理现象的理想载体，如在实验上已经观测到的 BCS-BEC 渡越[38]、涡

旋[126]等。 

研究显示，在 BCS 区域，SOC 能够增强超流配对的形成，另外对于极化费米

气体，SOC 和占据非平衡之间会产生竞争，导致拓扑非平庸相的出现，相边界可以

通过自洽求解能隙方程和粒子数方程来确定[39]。由于不同相之间的相互竞争，自

洽方程的解将导致系统出现亚稳态和非稳态，即相分离[40-41]。本章节将介绍二维

Rashba SOC 的三维费米气体，在加纵向 Zeeman 场的情况下，数值计算和解析分析

其中的 BCS-BEC 渡越、拓扑相变、相分离等。 

3.1  SOC费米气体的平均场理论 

为了研究的普适性，文献中考虑三维费米气体在 x y− 平面加 Rashba SOC， 

Zeeman 场沿 z 方向。系统哈密顿量[39-41]为 

 S
ˆ ˆ ˆ ˆ

BC SOC zH H H H= + + ,  (3.1. 1) 

其中， S
ˆ

BCH 为 BCS 理论给出的(2.1. 2)，Rashba SOC 和 Zeeman 场共存部分为 

 ( )†ˆ ˆ ˆ ˆ
SOC z y x x y z zH H c k k h c 




    




 + = − +
  k k

k

. (3.1. 2)

 

 为 SOC 强度， zh 为 Zeeman 场强度，类似第二章(2.1. 5)做 Hartree-Fock 平均场近

似,系统哈密顿量为 
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( )

2† † † †

† †

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ .
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z
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 
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 

  −    

 + + +  
= − 

 + +  + − 


k kk k k k k k

k k kk k k k k k

 (3.1. 3) 

在 Nambu-Gorkov 自旋基 ( )† †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ= , , ,
T

c c c c
  −  − 

−k k k k k
， ( )† † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆc c c c

  −  − 
= −k k k k k

下

展开，其 Bogoliubov-de-Genes(BdG)形式的有效哈密顿量为： 

 
( )

2

†

,

1ˆ ˆ ˆ 2
2

BdG

V
H M

g

  


= + − k k k k

k

. (3.1. 4) 

BdG 算符的形式为： 
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h
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h
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k
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. (3.1. 5) 

其中用到 
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m
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k ik
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, (3.1. 6) 

为使矩阵对角化，我们做幺正变换， 
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, (3.1. 7) 

系统有效哈密顿量可写为：

 

 
( )

2

† †

† †

0

1ˆ ˆ ˆ
2

ˆ ˆˆ ˆ

eff

V
H P U M UP

g

E E C


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
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= + +

 
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, (3.1. 8) 

激发能谱 

 

2 22 2

0= +2zE h E   + +  +k k k , (3.1. 9) 

其中 ( )2 22 2 2

0 zE h   = +  +k k k , = 对应两支激发能谱，基态能量， 
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V
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g
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
= − − − k k k

k

. (3.1. 10) 

根据第二章的推导，巨热力学势为 ( )
1

ln HTr e 



− = − ，我们得到 
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,

= ln 2cosh
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VE
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k
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. (3.1. 11) 

由  / 0   = , /  N = −  ，这样可以得到能隙方程和粒子数方程为： 
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, (3.1. 12) 

其中， ( )
( )tanh / 2

4

E
f E

E








=

k

k

k

，k 的求和是整个动量空间，方程(3.1. 12)求和化积分，

对于三维存在紫外发散，需要做重整化计算， 

 
2

1 1 1

4 2s

m

g a V 
= −

k

. (3.1. 13) 

能隙方程重整化后为： 

 

( )
2

2
, 0

1
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4 2

z

s

hm
f E

a V E






 

    
= − −     
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 k
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. (3.1. 14) 

注意到， (1) 当 =0 0zh  ， ，即没有 Zeeman 场的情形，
22

0E  = k k ，

( )
22 2 2 22 2= +2 = +E        +  +  +k k k k k k k
，回到文献[43]的结果。 (2) 当

=0 =0zh ， ，也就是既没有 Zeeman 场也没有 SOC，这时 0 =0E ，
22E E = = + k k k ，

回到了我们第二章介绍的标准的 BCS 理论，此时激发能谱简并。下一小结我们将介

绍通过数值自洽求解这两个方程来研究超流相变、BCS-BEC 渡越以及极化费米气体

的相分离等。 
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3.2  数值结果分析 

在做数值计算时，通常会选定物理量的单位，首先对自洽方程及涉及的物理量

做无量纲化处理。 

3.2.1  无量纲化 

选定费米能
2 2

=
2

F
F

k
E

m
为能量单位，其中k 空间费米半径为 ( )

1/3
2

F = 3k n ，在连

续模型，以费米能为单位，相应粒子数密度 n就确定了。现在做如下变换: 
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求和化积分，
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2
3 3

3 3

3

2 2k

V nV
d k d q



 
= =   , 那么自洽方程无量纲化，求和化为

积分 
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. (3.2. 2) 

这样就可以数值求解(3.2. 2)，当 SOC 强度 和 Zeeman 场强度 zh 给定时，就可以给

出序参和化学势 随1/ F sk a 的变化曲线如图 3.1，下面我们就数值求解的结果做一

些讨论。 
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3.2.2  SOC 费米气体的超流拓扑相变 

在零温，通过数值求解自洽方程(3.2. 2)得到，SOC 参数和 Zeeman 场 ( )F zk h ，

分别等于 ( )0,0 、( )0,0.5 和 ( )0.5,0.5 的情况下，化学势 和序参随相互作用1/ F sk a

的变化情况，如图 3.1 所示。 

众所周知，在没有 SOC 的情况下，Zeeman 场
zh 会破坏自旋 和自旋 态之间

的简并，当
zh 大于配对结合能时，将破坏超流配对[39,42]。我们也可以从能隙方程 

 

 

    图 3.1温度 0T = ,在参数( ,F zk h )化学势 (a)和超流序参 (b)随相互作用

1/ F sk a 的变化，本图引自[39]。 

来理解，准粒子激发能隙
22 0g zE h= +  − =k ，当 zh  ，总能找到合适的k 使

能隙 =0gE 。如图 3.1(b)所示当 =0Fk ， zh  ，这时 Zeeman 场将破坏超流对。当

0Fk  ，单粒子哈密顿量有两支能谱，因为自旋翻转，每支能谱既有自旋 也有自

旋 ，即使 zh 很大，也会因为同一能谱上两个动量相反的粒子而形成超流 Cooper

对。SOC 导致非零超流 Cooper 对，可以清楚的从图 3.1 中看到。在温度为零时的

BEC 极限，SOC 和 Zeeman 对超流配对没有影响，( )F zk h ， 三情形下的曲线重合。

所以我们着重考虑 BCS 这边，在 =0Fk ，如我们之前分析，当 zh  ，超流配对势

被破坏，与此相反当 zh   ，化学势  和序参  都不依赖于 zh ，这时曲线与

=0 0F zk h =、 的曲线重合。所以在 =0Fk ，当 =zh 时有个跃变。从图 3.1 还能看到
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当 0Fk  ，即使一个很小的值，超流序参都不会为零。 

下面我们介绍相互作用靠近 BEC 极限，此时的化学势为负，发生了 BCS-BEC

渡越，比较图 3.1 和 3.2，自旋轨道耦合会增强超流配对的形成。从图 3.2 (a)可知，

在 SOC 确定时，Zeeman 场抑制超流配对的形成。化学势随 Zeeman 场增加而减小。 

 

图 3.2 在 =2Fk ，化学势 (a)和超流序参 (b)随相互作用1/ F sk a 的变化。本图引自

[44] 

通过我们的分析，当相互作用一定时超流序参随SOC和Zeeman场的变化。如图 3.3(a)

所示，超流序参，在 BCS 附近，相互作用1/ 1F sk a = − ，温度 0T = ，随 SOC 强度 

 

图 3.3 (a)在相互作用1/ 1F sk a = − ，取不同的 Zeeman场，序参随 SOC的变化。(b)不同 SOC

下序参随 Zeeman 的变化。本图引自[39]。 

 

Fk 的变化，其他的相互作用和温度，结果类似。当 =0F zk h  ， ，配对势在不

同的 zh ，达到相同的点(由相互作用强度1/ F sk a 确定)，当 =0Fk ， zh 超过某一临界
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值，超流序参消失，但是当
Fk 非零，超流序参就不会为零，这时尽管有很大

的 Zeeman 场
zh ，超流序参依然能够观测到。如图 3.3(b)所示，超流序参在不同

的自旋轨道耦合下，随 Zeeman 场的变化。如我们之前的讨论，在 =0 =F zk h ， 我

们观测到一个突然的跃变。在 Zeeman 场强度
zh 很大时， 2 −  ，其中  是依赖

于 SOC 的一个常数。 

由 SOC 诱导的超流不能自动的决定其拓扑性质。在三维情形的均匀超流，动量

k 是一个好的量子数，在零温，超流拓扑序可由确定的外参数( Fk , zh ,1/ F sk a )准粒

子激发谱的费米点来分类[40](例如， 0E− =k 的点)。由E

k
可以得到： 

 
( )

2
2 2 2 2 2 24zE E h k k  + −

⊥ ⊥= − +  − + k k k
, (3.2. 3) 

因此，当 0k⊥  ，一定存在有限的能隙，并且所有的的费米点一定分布在 zk 轴。如 

 

 

图 3.4 所示，(a)费米点沿 zk 轴。(b)在由 Zeeman 场驱使的三维费米气体的量子相变，其中

0, ,1/ =0.1F F F sT k E k a= = ，实线表示能隙 0gE = ，其沿着如图红色的箭头变化。本图引自

[39]。 

图 3.4(a)所示。当 =0k⊥ ，准粒子激发能隙谱为： 

 

2
2 2

2

2

z
g z

k
E h

m


 
= − − +  

 
. (3.2. 4) 
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取
F Fk E = ，1/ =0.1F sk a 来研究由 Zeeman 场诱导的拓扑相变。如图 3.4(b)所示，

文献[39]中画出在 ( ),z zk h 平面，对于确定的
zh ， 0gE = 的个数，对应三种不同的相：

(a) 当 zh   ，没有费米点，能隙完全打开，对应有能隙非拓扑超流态。(b) 当

2 2

z ch h    = +  ，每一个
zh 值对应四个费米点为第一类拓扑超流态

4W SF 。(c) 

当
z ch h ，每一个

zh 值，对应两个费米点对应第二类超流态
2W SF 。在每个费米点

附近，已经验证，E−

k
是线性的，费米点的行为有点像 Wely 费米子，受拓扑保护的

拓扑电荷。在费米点附近的准粒子激发能谱认识了长期以来粒子物理寻找的类似低

温的 Wely 费米子。 zh 的两个临界点(
zh = ， 2 2

zh = +  )，出现了拓扑电荷，费

米子形成了陈数为 0 的拓扑平庸费米点，随着 Zeeman 场的增加然后消失。拓扑保

护的费米点其陈数为 1 在如图 3.4 显示的 B 和 C 区域。并且在量子临界点不会随

Zeeman 场的变化消失。这里的拓扑量子相变 (两个临界点 )完全不用于 p -波 

Feshbach 共振(改变相互作用强度)的三维 x yp ip+ BCS 超流变到 BEC 的单粒子拓扑

点的临界值为 =0  [101-102] 另外，在文献研究的系统中，当准粒子激发能隙关闭，

x yp ip+ 超流[101-102]会消失，而超流配对势依然是有限的值[39]。 

有严格 s -波超流势( 0  )的特殊相 4W SF (对应图 3.4，B) 和 2W SF (对应图 3.4，

C)，却是受拓扑保护的费米点，是一种新的物质状态。在实验上通过动量分辨的光

发射光谱来区分这些相以及拓扑临界点。在相变中因为没有对称性破缺和出现序参，

这些拓扑量子临界点在通常的实验中是很难观测的。在发射光谱实验中，E−

k 对应固

定的 zk (或者是一个小的区域)，是可以通过分析相同的 zk 飞行时间图像来测量的。

通过这个测量 ( , ) 0g z zE k h = ，可以画出如图 3.4(b),下面我们画，当 =0zk ， gE 随 Zeeman

场 zh 的变化，(如图 3.4(b)中水平的红色箭头)，结果和 0zk  的情形类似。对于 =0zk ，

gE 在 A 和 B 的临界点不会关闭，因此，其准粒子激发是有能隙的，当 z ch h (例如

A 和 B 一起出现)，是非拓扑的。 gE 在 =z ch h 关闭但在 z ch h 重新打开，此时，准粒
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子激发是拓扑非平庸的。如图 3.5(a)所示。在 0T = ，画了在 =0zk ， gE 随 Zeeman 场

zh 的变化以及对应的序参和化学势 。当
zh 扫过 =0.56c Fh E ， gE 先关闭然后打开，

标志着非拓扑准粒子激发到无能隙激发再到到拓扑激发。在
ch ，尽管 gE 是一个节点，  

 

图 3.5(a) 在 =0,1/ 0.1, , 0F s F Fk a k E T= − = =k ， gE ，和 随 zh 的变化,(b)有限

温度拓扑相的转变，红色曲线通过方程(3.2. 5)给出。箭头指示相的转变点，A和 C分别代表拓

扑和非拓扑激发，本图引自[39]。 

 

依然能看到很强的配对势 =0.52 FE 。对于 0zk  ，对应的 ch ，也可以类似的通过 gE

的消失来确定，因此其三维的拓扑相变在图 3.5(b)所示。在真实实验中，只能是有

限的温度，温度将导致热激发破坏超流。热成分很大程度上取决于 /g BE k T 。注意

在有限温度，不同相之间没有明确的界限：例如，只有有限温度相的渡越。尽管如

此还是如图 3.5(b)所示，通过 

 
( ),1/ , ,g F s z BE k a h T k T = ， (3.2. 5) 

来说明拓扑渡越区域。注意到， gE 依赖于温度方程，可以联立方程(3.2. 2)自洽的求

解。因此，序参随 Zeeman 场 zh 的变化和零温(如图 3.5(a)所示)的情形相当不同。

有限温度水平箭头线(图 3.4(b))相变如图 3.5(b)所示。相 A 和 C 有一个量子临界区域，

该有限温度产生了许多准粒子激发。 
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3.2.3  SOC 费米气体的相分离 

SOC 极化费米子中，SOC 和 Zeeman 场共同作用会导致在 Feshbach 共振附近两

分量费米气体的基态相图出现稳定超流相或者相分离。观测 BCS-BEC 演化区域，

如图 3.6 画列出了主要的结果 

 

图 3.6 以占据非平衡和相互作用1/ F sk a 为变量的基态相图，其中 Fk (a) 0.005 , (b) 0.05，(c) 

0.15，(d) 0.25。Normal (N), Phase separation(PS)，Gapped superfluid (SF) Gapless superfluid 

(
2/4W SF )。本图引自[40] 

 

其中，占据非平衡(极化率) ( ) /P N N N
 

= − ，自旋轨道耦合 Fk 取四个不同的值。

首先，能够清楚的看出 SOC 和占据非平衡P之间的竞争导致稳定的 GSF 和 PS 之间

的竞争，因此，在任意给定的P，随着 SOC 的增加，即使相互作用1/ F sk a 很小，系

统最终变为 GSF。另一方面，我们发现当P很小时，因为 SOC 增加了态密度，所

以是稳定的 GSF 和 N 之间的竞争，在P很大时，是非稳的 GSF 和 N 之间的竞争。 

上面的相图是通过解自洽方程(3.2. 2)和用等温压缩来判断其是否发生相分离。

等温压缩系数矩阵如我们在第二章导出的两分量等温压缩系数(2.3. 29)，压缩系数矩

阵元为 
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( )'

'

( )T

 


 


= −

 
. (3.2. 6) 

系统处于稳定相需要该项正定，与此直接相关的是热力学势关于的曲率(将在第四

章我们有详细推导) 
2

2

 


为正。当此项为负时，其均匀平均场解对应热力学势并非

极小，而是亚稳态或者非稳态，对应非均匀超流相，如相分离。如图 3.7. 由于 SOC

和
zh 之间的竞争，(a)-(c)的热力学势出现了双阱的形状，因此其平均场解对应的

是亚稳态(局域极小)或不稳定态出现了相分离。 

 

 

 图 3.7 热力学势关于序参的变化曲线，图(a)-(d)对应不同的 Fk 和 zh ，本图引自[41] 

 

3.3  小结 

    这一章我们主要介绍了极化 SOC 简并费米气体的一些性质。利用 SOC 费米气

体的平均场理论，得到在 Nambu-Gorkov 自旋基下 BdG 形式的哈密顿量，通过幺

正变换将其对角化得到对角化的有效哈密顿量。由巨热力学势我们得到能隙方程和

粒子数方程，通过数值自洽求解这两个方程，我们发现 SOC 增强超流配对，于此相

反 Zeeman 场则是压制配对的形成，他们之间的竞争导致了更为丰富的相图。文献

研究了 BSC-BEC 渡越，以及拓扑相变，尤其 SOC 和 Zeemanc 场之间的竞争，还出
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现了系统处于亚稳态和非稳态的相分离。在理论上通过求解自洽方程，分析能谱我

们可以确定其相边界，同时还利用等温压缩系数来判断是否出现相分离。 
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第四章  SOC 简并费米气体的热力学特性 

在玻色气体中，基态有限动量的平面波相或条纹相，主要取决于粒子内和粒子

间的散射长度。这两种相的转变可用 Dick 模型来描述，近来这个模型还用来寻找

超固体相和通过 Kibble-Zurek 机制的淬火动力学研究缺陷的尺度律。但是，费米简

并气体中物理完全不同，这种相互作用能使自旋极化依赖于动量，因此，当垂直的

塞曼场将能隙打开，只有 s -波相互作用的相同能带中出现有效的 p -波对。利用这

种原理在实验上寻找拓扑超导和 Majorana 零模。在超冷原子中自旋轨道耦合(SOC)

能改变单粒子能带结构，因此，从根本上改变了简并费米气体中的 s -波超流，从而

产生拓扑超流相变和与之相关的 Majorana 零模。这种相互作用导致拓扑超流的出

现。如果反转对称性破缺，该系统还出现了有限动量的拓扑超流。这些拓扑超流已

被广泛研究，但他们的热力学性质还很少涉及。 

等温压缩系数
T 广泛用于研究液体的流动性和固体的刚度，判断体系正常相到

超流；从超流到固体以及从超固到模特绝缘等物理相变。等温压缩系数和压强之间

的关联系数压强指数 正比于压强的维度。在热力学和统计物理实验中通过测量粒

子数涨落来测定等温压缩系数，同时通过循环规则能够计算另外两个重要热力学量，

体涨系数 和压强系数 ' 。自旋轨道耦合费米气体中自旋轨道耦合对等温压缩系数

的影响已有相关研究，本章主要研究 SOC 和 Zeeman 场共存的简并费米气体的热力

学特性，内容涉及反常等温压缩系数、压强和反常压强指数等。 

 

4.1  理论模型 

鞍点近似的平均场理论，忽略涨落等因素的影响，这样不能很好的描述低维如

一维和二维系统的物理，所以我们承接第三章的 SOC 和 Zeeman 场共存的三维简并

费米气体。在 SOC 简并费米气体平均场理论我们能够得到如(3.1. 8)的有效哈密顿量

和方程 (3.1. 12)的自洽方程。在巨正则系综，在解自洽方程时，平均粒子数

( 3 2/ 3Fn k = )确定，等温压缩系数(2.3. 29)可以直接写成[45-46], 

 
2 2

, ,

1 1
=T

T T e T i

n n n

n n


  

        
= +               

. (4.1. 1) 
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等温压缩系数的贡献来自两部分，显式(用 e标记)和隐式(用 i标记)两部分，显式是

粒子数密度对化学势的偏微分，因为序参为化学势 的隐函数，所以隐式可写为： 

 ,, ,T eT i T i

n n

 

      
=    

      
, (4.1. 2) 

由第二章的推导可知系统的热力学势为： 

 

( ) ( )
2

,

1
ln 2cosh

2

V E
T

g








   
 = − −   

  
  k

k

k k

. (4.1. 3) 

所以显式部分

 

 

2

2

, ,T e T e

n

 

    
= −  

    
, (4.1. 4) 

隐式部分 

 

2

,, , ,,T eT i T i T iT e

n n

   

         −   
= =        

           
. (4.1. 5) 

我们定义能隙方程 ( ), 0f 


  =


，利用 0
f f

df d d







   
= +  =  

   
，有 

 

2 2

2

,T i

f f

 


            
= − = −                   

, (4.1. 6) 

同理，隐式部分也可以直接由热力学势计算， 

 

2

, ,,

2 2 2

2

,

2
2 2

2

,

T i T iT e

T e

T e

n

  





     −  
=     

      

   −     
= −   

     

    
=  

  

. (4.1. 7) 

这样计算等温压缩系数，只需计算下面几个式子， 

 
2

2
,,

tanh
21

tanh
2 2

B

BT e

E

k T E E En

V k T



  

   

   
                = +                  

 
 



k

k k k

k

, (4.1. 8) 
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, (4.1. 9) 
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. (4.1. 10) 

其中需要用到 
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. (4.1. 11) 

我们在上面计算中引入了下面的定义， 
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(4.1. 12) 

22

z kP h = +k  

01Q P E = +k k  

2

01 zS h E = +k  

至此，就得到等温压缩系数 , ,T T e T i  = + ，其中， 
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(4.1. 13) 
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(4.1. 14) 

等式(4.1. 13)和等式(4.1. 14)是本论文的两个重要公式。为了方便我们称 ,T e 为显等

温压缩系数， ,T i 为隐等温压缩系数。在做数值计算时，像第三章所讲，以费米能

为单位做无量纲化处理，其中等温压缩系数以1/ ( )FnE 为单位[43]。根据热力学势

PV = − ，同样可以计算系统的压强为 
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(4.1. 15) 

由第二章的定义(2.3. 30)，压强指数为一无量纲的量。至此，SOC 和 Zeeman 场共

存的三维简并费米气体所要计算的物理就都可由巨热力学势导出。为使上面的分析

更加清晰，需要对一些极限情况逐一讨论，下面我们解析讨论等温压缩系数、压强

及压强指数在各种极限的情形。 

4.2  解析分析 

4.2.1  等温压缩系数 

上一小节我们分别从热力学势求出了等温压缩系数、压强和压强指数，这一小

节就等温压缩系数的一些极限情形做一些讨论。 

（1）在没有相互作用即为自由粒子情形， =0 ，我们有， ( )22 2

0 k zE h = +k ，

2 2

k zE h   = + +k k ，那么计算等温压缩系数所需的 

       1
E




= −



k ，
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=
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k ，
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

k ，
2
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
=



k . 

由粒子数密度方程可知， 



第四章  SOC 简并费米气体的热力学特性 

55 

 

,

,

1

1 1
1 tanh

2 2

1 1

exp 1

B

B

n
V

E E

V V k T

V E

k T

 










 
= −  

 

   
= +      

 
 
 =
  

+   
  

 



k k

k k

k k

  (4.2. 1) 

等式(4.2. 1)表示，在没有相互作用的情形，自由费米子满足费米-狄拉克统计。由等

温压缩系数定义，序参是化学势的隐函数，才有隐等温压缩系数 ,T i ，现在序参为

零，显然 , 0T i = ，同时也可以通过计算， 
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. (4.2. 2) 

这样，没有相互作用的等温压缩系数主要来自于显等温压缩系数中粒子数对化学势

的偏导，当温度为零时 
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. (4.2. 3) 

其中， ( )   是费米面上的态密度，我们知道金属相态密度非零，绝缘相态密

度为零，这样我们就可以利用等温压缩系数来判断 Mott 绝缘相甚至超固相[47-51]。

二维无质量狄拉克费米子有狄拉克锥的结构和态密度在锥附近是线性色散关系

[52]，三维情形，态密度狄拉克点附近是二次型的色散关系，所以通过等温压缩系

数也可以寻找无质量狄拉克费米子[52]。 

（2）没有 SOC 和 Zeeman 场，即 0, 0F zk h = = ，此时零温压缩系数可以解析

求解，此时是标准的 BCS 理论方程。 2 2=E E E + −= = + k k k k 计算等温压缩系数所

需的， 
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粒子数密度为 ( )
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，显和隐等温压缩系数分别为 
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当温度 0T → ，则有
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，所以显和隐等温压

缩系数可以简化为 
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. (4.2. 5) 

为解析求解(4.2. 4)、(4.2. 5)，我们定义两个积分， 
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. (4.2. 6) 
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其中 2 2= +g   为动量为零的能量， ( )K x 和 ( )E x 分别为第一类和第二类完全椭圆

积分，利用积分定义，等温压缩系数及其显式和隐式分别为： 
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. (4.2. 7) 

无量纲化后，利用(4.2. 7)可以解析求出等温压缩系数如图 4.1 所示。从 4.1 可以看出，

数值和解析在相互作用1/ F sk a 从-2 到 4 之间吻合的很好，但随相互作用很大到 BEC

极限逐渐会有些差别。 

 

 

图 4.1 在 0, 0F zk h = = ，等温压缩系数随相互作用变化曲线，数值和解析的等温压缩系数对

比，(a)为显等温压缩系数 ,T e ，(b)为隐等温压缩系数 ,T i ,(c)为等温压缩系数 T ，红色虚线

为解析结果，黑色实线为数值结果。 

 

接下来我们分析没有 SOC 和 Zeeman 场分别在 BCS 和 BEC 极限情形。(I) 在

BCS 极限 =0 ，
FE = ，E =k k ，此时隐式等温压缩系数 , =0T i ，主要的贡献来

自显式部分： 



自旋轨道耦合量子简并费米气体的热力学性质研究 

58 

( )

, 2

,

2

1

2

T T e

T e

n

n

E
n V

 




 
= =  

 

=  k

k

  

 

( )
( ) 3

32

2

2

2

2

1
2

1
F

E d
n










=

=

=

 k k

. (4.2. 8) 

(II) 在 BEC 极限，1/ 1F sk a ， ，E k k ，我们有下面的解[62]， 
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其中分子结合能 ( )
1

2

b sma
−

= − 。利用上面的结果， 

 
( )3/2 2

, ,0 2 /T e T i m n   → → −， . (4.2. 10) 

在 BEC 极限，化学势对结合能起作用，不依赖于粒子数密度，所以粒子数密度对隐

式部分没有作用，从(4.2. 10)我们可以看出 1/T sa  ，这就是为什么在 BEC 极限，

等温压缩系数和相互作用1/ F sk a 成线性关系。 

4.2.2  压强和压强指数 

在 4.1 中我们从热力学势得到压强，为讨论方便，(4.1. 15)也可以写为 
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当温度 0T → ，压强 
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， (4.2. 12) 

相互作用需重整化计算(3.1. 13)，压强可重新写为 

 

2 2

,

1

2 2 4 s

mE
P

V a






 

  
 = − − +
 
 

 k
k

k k

. (4.2. 13) 
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(1) 在 BCS 极限， =0 1 ， ， = 1E  −k k ，求和化积分 2
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所以可得无量纲的压强 
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其中， 
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这样我们得到在零温 BCS 极限下的压强为 
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在上一节我们得到在 BCS 极限的等温压缩系数
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Wiedemann-Franz 定律 [54-58]和 Grüneisen 常数[59]，所以压强指数反映了多体相
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2

E g
P n

V


 −


，其中，

N
n

V
= ，总的粒子数 N 是定的，所以

2

1
P

V
 ，由等温压缩系数定义 

 

2

0

1 1 1 1
T

V n

V P n P g n


      
= − = =     

      
. (4.2. 18) 
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那么在 BEC 极限压强指数 

 

1
= 2

T P



= . (4.2. 19) 

这两种极限情形，我们在下一节的数值计算中都能很好的吻合。另外等式(4.1. 13)

和等式(4.1. 14)在没有 Zeeman 场即 =0zh ，就直接回到文献[43]只有 SOC 的结果。有

意义的一点是，SOC 和 Zeeman 场共同作用，激发谱如我们在第三章讨论的在 Weyl 

超流激发能谱将出现无能隙的情形，同时等温压缩系数也不再是永远大于零，有小

于零的区域，系统相应出现亚稳态和非稳态即相分离，接下来的数值结果我们将会

论述这些特征。 

4.3  数值结果分析 

 

图 4.2 (a)和(b)为只有 Zeeman场(左)和 SOC(右)的等温压缩系数。(c)和(d)时等温压缩系数的

两部分显式( ,T e )和隐式( ,T i ),其中为显示清晰显式 ( 4)，(e)和(f)等高线图为等温压缩系数

在不同 Zeeman场(SOC)随相互作用的变化，在 NG相， =0 。     
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我们在第三章已经讨论过以费米能为单位，自洽求解能隙方程和粒子数方程来

确定序参和化学势 [39-41]。在数值计算做无量纲化时，第二节解析分析已经给

出，等温压缩系数以
0 =1/ FnE 为单位，压强以

0 FP nE= 为单位，压强指数为没有量

纲的量。         

首先，我们考虑如图 4.2 所示，SOC 和 Zeeman 场单独作用的情形。有很强

Zeeman 场，BCS 这边，当 zh  ，如我们在第三章的讨论，超流序参会被完全破

坏 =0 ，因此出现了 Normal 相。在仅有 Zeeman 场的 BCS 极限，我们发现当

0 1.5z Th = =， (等温压缩系数. (4.2. 8)以1/ FnE 为单位无量纲化， =3/2T )。 0.8zh 

出现完全极化， 0.945T = ，这与理论预测值 3/22 相吻合。这些结果同时也证明了，

SOC 和 Zeeman 的作用相反，分别是增强和减弱密度态。其次，在 BEC 这边，

T 1/ F sk a  。由图 4.2(a)和(b)可知等温压缩系数在 BCS 和 BEC 极限完全和我们在

上一节理论分析中得到的结果一致。 

 

 
图 4.3  (a)和(b)是等温压缩系数在 SOC和 Zeeman场共同作用下随相互作用的变化，(c)和(d)

为对应的显示和隐式等温压缩系数。其他参数(a)和(c)SOC 0.6Fk = ,(b)和(d)Zeeman

场 1.0zh =  
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其次，我们考虑 SOC 和 Zeeman 场共同作用的情形，其物理却完全不同。如

在图 4.3 所示，我们发现，在一些参数区域，隐等温压缩系数会出现了一个大约一

个数量级显著增强的反常行为，这个增强一般出现在 Zeeman 场强于 SOC 的情形。

在图 4.3 (c)和(d)我们发现，这个反常尖峰来自等温压缩系数隐式部分，因为显等温

压缩系数随相互作用1/ F sk a 总是光滑的曲线。为进一步探究产生反常尖峰的原因，

如图 4.4，我们画了等温压缩系数隐式部分(4.1. 14)的分子和分母随相互作用的变化 

 

 

图 4.4 隐式等温压缩系数
T 的分子和分母，在不同 SOC 和 Zeeman场下随相互作用的变化，当

,=0 0T i =， 。 

 

曲线，发现其分子如图 4.4(a)-(b)一直是平滑的曲线，但是随着相互作用从 BCS 到

BEC 的变化，其分母如图 4.4(c)-(d)展现了一些反常的行为。分母中的局域极小正是

导致等温压缩系数反常行为的直接原因。这些反常行为一般发生在无能隙超流区域，

为说明这一点，我们画了如 4.5(a)-(b)在图 4.3(a)-(b)所对应的三个峰的激发能谱，发

生在有两个 Wely 点的无能隙超流区域，随着散射长度的增加，Weyl 点被破坏，超

流进入拓扑平庸的完全有能隙超流态。因为 T 1/ F sk a  ，此时的等温压缩系数非常

大。在图 4.5(c)-(d) 我们根据第三章所讨论的按照 Weyl 点的个数分类的相图，根据
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0T  ，有一个很小的相分离区域，在这个区域，热力学势出现了双阱的形状[41]，

系统进入亚稳态或者非稳态。由于有效的 p -波对，SOC 会抑制这种相分离的出现。

在这个区域附近，通过调节 Zeeman 场的大小，我们发现了完全有能隙的超流和两

个 Weyl 点无能隙超流的边界，隐等温压缩系数如图 4.5(c)所示，显著增强，在特殊

区域，峰的位置主要依赖于 Zeeman 场。因此我们可以认为这种反常行为是相分离

的残余效应，发生在有能隙超流相和无能隙 Wely 相边界附近。 

 

图 4.5 (a)和(b)为对应图 5.2中峰的位置的激发能谱
kE−
，分别在 0x yk k= = 随

zk 的变化，其

中 =0kE−
对应 Weyl点。(c)和(d)等温压缩系数和相图，(d)中的白色区域为 0T  相分离区域。

2/4W SF指两个/四个点的 Wely 超流。 

最后，我们研究反常等温压缩系数带来的重要影响，在第二章已经给出了压强、

压强指数的概念，并且在上一小节，我们还解析分析了压强和压强指数的极限情形，

接下来如图 4.6 所示，画出了压强和压强指数随相互作用的变化曲线。我们发现压

强指数 在 BCS-BEC 渡越之间，出现了一个局域极小，这个极小值的位置和振幅

依赖于 Zeeman 和 SOC 的大小，在等温压缩系数反常的地方，发现压强指数大幅度

减小。对比如图 4.6，在插图中，压强从 BCS 极限到 BEC 极限平滑变化，所以可以

断定压强指数的反常行为来自等温压缩系数。特别在 BCS 极限，我们发现压强和等

温压缩系数强烈依赖于 SOC 和 Zeeman 场，但是压强指数却主要由多体相互作用来
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决定，SOC 和 Zeeman 场对其影响很弱，这一点也揭示了简并费米气体中等温压缩

系隐式部分的重要作用。 

 

图 4.6 简并费米气体中的压强指数 ，小插图对应的是压强。 

4.4  小结 

从Gibbs-Duhem方程导出的等温压缩系数来自依赖于化学势的显等温压缩系数

和依赖于序参的隐等温压缩系数两部分，在 BCS 和 BEC 极限，等温压缩系数有简

单的意义，在 BCS 极限，等温压缩系数和费米面态密度成正比，在 BEC 极限正比

于1/ sa 。在这两种极限之间，在 SOC 和 Zeeman 共同作用区域，能观测到大约一个

数量级放大的等温压缩系数的反常行为，可以理解为相分离的残余效应。这种等温

压缩系数的反常行为也导致了表征多体相互作用的压强指数的反常行为。这些研究

为探索其他热力学特性铺平了道路，其中包括非零动量的无能隙超流等[45]。在实

验上，增强一个数量级的等温压缩系数非常有意义，可以通过来自 Newton-Laplace 

方程 Tc  的反常声速和通过 2

T Bn k T  [60-61]中密度涨落来测定。 

SOC和Zeeman 场共存的简并费米气体的反常等温压缩系数和压强指数是我们

这一章主要研究的内容。我们将在下一章探究光晶格中简并费米气体等温压缩系数

和压强指数的反常行为。在光晶格中，平均占据数(0 2n  )和粒子空穴对称性也

是两个重要的参数。在这种情形由于粒子空穴对称性，在 1n  等温压缩系数的粒子

数密度将被重新定义，用空穴密度来代替。
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第五章  光晶格中 SOC 简并费米气体的热力学特性 

光晶格是简并费米气体研究的重要平台，因其可调控性一直倍受物理学家的青

睐。上一章我们研究了自由空间 SOC 简并费米气体的热力学特性，鉴于连续模型和

光晶格中 SOC 简并费米气体的不同，在光晶格中，粒子数密度和粒子空穴对称性等

起到关键作用。等温压缩系数中的粒子数密度要根据粒子空穴关于半满对称重新定

义为粒子数密度或者是空穴密度。本章我们主要研究立方光晶格中 SOC 简并费米气

体的等温压缩系数、压强和压强指数等热力学特性。 

5.1  理论模型和方法  

5.1.1 理论模型 

我们考虑囚禁在立方光晶格中具有两维 SOC 的两分量简并费米气体，其哈密顿

量的单粒子部分, 

 
( )

2

0
ˆ

ˆ
ˆ

2
ˆ

x y yx x yP
P

h V
m

P   = + + + x , (5.1. 1) 

其中m 是原子质量， P̂ 是动量算符，
/x y 表示沿 ,x y方向的 SOC 强度，本文我们研

究 ,x y方向的 Rashba SOC[24, 65-66]，沿 ,x y方向 SOC 强度一样 / =x y  ，
x,y,z 为

Pauli 矩阵。 

 ( ) ( )2

0

, ,

sin
x y z

V V k



=

= x ，  (5.1. 2) 

是由三束驻波形成的简立方光晶格束缚势，其中激光的波长为  ，波矢为

0 2 /k  = ，相应的晶格常数为 /a k= ，光晶格深度V 正比于原子极化率与激光

强度的乘积。设非阿贝尔规范势 ( ), ,0x ym  = −A [67-70]，则单粒子哈密顿量(5.1. 1)

可重新表示为， 

 

( )
( )

2

0

ˆ
ˆ

2

P A
h V

m

−
= + x ,   (5.1. 3)                       

其中，忽略了常数项 2 2 2 2

x x y ym m   + ，所以单粒子哈密顿量的二次量子化形式为: 



自旋轨道耦合量子简并费米气体的热力学性质研究 

66 

 
( ) ( )† 3

0 0
ˆˆ ˆ ˆH h d =  x x x , (5.1. 4)                    

其中， ( )†̂ x ( ( )̂ x )是费米场产生(湮灭)算符，满足费米-狄拉克统计。当A在晶格

尺度上近似均匀时，我们可以利用 Peierls 替换得到紧束缚近似下的单粒子哈密顿量

[71-72],  

 

( )†

0 , , ' '
, '

'

, ,

ˆ .ˆ ˆ .i i

i i

tH c cR H c

    
  

+

+

= +  ,   (5.1. 5) 

其中如图 5.1(a)所示，t 为近邻格点原子的跃迁矩阵元， 'R

 为 Peierls 相
i

A a

R e




−

= h

的自旋矩阵元，对角项为自旋保护的跃迁，非对角项为自旋轨道耦合引起的自旋翻

转。令
i

A a i   − =
h

，
 0/m k   = h 为光晶格中重新定义的沿 ( , )x y 方向自旋

轨道耦合的强度。跃迁矩阵做级数展开为 ( ) ( )ˆcos sin
i

R e I i  

     = = + ，当  很

小， ˆR I i    + ，这里 Î 为单位矩阵，引入沿 z 方向的 Zeeman 场， 

 

ˆ ˆ
z i

i

H n =  . (5.1. 6) 

其中 = zh 


+ ， = zh 


− ，代表占据非平衡。 †ˆ ˆ ˆ
i i in c c  = ， ˆ ˆ ˆ=i i i

n n n
 

+ ，
, ,

ˆ ˆ( )
i i

n n
 

为

i格点上自旋向上(向下)的粒子数算符。 

另外，考虑单格点吸引相互作用，为保证粒子空穴对称性，相互作用哈密顿量

为[63-64]， 

 
, ,

1 1ˆ ˆ ˆ
2 2

I i i
i

H U n n
 

  
= − − −  

  
  .  (5.1. 7)                       

其中， U− ( 0U  )为吸引相互作用，其大小由矩阵元
4

( )U g d u=  x x 决定，相

互作用强度可由 Feshbach 共振调节其大小。在光晶格中动量做 / a 的截断，限定在

第一布里渊区，这样动量k 是有限值， g 不需要像连续模型那样做重整化的计算。

所以，在立方光晶格中，既有 SOC 又有沿 z 方向 Zeeman 场共存的简并费米气体的

哈密顿量为 

 

( )

0

†

, , ' , ,'
, ,

'

, '

ˆ ˆ ˆ ˆ

1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

2 2
. .

z I

i i i i i
i i i i

H H H H

c c n U nt R H c n    
  



  +  
+

= + +

  
= + − − −  

 
+


  

.  (5.1. 8) 

下一节我们将介绍利用平均场理论来研究该模型。 
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图 5.1 (a)三维光晶格模型(在本文晶格长度 1a = )，近临格点之间的跃迁为
'tR
(哈密顿量

 (5.1. 8)),格点相互作用为 ( 0)U U−  (b) 当粒子能谱中能量低的分支的能带结构

1, 0zt h= = ，没有 SOC（左），右面 SOC = / 2  。左图菱形的马鞍状图为半满填充没有 SOC 的

费米面，右图在 SOC下出现了四个菱形。 

 

5.1.2 平均场理论 

在平均场理论近似下，我们定义忽略相位像的序参，取为实数
, ,

ˆ ˆ=U
i i

c c
 

 ，

如在第二章(2.1. 5)所介绍的 Hartree-Fock 近似，单格点吸引相互作用项可写为 
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 .  (5.1. 9) 

利用, 
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1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ,

1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ,

ji

ji

ii

i j

ii

i j

c c e c c e
V V

c c e c c e
V V

   

   



− − 

= =

= =

 

 

k rk r

k k

k k

k rk r

k k

k k

,  (5.1. 10) 

 将哈密度量 (5.1. 8)变换到动量空间 ( , , )x y zk k k=k ，其 Bogoliubov-de-Gennes(BdG)形

式的有效哈密顿量为 

 ( )
2

†

,

1ˆ ˆ ˆ 2
2

BdG

V
H M

U

  


= + + k k k k

k

.  (5.1. 11) 
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在 Nambu-Gorkov 自旋基 ( )† †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ= , , ,
T

c c c c
 −   − k k k k k

下展开，其 BdG 算符的形式为： 
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,  (5.1. 12) 

引入了下面的标记， 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

2 cos cos cos cos 2 cos

2 sin sin sin

x y y z

x y
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k

  (5.1. 13) 

通过对角化哈密顿量，我们得到系统的有效哈密顿量为 

 ( )† †

0

,

ˆ ˆˆ ˆ ˆE EeffH c


   + −= + + k k k k k k

k

,  (5.1. 14) 

基态能为 
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,

1
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2
c E V

U








− + k k

k

. (5.1. 15) 

激发能
2 2 2 2

0= + + 2zE h E    + +k k k ,其中 ( )
22 2 2 2

0 = z kE h   +  +k k , =  对应两

支激发能谱。根据配分函数Z=Tr(e )H e − − = ，我们得到热力学势为 

 

2

,

1
ln 2cosh

2

E
V

U










   
 = − +  

  
  k

k

k k

.  (5.1. 16) 

              

由  0/ = 和 , / −=N 可以得到能隙方程和粒子数方程： 

 
,

,

4

1
1

2

S X
U V

n Q X
V

 



 





 
=



 = −






k k

k

k k k

k

.  (5.1. 17) 

   

在这个方程中我们引入了下面的标记， 
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2

22

0

2

0

tanh
2

1 tanh 2
2

1

1

z

z

E
X E

E
Y

P h

Q P E

S h E


 



















  
=  

 
   
 = −   
   


= +
 = +


= +

k
k k

k
k

k k

k k

k

  (5.1. 18) 

根据 Gibbs-Dehum 方程和 Maxwell 关系我们能够得到一个非常重要的热力学参数

等温压缩系数[45,46], 

 T 2

1 1P n

V V n




   
= − =   

    
.  (5.1. 19) 

因为粒子数密度 ( )( ), , ,n T T  ，和在连续模型一样等式(5.1. 19)一部分来自化学势

的贡献为显式，另部分来自序参的贡献为隐式，所以 , ,T T e T i  = + , 其中，显等温

压缩系数为 

 

( )
2

2 2

3
, 0

, 22
T e

Q P
Y X X Q

E E

n V


   




 




  
− + −  

   =

 k k k k
k k k k

k k
. (5.1. 20) 

 

隐等温压缩系数为 

 

( )
( )

( )

2

2

2 3

0

, 2 4
2

3
, 0

2

z

T i

z

Q S h P
X Y X

EE

S h
n V X Y X

E E

 
  





  




 





  
  − + 

    =
 

− − 
 





k k k
k k k k

k
k

k
k k k

k k

， 

.  (5.1. 21) 

在零温， 1/X E →k k
， 0Y  →k

，上面关于等温压缩系数的表达式还可以进一步简化。 

根据 P
V


= − ，我们可以得到光晶格中的另一个重要的热力学量压强， 

 

2

,

1 1
ln 2cosh

2

E
P

V V U










   
= − −  

  
 k

k

k k

.  (5.1. 22) 

另外，压强指数已在第三章给出(2.3. 30)，在后面的小节，我们将分别从理论和数值，

对光晶格中费米气体的热力学量进行讨论研究。和在连续模型不同，粒子数密度和
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粒子空穴关于半满填充的对称性成为重要的影响因素，接下来我们首先就光晶格中

粒子空穴对称性进行讨论。 

5.2  粒子空穴对称性 

Fermi-Hubbard 模型粒子-空穴对称性的起源可以从一个变换来理解[73-74], 

 ( ) ( )† †ˆ ˆ1 1
i i

i i i i
c d c d

   
→ −       → − − , (5.2. 1) 

其中， id 

+ ( id  )是湮灭(产生)一个自旋为 费米子算符，或者产生(湮灭)一个自旋为

空穴算符，如图 5.1 所示三维光晶格，格点 ( ), ,x y zi i i i= ，所以， ( 1) ( 1) x y zi i ii + +
− = − ，

对于奇数格点，将引入一个负号。由于出现了 SOC 和 Zeeman 场，我们的变换和之

前文献[73-74]，稍有点不同。我们定义 †

i i in d d  = ， i i i
n n n

 
= + 。在上面的变换下，

粒子数密度将变到空穴密度， 

 
1 1

ˆ
2 2i i

n n
 

 
− → − − 

 
,     

1 1
ˆ

2 2i i
n n

 

 
− → − − 

 
. (5.2. 2) 

那么这个变换意味着， 

 ( )ˆ 1 1in n− → − − ,      ˆ ˆn n n n
   

− → − . (5.2. 3) 

相互作用项，  

 
1 1 1 1

ˆ ˆ
2 2 2 2i i i i

n n n n
   

     
− − → − −     

     
， (5.2. 4) 

明显不变，在 Extend Hubbard 模型中，考虑次紧邻相互作用，这种对称性依然成立

[74]。到现在粒子空穴对称性中，我们还没有用到等式(5.2. 1)第二项的那个负号。 接

下来我们考虑 i j ，近邻格点之间的跃迁和由 Zeeman 场引入的同一格点 =i j 的自

旋劈裂项。我们用矩阵元 ijT 来标记这个过程，双线性算符将变成 

 ( )† †ˆ ˆ 1
i j

ij i j ij i jT c c T d d 

      
+ 

  → − , (5.2. 5) 

我们分两种不同情形讨论这一结果。(i) 对于 =i j ，我们有 ( )1 =1
i j+

− ；等式(5.2. 1)第

二项的负号保证 

 
( )† † †ˆ ˆ 1

i i i i i i
c c d d d d

     
→ − = . (5.2. 6) 
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因此，粒子空穴变换能保证 Zeeman 场项不变。(ii) 我们考虑 SOC 的作用和由近邻

格点之间的跃迁。其中 ( )1 1
i j+

− = − ，我们发现 † †ˆ ˆ
i j i j

c c d d
   

→ 和 † †ˆ ˆ
i j i j

c c d d
   

→ 和

† † † †ˆ ˆ ˆ ˆ
i j i j i j i j

c c c c d d d d
       

+ → + ,因此，我们认为化学势  和序参是载荷密度 n 的函

数满足 

 
( ) ( )
( ) ( )

2

2

n n

n n

  = − −


 =  −
， (5.2. 7) 

这种普适的特性意味着 ( 1) 0n = = 。在这种情形下，序参将达到最大值(看图 5.2)，

max / 2U = 。哈密顿量在这种变换下， ( )†ˆ ˆ, , , ,H t U c c  变到新的哈密顿量

( )†, , , ,H t U d d − ，在新的模型中化学势变为 − ，其他所有的参数都不变。值得

注意的是这种对称性在考虑次近邻跃迁时就会被打破，但在真实物理实验中这种情

形几乎可以忽略[75-77] 。 

在动量空间，一个内在的对称定义为，
0 x  ，其中

0 x ， 是泡利矩阵，对

应粒子和空穴空间， 为复共轭算符，在这种内在对称性，BdG 算符(5.1. 12)将变为，

1−

−= −k k
[108-109]，这种对称性是 BdG 形式的一种内在属性，为确保粒子满足

费米统计，有时候在一些文献，算符 也被当成共轭算符或者是粒子-空穴对称算符

[39,108-111]。 

5.3  解析分析 

    光晶格和连续模型有许多不同的地方，首先，在光晶格模型实验中，平均占据

数将变成一个重要的可控参数。因为泡利不相容原理，每个格点最多只能占据两个

不同原子(自旋不同)，最大平均占据数 2n = 。另外，粒子空穴关于半满填充对称，

意味着填充数是 n (粒子数密度 1n  )和空穴是 (2 )n− (粒子数密度 1n  )的情形是一

样的[64][75]。在数值计算时，动量空间求和限定在第一布里渊区，不需要像连续模

型那样做重整化处理[39][78-79]。这些将导致光晶格中费米简并气体和连续模型有

很多不同，这一节我们将解析地分析几种极限情形。 
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5.3.1 超流序参和化学势 

(1) 没有 SOC 和 Zeeman 场，即 =0 ， =0zh 。粒子数和能隙方程(5.1. 17)将变

成[71,80]， 

 
( )

( )

3 2 2

3 2 2

1 1

2 2

1
1

2

x y z

x y z

dk dk dk
U

n dk dk dk









 



 

−

−

 
=

+ 

 = −
 + 





k

k

k

. (5.3. 1) 

在大U 极限下，从图 5.2 可以看出化学势和序参都远远大于跃迁项 t ，
 

,t t     。在这种极限下，有 2 2, E   + k k  方程. (5.3. 1)变为， 

 

2 2

2 2

1 1

2

1

U

n








=

+ 

 = +
 + 

, (5.3. 2) 

可以解析求解 

 

( )

( )

1
1

2

1
2

2

n U

n nU




= −

 = −


, (5.3. 3) 

在这种极限下，化学势和序参不依赖于跃迁 t，我们可以用一个单点 Hubbard 模型

来解释，其中，哈密顿量可以写为： 

 
( )

2
1

1
2 2

n
F n U

 
= − − − 

 
, (5.3. 4) 

其中化学势由
( )

0
F n

n


=


决定，可以产生(5.3. 3)中 的解。为了确定(5.3. 3)中的解，

我们需要计算
i i

U c c
 

关于基态波函数， 

 
/ 2 1 0G n n=  + − , (5.3. 5) 

满足 ˆ
iG n G n= ，用这个定义能解出序参  的解。上面的波函数我们用到

( ) ( ) ( )0 = 2 / 4 1 0F n F n U F n= = = −  = = ，所以基态波函数是真空态和双占据态的

叠加，这直接来自粒子空穴的对称性。上面的讨论是普适的，和系统维度没有关系，
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这个解甚至在有限 Zeeman 场 / 2zh Un ，也是成立的。的解意味着在半满填充附

近超流配对最强。同时我们还惊奇的发现，在半满填充，即使没有前面的假定条件

都是成立的。 

     (2) 在大 U 极限，我们考虑跃迁 t 的贡献到 ( 2 2= /t U )的一阶，自洽方程将

变为 

 

( )

( )

( )

2 2 2

22 2 2 2

2 2

22 2 2 2

6 31 1
1

2

9
1 1

t

U

t
n



 



 

  − 
  = +
  +  + 
  


    = + −
  +  + 
 

， (5.3. 6) 

这两个方程的解将是对(5.3. 3)的序参和化学势的一阶修正， 

 

( )
( )

( )
( )

1
1 24

2

2
1 12

2

U n

n nU

 



 −
= +




−
 = −

. (5.3. 7) 

我们可以看出，这个极限是不依赖 SOC，此时 zh U 。另外，粒子数密度 n和 ( )2 n−

的序参相等，化学势互为相反数。为得到这些结果，我们利用了光晶格中单粒子色

散是有限的特性。这点与自由空间的 k 为无穷，将发生发散，所以需要重整化的计

算[112-115]不同。 

(3) 当U 不是足够大，如图 5.3，在 t U 和 zh U ，保留到 2 ( 2 4 4= /t U )

的二阶近似，在这个区域，序参和化学势将比 t 和
zh 大。这时，E

k
为 2 2 +  加一

些微扰，在动量空间可以精确积分。通过保留高阶项，这可以帮助我们理解小U 区

域。 

首先，我们考虑没有 SOC 和 Zeeman 场的情形，自洽方程为： 

 

( )

( )

2 4

1 2
2 2

2 4

1 2
2 2

1 1
1

2

1 1

q t q t
U

n p t p t








= + +

+ 

 = + + +
 + 

， (5.3. 8) 

其 中 ， ( ) ( )
2

2 2 2 2

1 3 2 /q  = −  +  ， ( ) ( )
4

4 2 2 2 2 2

2 45 3 24 +8 / 4q   =  −  +  ，
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( )
2

2 2 2

1 9 / +p = −   ， ( ) ( )
4

4 2 2 2 2

2 225 3 4 / +p  =  −   ，我们假定解是 

 
( )

( )

2

0 1 2

2

0 1 2

1

1

     

   

 = + +


 =  + +

， (5.3. 9) 

其中
0 和

0 是在没有 SOC 和 Zeeman 的化学势和序参(5.3. 3)，将上面的解带入自

洽方程 (5.3. 8)，让 2t 和 4t 的泰勒系数为 0，我们得到， ( )1 224, 144 2 7 2n n = = − −    

( )1 212, 252 2 3 2n n = − = − − −   ，前面的两项
1 和

1 在等式(5.3. 7)已经用到，其

不依赖于粒子数密度。 

其次，我们考虑有 SOC 和 Zeeman 场的情形， zh U ，用相同的方法我们得

到： 

 

2 2

0 02 2

8 12
1 , 1

t t
Q Q

U U
 

   
= +  =  −   

   
    , (5.3. 10) 

其中 ( )2 2 23 8 sin /zQ h U= + ，用这些极限表达式我们就能够计算在这些极限情形的

等温压缩系数、压强及压强指数等热力学量。 

 

5.3.2 等温压缩系数 

我们在第四章已经研究了连续模型的等温压缩系数，在没有 SOC 和 Zeeman 场

甚至还可以精确求解，在 BCS 极限，等温压缩系数由费米面的态密度决定，在 BEC

极限等温压缩系数由散射长度决定，我们尽量揭示和讨论他们在几个极限的有趣物

理。在光晶格中，有两种情形，隐等温压缩系数精确为 0。我们有下面的精确结果。 

（1）在 Normal 相，当 0U = ，或者 zh   ，此时序参 =0 ，隐等温压缩系

数 , =0T i 。这一点可以这样理解，因为，占据数 n 和化学势  是 2 的函数，

2
=2 =0

 


 
，这一点我们在第四章也做过讨论。在自由空间，显式等温压缩系

数将化简到态密度 

 

( )
( )

, 2 2
,

1

2
T e E

n V n





 
 =  k

k

, (5.3. 11) 
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其中， ( )  在连续模型是理想费米气体费米面的态密度，而在光晶格则是零能费米

面的态密度。我们知道，SOC 增强能增强态密度[39-41]，所以，SOC 增强等温压

缩系数，相反 Zeeman 则抑制等温压缩系数。同时 SOC 对态密度的增强还可以增大

超导的临界温度。 

    （2）在半满填充，即 1n = ，由于体系粒子空穴关于半满填充的对称性，我发

现配对序参此时达到最大值，其中 ( ) ( )1+ 1n n  =  − ，同时化学势 n  ，因此， 

 1

0
n


=

 
= 

 
. (5.3. 12) 

从隐式等温压缩系数的定义，其会精确为零，即 , 0T i = 。但是在自由空间，只有像

(1)讨论的一种隐式等温压缩系数为零的情况，没有这种情形。 

如上一小节讨论的在大 U极限，其他一些参数已经求出，所以相应情形的等温

压缩系数也可以精确求解。即使是 SOC 和 Zeeman 场共存， zh U ，利用

2 21/ 1/X E  = + k k ， 0Y  =k
和 −k

，我们有： 

 

( )

( )

22

,

,

22

,

,

2
1 1

2
1

T e

T e

T i

T i

n
n n

U

n
n n

U







    = = − −     


  = = −   

， (5.3. 13) 

根据以上两个结果，我们发现等温压缩系数、粒子数密度和相互作用有下面的关系 

 

2 2
Tn

U
 = . (5.3. 14) 

这一点也可以从单点 Hubbard 模型 ( )F n 来理解，利用等式 (5.3. 4)，这些结果来自 

 
( )

( )

2

32 2
2 2

,

3
2 2,

1

T e

T e

n

n



  





 
= − 

 +   + 



   = −    + 

, (5.3. 15) 

根据
2 2

1 1

2
f

U 
= −

+ 
，我们得到 
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 ,T i

f f 



   
= = − 

   
. (5.3. 16) 

等温压缩系数可以通过 

 

2

,, ,

T

T eT e T i

n n
n 

 

      
= +    

      
, (5.3. 17) 

联立等式(5.3. 15)、(5.3. 16)，我们可以得到(5.3. 17)的结果。另外，上面的结果也可

以直接从 2 /
T

n
U



 
= 

 
得到，为得到更为精确的解，用等式(5.3. 7)，我们得到 

 

2 2

1 24
TUn 


=

+
. (5.3. 18) 

这意味着，近邻格点之间的跃迁会压制等温压缩系数。上面的结果，当平均占据数

大于 1 的时候，由粒子空穴对称性，上面的 n要用2 n− 代替。相同对称性的使用，

在文献[81]的 Fermi-Hubbard 模型也用到过。这个极限的物理意义是来自相互作用

和散射长度的关系 ( )
4

U g d w=  x x ，其中 ( )w x 为光晶格瓦尼尔函数 ，

4 s
s

a
g a

m


=  ，对于接触相互作用 ( )( )V g=x x [82-85]。因此，在强相互作用极限，

等温压缩系数和散射长度之间的关系为
1

T

sa
  ，这和我们在第四章连续模型，相

互作用较大的 BEC 极限得到的结果类似。 

当保留到 t的更高阶，利用等式(5.3. 9)的结果，我们发现， 

 
( )

2

2

2

1 24 144 16 21 2
TUn

n n


 
=

 + + − − 

. (5.3. 19) 

如图 5.3 所示，等式(5.3. 19)的解适合 0.5n  的结果，而等式(5.3. 18)对于 0.5n  情

形会更好些。利用等式(5.3. 10)则得到， 

 

2
2

2 2

2

8
T

U
Un

U t Q
 =

+
. (5.3. 20) 

这些结果显示了粒子空穴对称性的存在，对于等温压缩系数，粒子数密度用 ( 1)n n 

空穴密度时用 2 ( 1)n n−  ，我们同时发现在大U 极限，Zeeman 场总是抑制等温压缩

系数，在 SOC 为零，Zeeman 场对等温压缩系数的贡献为 2

zh ，这一点也可以从单点
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Hubbard 模型来理解， 

 
( ) ( ) ( )

1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, 1

2 2
zF n n h n n n n U n n

       

  
= − + + − + − −  

  
. (5.3. 21) 

只有 Zeeman 场， ( )2 / 2zn h nU U


= − + 和 ( )2 / 2zn h nU U


= − + ，化学势可以通过等

式(5.3. 21)求解，由粒子空穴对称性 ( )0 ( 2)F n F n= = = ，所以等温压缩系数不依赖

于
zh 的一阶项。在 0n = 极限，所有原子占据单粒子能带底部，应用一些近似，这时

将简化到上章讨论过的情形，不同的是决定化学势的方法是文献[116]提到的。在这

些情形，我们发现 T n  − ，理想气体 =( 2) / 3d + ，其中d 为体系维度，我们的系

统 =3d ，因此 =5 / 3 。 

5.3.3 压强和压强指数 

     在第二节我们已经给出光晶格中简并费米气体的压强 (5.1. 22)，在大U 极限，

t  ， 这 时 可 以 忽略 SOC 和 Zeeman 场 的 作 用 ， 设 定  = −k
， 和 

2 2E   − = + + k k 。利用等式(5.3. 3)的结果可以得到， 

 
2

2

1

4

n U
P

V
=  , (5.3. 22) 

 

1
= 2

T P



= . (5.3. 23) 

这是一个非常有趣的结果，压强指数和自由空间 BEC 极限的相同，不依赖于平均占

据数 n。另外我们发现
sP a ，这一点也和自由空间一样。 

5.4 数值结果分析 

在这一节，我们将讨论等温压缩系数、压强、压强指数等热力学量的数值结果。

首先，我们讨论在没有 SOC 和 Zeeman 场时，填充因子和粒子空穴对称性对等温

压缩系数的独特作用，特别是，强相互作用极限和上一节解析结果相比对。然后讨

论 SOC 和 Zeeman 场共存，研究他们对等温压缩系数的不同作用，以及他们共同
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作用导致的反常等温压缩系数。在我们的数值模拟中，我们在第一布里渊区积分

 ,ik   − 。由于在光晶格中动量做了截断，所以不需要像连续模型一样做重整化

的计算。在我们这一章的数值计算中，设定 1t = 作为基本能量单位，另外，等温压

缩系数的单位设定为 3

0 /a t = ，压强的单位 3

0 /P t a= 。在通常实验中，将用

0.1t kHz ， 1a m ，因此， 14 1

0 1.0 10P Pa− − , 14 1

0 1.0 10k Pa− − 。在三维我们

不会更多的关注拓扑相变，因为穿过相变点，化学势、序参和等温压缩系数都是光

滑的曲线，和三维不同在一维有发散的等温压缩系数[86]。 

 

5.4.1 相互作用和占据数的影响 

     这一小节我们来看在 SOC 和 Zeeman 共存的情况下，粒子空穴对称和平均占

据数在序参和化学势中的体现。 

 

 

图 5.2 化学势 和序参在不同相互作用下 4U = (实线)，6（虚线），15(点线)随平均占据数

的变化， 此时在大 U 极限， = 0zh = 。 

 

首先，我们研究粒子空穴对称性，结果如图 5.2所示。根据(5.2. 7)我们可以得

到半满填充 1n = ， =0 。（I）当U 很弱时，化学势与相互作用之间的关系表现出很

强的非线性，当U 很强时( 15U = ),则为线性关系(等式(5.3. 3))。另一方面，序参
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关于半满填充对称 ( ) ( )2n n =  − ，在半满填充，大U 极限，达到最大值
max / 2U = 。

当 0,2n = , =0 我们发现对于 =15U ，序参能用等式(5.3. 3)很好的描述。这个特征导

致等式(5.3. 13)的第二中隐式等温压缩系数为零的情形。（II）当 U 极限很大时，下

面我们看如图 5.3 所示的极限情形，等式(5.3. 14)， 2

TUn  对于不同的占据数都会趋

于同一极限值 2 =2TUn  。在 15U  ，这个值将很大程度上依赖于相互作用U ，等式

(5.3. 18)考虑了一阶精度的贡献，这样会吻合的更好一点，能粗略地描绘等温压缩

系数随相互作用的变化趋势，然而，近似到 一阶的等温压缩系数依然和占据数没

有关系，要依赖于粒子数密度需要保留到二阶 2 (看公式(5.3. 19))。如图 5.3，我们

也画了显式等温压缩系数和隐式等温压缩系数随 U 的变化曲线，在大 U 极限，也逼 

 

图 5.3，在低占据数 0.1n = (实线)，中间占据数 0.5n = (虚线)和接近半满 0.9n = (点线)大 U

极限下的等温压缩系数。插图为大 U 极限 0.5n = 的显式和隐式等温压缩系数，其中,在这些极

限下，解析结果如等式(5.3. 18),若考虑高阶项的贡献，解析结果如等式(5.3. 19),其中

2 2= /t U ，注意，
2

TU n 是一个无量纲的量。 

 

近通过(5.3. 14)定义的极限。我们再次强调，这些保留到高阶的结果也遵从粒子空穴

对称性，所以对于粒子数密度的 2

Tn  严格等于对于空穴的 ( )
2

2 Tn − ，这些结果也印

证了我们基于单点哈伯德模型基本图像的有效性。 

其次，我们讨论相互作用在不同占据数中的作用，结果如图 5.4 所示一般地， 
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图 5.4 等温压缩系数
T (实线)和其显式(虚线)、隐式(点线)在不同平均占据数下 n 随相互作

用的变化曲线。注意，因为粒子-空穴对称性，n 和2 n− 有相同的结果，所以我们只考虑了 1n   

 

随着相互作用的增减，等温压缩系数都是先增加到一个最大值然后减小。基本趋势

分成三个不同的区域，在弱相互作用极限(例如， 0.1, 3n U=  )，序参很小， 0 (例

如 0.1, 3, 0.023n U= =  = )，由于是吸引相互作用的不稳定性，在费米面附件打开一

个有限的能隙，其对等温压缩系数的贡献可以忽略。另外，隐等温压缩系数明显小

于显等温压缩系数。在中间区域( 3 8U − ),配对序参的贡献将变得越来越重要，隐

等温压缩系数的增加非常快， T 有一极大值。在这个过程中，显等温压缩系数总是

随相互作用U 减小。在大U 极限( 10U  ),符合等式(5.3. 14)的极限行为，因此，所

有等温压缩系数随U 的增加进一步减小，从 BCS 极限(由等式(5.3. 11)决定)到 BEC

极限(由等式(5.3. 14))一直单调减小，这与自由空间等温压缩系数，由于凝聚的形成，

等温压缩系数将接近无穷大的情形不同。 

平均占据数对等温压缩系数也起到重要的作用，如图 5.4(a)所示， 0.1n = ，在

低占据数极限，等温压缩系数非常大，在一些参数区域，隐等温压缩系数甚至超过

显等温压缩系数，这时类似于自由空间。随着平均占据数的增加，我们发现等温压

缩系数减小到很小。随着平均占据数的增加，序参也增加，但隐等温压缩系数减

小很快。在半满填充附近( 0.7 1.3n = − )，我们发现隐等温压缩系数比显等温压缩系

数小的多。在半满填充， 0.1n = ，由于等式(5.3. 12)隐等温压缩系数严格等于 0。为

进一步理解平均占据数对对整个压缩系数的作用，如图 5.5 所示为几个特定的相互

作用下等温压缩系数随粒子数的变化，通常随 n 的增加，我们发现等温压缩系数单
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调减小，这一点和图 5.4 相互作用U 非单调行为不同。最重要的一点是，如果我们

画 2

Tn  ，结合方程(5.3. 12),对于相互作用， 4,6U = ，在半满填充附近，这些参数将

趋于一些只和相互作用有关的常数。在强相互作用极限，从方程(5.3. 12)，(5.3. 18)

可知，这些值不依赖于 n。注意相互作用 15U = ，已经达到大U 极限(如图 5.2)。

因此，在图 5.4 和 5.5 中等温压缩系数的增加主要来自平均占据数 n，与光晶格不同

平均占据数的作用在自由空间的简并费米气体不做讨论。 

 

 

图 5.5 在不同相互作用下 4U = (实线)，6（虚线），15(点线)等温压缩系数随平均占据数的变

化：(a)显式等温压缩系数，(b)隐式等温压缩系数 (c)总的等温压缩系数。插图为
2

Tn  随平均

占据数的变化 

5.4.2  反常等温压缩系数 

前面的讨论为我们研究 SOC 和 Zeeman 对等温压缩系数的作用提供了重要的

基础。众所周知，Zeeman 场将破坏超流配对的形成导致超流相到 Normal 相的转变。

当 Zeeman 劈裂大于配对强度[39,41]，如图 5.6， 0.1n = (低占据)和图 5.7，

0.9n = (高占据)中等温压缩系数随相互作用的变化，此时配对序参 =0 ，化学势不

依赖于相互作用U ,在这种情形，由等式(5.3. 11),等温压缩系数由费米面态密度决

定。随着 Zeeman 场的增加，态密度减小，这导致等温压缩系数也减小。另外因为 
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图 5.6 (a)-(c)只有 Zeeman 场，(d)-(f)只有 SOC 的等温压缩系数，平均占据数为 0.1n =  

 

图 5.7 (a)-(c)只有 Zeeman 场、(d)-(f)只有 SOC 的等温压缩系数，平均占据数为 0.9n =  
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序参 0 = ，隐等温压缩系数也为零。随着相互作用的增加，当配对序参
zh  ，有

限的序参将导致等温压缩系数跃变到一个有限的值，这是一个二阶相变过程。在这

些区域，我们将发现 Zeeman 场的作用在小占据数和接近半满填充的作用完全不一

样。在小占据数情形，等温压缩系数较大，所以 Zeeman 场的影响也比较大，但是，

在接近半满填充，甚至在 Normal 相，Zeeman 场的影响非常小甚至可以忽略。Normal 

相到超流相的转变将通过看等温压缩系数是否跃变。因此，在实验上用此来定

Normal 相和超流相的相边界。在超流相区域，我们发现等温压缩系数随 Zeeman 场

的增加而增强。在接近半满填充隐等温压缩系数的增加相对显等温压缩系数非常小

几乎可以忽略，有类似图 5.4的非单调行为。 

通常，对于理想气体，相比 Zeeman 场 SOC 对超流的作用是相反的，是增加费

米面态密度，因此增强等温压缩系数。为理解这一点，首先考虑没有相互作用情形

0U = ，这时单粒子谱可写为  = +k k k 。我们发现等温压缩系数很大程度上依赖

于自旋轨道耦合强度 。可以做如下理解，在没有 SOC 即 =0 ,色散的最小值在

=0k ，费米面如图 5.1(b), 随着 SOC 的增加，特别是当 = / 2  ，色散关系变成

2 cos( ) 2 sin( ) sin( )z x yt k k k = −  +k ，在布里渊区中心，形成一个标准的鞍点结构，

, ,0
4 4

  
=   

 
k 有四个极小点。这个变化增加了费米面态密度，如图 5.1(b)所示。

因此，我们发现低占据数(如图 5.6)和高占据数(如图 5.7)两种情形，在小U 极限 SOC

都是增加等温压缩系数，在大U 极限，当U t 和 zU h ，SOC 和 Zeeman 场对

等温压缩系数影响将变得不重要，完全决定于相互作用U 。在这种情形等温压缩系

数由我们之前推导的等式(5.3. 12)(5.3. 18)来决定。类似前面的讨论，等温压缩系数

在接近半满填充很大程度上被压制，隐等温压缩系由等式(5.3. 12)可知等于零。为更

详细了解 SOC 和 Zeeman 场对等温压缩系数的影响，我们，扫描所有参数区域，如

图 5.8 所示，因为 SOC 能增强等温压缩系数，因为 SOC 能增强态密度，所以我们

预测 SOC 能增加超流到 Normal 相的临界转变温度 cT [127]。同时可以看到 SOC 和

Zeeman 场对等温压缩系数的作用完全不同，简单情形已在图 5.6、5.7 给出。图 5.8

中虚线是等温压缩系数从零跃变到非零的边界。 
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图 5.8 (a)-(c)是平均占据数 0.1n = 和 0.9n = ，等温压缩系数随 Zeeman 场的变化，(b)-(d)

是平均占据数 0.1n = 和 0.9n = ，等温压缩系数随 SOC 的变化，NG 指 Normal 相， =0 。 

 

现在我们看等温压缩系数的反常行为，数值结果在如图 5.9和 5.10，前面我们

已经在不同平均占据数下计算过这些等温压缩系数，在这两幅图我们只在不同 SOC 

和 Zeeman 场下计算 0.1n = ， 0.5n = ， 0.9n = 的等温压缩系数随相互作用的变化情

况。可以直接和图 5.4 比较，我们首先注意到的是，显等温压缩系数，在所有情况

都是非单调变化。SOC 和 Zeeman 场主要对显式等温压缩系数有影响。当 4U  ,由

于有 SOC,在低的 Zeeman 场，在同一能带，有限三重配对态总是存在，这是一些文

献研究的各种超流相变的基本机制，甚至在 Zeeman 劈裂大于序参也能发现有限序

参的超流相。在图 5.9、5.10和图 5.6、5.7相比最大的不同，对于隐式等温压缩系

数出现了一个显著增加的峰 (如图 5.9)。峰的高度很大程度依赖于 SOC 、Zeeman、

相互作用和平均占据数。因此，总的等温压缩系数同样能看到这么一个峰。类似第

四章自由空间的讨论，这个峰来自隐式等温压缩系数分母的局域极小。在一些参数

区域，等温压缩系数甚至小于零( 0T  ），标志稳定的均匀相到不稳定的相分离

[40-41]。本章考虑等温压缩系数都为正，系统为稳定的情形。同时我们也注意到隐

式等温压缩系数的这种反常行为，在各种平均占据数下都能看到，但在接近半满填

充，这种奇异行为太小了，所以实验观测也会非常难。 
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图 5.9 在 SOC 和 Zeeman 场共存的等温压缩系数、显式等温压缩系数、隐式等温压缩系数在平

均占据数 0.1n = ， 0.5n = , 0.9n = 随相互作用的变化。此时 SOC强度, / =0.2  。 

 

图 5.10 在 SOC和 Zeeman 场共存的等温压缩系数、显式等温压缩系数、隐式等温压缩系数在平
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均占据数 0.1n = ， 0.5n = , 0.9n = 随相互作用的变化。此时 Zeeman， 1.2zh = 。 

 

那么一个很自然的问题就是，在实验上什么地方能够发现这种奇异行为？在第

四章我们画了在实验上发现这些奇异行为的相图，在自由空间，这中奇异行为最可

能在有能隙超流相附近。在光晶格中，相同的超流相也能观测到，但是整个相图更

复杂，因为，拓扑相变不仅在布里渊区中心，在其它高对称点也有。出现无能隙点

并不是这些奇异行为的必要条件，因为通过这些无能隙点，其它参数和化学势总是

光滑的函数，在图 5.11 我们画了沿这些能隙唯一可能位置的 z 轴，准粒子能谱E−

k
的

能带。对应图 5.9和 5.10 峰的位置的参数。我们发现在光晶格中峰的位置在完全有

能隙相和完全无能隙相都有。 

 

图5.11 SCO和 Zeeman 场共存的能带结构，(a),(c),(e)对应图5.9峰的位置，(b),(d),(f)

对应图 5.10峰的位置， 

 

5.4.3  反常压强指数 

等温压缩系数的这种反常行为对物理会产生的什么样的影响？从等温压缩系数

的基本定义，我们可以从不同角度去理解，所有这些理解是等价的。在前面的计算

中，我们用到了化学势和载荷密度之间的关系为
22

T n n  − ，也就是等温压缩

系数正比粒子数密度的涨落，这个涨落在实验上能够直接测量[87-88]。尽管总的粒
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子数一定，但体积的改变会直接影响粒子数密度，在前面我们已经给出了压强指数

的定义，在第四章我们也已经讨论自由空间等温压缩系数对压强指数的影响，例如，

在没有相互作用费米气体
5

=
3

 ，在 BEC极限 =2 。这些参数反应了多体相互作用可

以直接对压强产生影响。在光晶格，如图 5.12 当 0U ，压强指数强烈依赖于 SOC 

和 Zeeman 场，因为等温压缩系数得反常性，压强指数也表现出反常的行为。和我

们解析分析相吻合。在强相互作用极限，压强指数将趋于一个极限值 =2 。 

 

 

图 5.12 光晶格中，在各种不同参数下的压强指数，每一个插图对应的是随相互作用变化

的压强，大 U极限根据等式(5.3. 22)可知P U  

5.5 小结 

这一章我们主要讨论立方光晶格中简并费米气体的等温压缩系数。我们发现在

光晶格同在自由空间情形不同，又多了两个影响因素，例如，粒子空穴关于半满填

充的对称性和平均占据数。这使得和自由空间相比，有些完全不同的物理。在计算

等温压缩系数时，对于平均占据数 1n  ，用的是粒子数密度，当平均占据 1n  用的

是空穴的密度。在光晶格中，我们讨论在没有 SOC 和 Zeeman 场，平均占据数和相

互作用对等温压缩系数的影响，显式等温压缩系数和隐式等温压缩系数都有贡献。

在 SOC 和 Zeeman 场共同作用的情形，在某些常数区域出现反常等温压缩系数。和

连续空间不同，这种反常的峰在有能隙超流和无能隙 Weyl 超流相都有出现。在强

相互作用极限，我们证明等温压缩系数将逼近一个仅依赖粒子数密度和相互作用的

极限值。因此，在强相互作用，等温压缩系数将变得非常小。反常等温压缩系数将

导致反常的压强指数。该指数表征压强随体积的改变，在强相互作用极限，压强指
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数 2 = ，和自由空间情形类似。在弱相互作用极限将受到 SOC 和 Zeeman 场的共同

影响。 
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总结与展望 

本论文利用平均场理论研究了自由空间和光晶格中费米简并气体的热力学性

质，其中包括等温压缩系数、压强、和压强指数等热力学量。主要结论是：在自旋

轨道耦合和 Zeeman 场共存的情形，等温压缩系数在一些参数区域会出现突然增加

的反常行为，这种反常性还会导致表征多体理论相互作用的压强指数也出现反常性。 

文中，首先介绍了基于 Cooper 对的标准 BCS 理论，以及平均场理论中常用的

波戈留波夫变换，在此基础上我们介绍了零温 BCS-BEC 渡越理论，这是超冷费米

原子在吸引相互作用下的又一重要特性。另外我们从巨配分函数出发，导出所要研

究的热力学量，等温压缩系数、压强、压强指数等。文中还简要介绍了热力学方格，

方便我们今后研究其他的热力学量。 

在已有理论基础上我们介绍了三维简并费米气体，在自旋轨道耦合和 Zeeman

场共存下的一些性质。文献发现 SOC 增强超流配对的形成，相反 Zeeman 场会压制

超流配对的形成，特别当 zh  ，会使得超流序参突然下降到零同时化学势突然升

至费米能。SOC 和 Zeeman 场共同作用导致了有能隙拓扑超流相变。文献给出两个

相变临界点 =zh  和 2 2= +zh  。另外，SOC 和 Zeeman 场的竞争还会导致系统

从稳定的均匀超流相到亚稳或非稳态的相分离。 

在第四章，我们研究了这个系统中的热力学性质，发现在 BCS 极限，等温压缩

系数和费米面上的态密度成正比，在 BEC 极限，等温压缩系数和散射长度成反比。

在这两个极限之间，SOC 和 Zeeman 共同作用，在一些参数区域出现了等温压缩系

数突然增加的峰，这个峰的位置和高度取决于 Zeeman 场、SOC、相互作用。等温

压缩的反常性直接导致压强指数 在相应位置也出现了反常行为，特别指出的是压

强指数在 BCS 极限,
5

=
3

 , 这个指数类似于其他一些物理中广泛探究的常数，如随

相互作用改变的 Wilson 比率、Wiedemann-Franz 定律和 Grüneisen 常数，所以压强

指数反应了多体相互作用对超流的影响。 

最后鉴于光晶格和连续模型的不同，我们还研究了三维光晶格中费米简并气体

的热力学性质，首先在光晶格中，平均占据数和粒子空穴关于半满填充的对称性成
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为两个重要的因素。特别是在接近半满填充时，由于
2

1
T

n
  ，等温压缩系数变得

非常小，但是 2

Tn  单调增加，在强相互作用极限 22 /T Un = 。在平均占据数 1n  ，

上式应为 22 / (2 )T U n = − ，此时应为空穴的密度。和连续模型不同，等温压缩系数

随相互作用的变化表现出非单调行为，隐式等温压缩系数除了在正常相严格为零以

外，在半满填充时，也为 0。在 SOC 和 Zeeman 场共同作用的情形下，在一些参数

区域，等温压缩系数也出现了奇异增加的峰，和连续模型不同这个峰在能隙完全打

开的超流相和有能隙超流相都有出现。等温压缩系数的反常性同样也导致了压强指

数的反常性。在 BEC 极限和连续模型一样压强指数 =2 。 

在第二章导出的等温压缩系数公式可以推广到三组分甚至更多，同时还发现我

们的结果同样适用于理解忽略量子涨落的零温低维物理。我们期望用本文的方法去

理解其他模型的等温压缩系数。同样用这种思想去研究简并气体的其他热力学参数，

如，体涨系数、比热、压缩性、Wiedemann-Franz 定律和 Grüneisen 常数等，当然

这其中的一些参数在费米气体甚至高温超导物理中已有相关的研究。 
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