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中文摘要 

超冷原子气体为研究量子多体物理的基础问题提供了高度可控的实验基础，而

且许多实验观察结果可以直接与精确可解理论相比较。一维空间中的多分量量子气

体已经成为人们越来越感兴趣的话题。多分量气体可以是同一种原子的不同超精细

态的混合物即旋量 BEC，也可以是不同种原子的混合物。与单分量冷原子系统相比，

混合物系统中由于具有同种原子之间和不同种原子之间相互作用的竞争，其机制更

为复杂，其表现出的物理现象也更为丰富。本文用密度泛函方法研究了一维外势下

冷原子气体的基态性质，侧重研究简谐外势下的玻色费米混合物与旋量玻色气体。 

首先，我们用密度泛函理论研究了束缚在一维简谐势阱中的具有相互排斥作用

的玻色费米混合物。在局域密度近似和 Bethe ansatz 的精确解的基础上，通过数值计

算 Kohn-Sham 方程得到了各分量的密度分布。结果表明，当相互作用较强时，一些

费米子被排斥在势阱中心之外，显示出玻色费米部分相分离；玻色密度分布曲线上

出现的振荡反映了玻色原子与费米原子间的强关联；当相互作用趋于无限强时，玻

色费米混合物的基态能量和总密度与所有原子都费米化的情况相一致。 

其次，我们为一维简谐束缚势下具有排斥密度-密度相互作用和反铁磁自旋交换

相互作用的自旋-1 玻色气体的基态建立了密度泛函理论。基于局域密度近似和均匀

系统的 Betahe ansatz 精确解推导出了 Kohn-Sham 方程。解该方程得到了具有不同总

极化率和不同相互作用参数下自旋单体配对玻色子和极化玻色子的密度分布。我们

发现密度相互作用和自旋交换相互作用之间的竞争使得中心密度与相互作用强度呈

非单调性关系并出现了配对玻色子和极化玻色子相分离的现象。在强作用下，各自

的密度分布曲线分别趋近于玻色-玻色对的 TG 气体和标量玻色 TG 气体。这为实验

上观察旋量玻色气体中奇异的单体配对现象提供了理论基础。 

 

关键词：一维系统；玻色费米混合物；旋量凝聚体；密度泛函理论； 

Bethe ansatz 方程 
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ABSTRACT 

Ultra-cold atomic gases provide a highly controllable testing ground to study 

fundamental problems in quantum many body physics and many experimental 

observations can be compared directly with exactly solvable theories. The degenerate 

quantum gases with many components in low spatial dimensions, especially in one 

dimension (1D), have become an increasingly interesting topic. Multi-component gases 

can be mixtures of the same species of atoms with different hyperfine states or mixtures of 

different species of atoms. The competition between the inter- and intra-species 

interactions make the mixture systems more complicated and exhibit richer physical 

phenomena than their single-component counterparts. This dissertation carries out the 

density functional theory (DFT) for the ground state properties of 1D trapped cold atomic 

gases. We mainly study the ground state of the Bose-Fermi mixture and the spinor Bosons 

in the harmonica traps. 

Firstly, we present DFT for the 1D harmonically trapped Bose-Fermi mixture with 

repulsive contact interactions. The ground-state density distribution of each component is 

obtained by solving the Kohn-Sham equations numerically based on the local density 

approximation and the exact solution for the homogeneous system given by Bethe ansatz 

method. It is shown that for sufficiently strong interaction, a considerable amount of 

fermions are repelled out of the central region of the trap, exhibiting partial phase 

separation of Bose and Fermi components. Oscillations emerge in the Bose density curves, 

reflecting the strong correlation with fermions. For infinitely strong interaction, the 

ground-state energy of the mixture and the total density are consistent with the scenario 

that all atoms in the mixture are fully fermionized. 

Secondly, we propose the DFT for 1D harmonically trapped spin-1 bosons in the 

ground state with repulsive density-density interaction and anti-ferromagnetic 

spin-exchange interaction. The density distributions of spin singlet paired bosons and 

polarized bosons with different total polarization for various interaction parameters are 

obtained by solving the Kohn-Sham equations which are derived based on the local 



摘要 

IX 

density approximation and the Bethe ansatz exact results for homogeneous system. 

Non-monotonicity of the central densities is attributed to the competition between the 

density interaction and spin-exchange. The results reveal the phase separation of the 

paired and polarized bosons, the density profiles of which respectively approach the 

Tonks-Girardeau gases of Bose-Bose pairs and scalar bosons in the case of strong 

interaction. We give the R-P phase diagram at strong interaction and find the critical 

polarization, which paves the way to direct observe the exotic singlet pairing in spinor gas 

experimentally. 

 

Key Word: One dimensional system; Bose Fermi mixture; Spinor condensate;  

Density functional theory; Bethe ansatz equation 
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第一章 绪论 

1 

 

第一章 绪论 

物理学中通过物理学家致力于寻求物理现象的理论解释和物理规律的实验验证

而使得理论与技术能够相互影响、相互促进。当前迅速发展的冷原子技术带动的其

中一个重要研究领域便是一维量子多体问题。一维问题源于 1931 年 Bethe 在解一维

海森堡自旋链时发展了一种后来被称作 Bethe ansatz (简称 BA，中文称作贝脱方案）

的方法[1]。但早期由于一维系统缺乏对应的实际材料只被当做理论玩具。直到 60 年

代 Lieb 和 Liniger（1963）以此方法求解了一维接触作用的玻色气体[2]；杨振宁等人

发展了代数 BA 以求解一维接触作用的费米气并发现了 Yang-Baxter 方程才使得理论

有了巨大突破[3-5]。从此 BA 可积性问题成为物理学中从凝聚态到弦论乃至数学领

域中的热点[6-8]。这时期量子线等技术的发展，使得 BA 方法所关注的大部分是关

于一维电子的[9]。它所带动的其相关的一维理论也主要侧重于电子系统[10][11]。

1995 年玻色-爱因斯坦凝聚体（Bose-Einstein Condensation，简称 BEC）的实现[12-14]，

开创了冷原子物理研究的新方向。与电子相比，冷原子系统更干净，其制备、调节

和观察更为方便、更易操作。而且它为量子计算、量子信息等实际应用提供了可能。

所以一维冷原子问题的研究成为目前国际上理论和实验研究的热点。这方面的综述

文章可见[15-17]。 

本章我们先介绍一维量子多体模型及其主要理论。然后介绍我们所用的密度泛

函理论的历史发展和基本思想。最后简要介绍一维冷原子气体实验的主要方法。 

第一节 一维量子气体 

1.1.1 一维量子多体模型 

一维相互作用量子多体模型的哈密顿量二次量子化形式为： 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
†

2

† †
int

ˆ ˆ ˆ
2

ˆ ˆ ˆ ˆ       ' ' ' ' ,

ext

d
H dx x V x x

m dx

dxdx x x V x x x x

 
= Ψ − + Ψ 

 

+ Ψ Ψ − Ψ Ψ






 (1.1) 

或写成一次量子化形式 

 ( ) ( )
2 2

int2
1 1

ˆ
2

N

ext i i j
i i j Ni

d
H V x V x x

m dx= ≤ < ≤

 
= − + + − 

 
 

. (1.2) 
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其中 ( )ˆ xΨ 是系统场湮灭算符， N 是粒子数目， m 是粒子质量， ( )extV x 为外势，

( )int i jV x x− 为粒子之间的两体相互作用势。粒子性质、粒子间相互作用方式和外势

形式便是影响一维量子多体问题的主要因素。 

粒子按照统计性可分为服从玻色-爱因斯坦统计的玻色子（boson）和服从费米-

狄拉克统计的费米子（fermion）。玻色子的自旋为零或的整数倍，其系统波函数是

粒子交换对称的。同一个量子态上可容纳多个玻色子。在极低温下，所有的玻色子

能够同时聚集到动量空间最低能态而形成系统的基态，这便是所谓的BEC。费米子

的自旋为 2/ 或 2/ 的奇数倍，其系统波函数是粒子交换反对称的。受泡利不相容

原理的限制，两个全同的费米子不能占据同一个量子态。极低温下费米系统的基态

是费米子从低能级到高能级一个个排列的费米海分布，形成简并费米气。费米气体

要发生凝聚只有在存在吸引相互作用的情况下，自旋相反的费米子先进行配对形成

库柏（cooper）对，然后库柏对发生凝聚，这就是Bardeen-Cooper-Schrieffer（BCS）

超流。此外还有可以连续地遵循费米-狄拉克统计和玻色-爱因斯坦统计之间的任何统

计的任意子（anyon），本文不予考虑。 

系统可以由全同粒子组成，即单分量系统，也可以是不同粒子构成的混合物。

一类混合物是不同种粒子的混合，如不同元素原子的混合、同种元素不同同位素原

子的混合等。另一类是同种粒子不同自旋态的混合，后者常被称为旋量系统，如考

虑自旋的电子，自旋-1的玻色原子等。 

粒子之间的相互作用按照作用有效范围可以分为短程接触势和长程势。冷原子

之间由于s-波散射而形成的相互作用可以用短程的两体接触赝势描述。超导线、约瑟

夫森结、束缚离子等带电粒子间的库仑势以及偶极冷原子或一些玻色分子（如里德

堡分子）间存在的偶极势便是典型的长程势。 

物理学中最常见的外势是周期势和外加简谐束缚势。周期势可表示为

( ) 0 cos( )extV x V kx= ，如电子处于原子晶格中、冷原子处于光晶格中等。这里 2 /k aπ= ，

a为晶格常数。 0V 为最大的能量标度，表示晶格的深度。 0 0V = 表示无外加周期势，

即连续系统，粒子在空间连续运动，其波函数以及密度、动量等物理量为空间连续

函数。 0V 较小时为浅晶格，可以在连续系统的基础上用微扰的办法处理。 

0V 较大时为深晶格，这时常用晶格模型处理。以玻色系统为例，将(1.1)中场算
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符用Wannier函数 ( )0w x 展开为 

 ( ) ( )0
1

ˆˆ
L

i
i

x w x ia b
=

Ψ − , (1.3) 

其中 L是晶格长度。考虑最低的Bloch能带，便得到 

 † int
, ,

, 1 , , , 1

ˆ ˆˆ
L L

i j i j ik jl
i j i j k l

H t b b V
= =

= − +  † †ˆ ˆ ˆ ˆ
i k j lb b b b . (1.4) 

其中 

 ( ) ( ) ( )*
, 0 0 0

ˆ
i jt dxw x ia H x w x ja= − − − , 

 ( )
2 2

0 2
ˆ

2 extH V x
m x

∂= − +
∂


, 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )int * *
, 0 0 int 0 0' ' ' 'ik jlV dxdx w x ia w x ka V x x w x ja w x la= − − − − − . 

对于很深的晶格，可以只考虑最近邻作用项，(1.4)便简化为扩展的Hubbard模型 

 ( )† † †
1 1

1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ. .
2

L

i i i i i i i i i
i

U
H t b b H C n b b b b Vn nμ+ +

=

 = − + − + +  
 , (1.5) 

其中 †ˆ ˆˆi i in b b= 是格点占据算符，μ为化学势， t、U 、V 分别表示跃迁动能、单格点

相互作用能和近邻相互作用能。 

当相互作用的范围远小于晶格常数时，可以忽略(1.5)中的近邻相互作用项，得

到Bose-Hubbard模型 

 ( )† † †
1

1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ. .
2

L

i i i i i i i
i

U
H t b b H C n b b b bμ+

=

 = − + − +  
 . (1.6) 

对长程相互作用，V 项不能忽略，如果U 足够大能作近似U →+∞，(1.5)约化到

所谓的t-V模型 

 ( )†
1 1

1

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ. .
L

t V i i i i i
i

H t b b H C n Vn nμ− + +
=

 = − + − +  . (1.7) 

低填充率( 0 / 1n N L=  )的晶格系统可近似到连续系统，数值计算中常借用这种

近似。无论连续系统或晶格系统，如果系统整体表现出空间一致性，我们称之为均

匀系统。在处理均匀系统时，常利用周期边界条件 † †
1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ,L Lb b b b+ += = ，有时也用到开

边界条件 ( )ˆ 0, 0x LΨ = = 。不同边界条件的选取有时会影响到理论结果。 

实验上为了将粒子限制于某空间区域常用激光或磁场产生一外加束缚势，最常
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见的是简谐外势 ( ) 2 2 / 2extV x m xω= 。外加势能够引起混合粒子系统的相分离。有时为

了计算隧穿等效应需要考虑双阱势、偏置势，有时还需考虑系统杂质引起的无序势

等。 

1.1.2 理论简介 

综上所述，各种外势下不同相互作用形式的粒子会形成多种一维问题。在此，

我们只限于讨论一维束缚外势下具有短程接触相互作用的连续冷原子系统。这时(1.2)

的一般形式为 

 ( ) ( )
2 2

2
1

ˆ
2

N

ext i i j
i i ji

d
H V x g x x

m dx
δ

= <

 
= − + + − 

 
 

. (1.8) 

其中参数 g 表示粒子间相互作用的强度，g 的正、负表示原子之间是排斥或吸引。同

种原子不同自旋分量间的自旋交换作用形式我们将在第五章具体介绍。现在有一些

理论可以近似处理不同相互作用区间的系统。我们在此先简要介绍一下这些理论，

在第二章将结合具体纯玻色系统详细阐述。 

对于无相互作用系统， 0g = ，(1.8)约化为单粒子薛定谔方程。多粒子系统波函

数可以用单粒子波函数表示。玻色系统基态只占据最低能级。费米系统基态占据 N

（无自旋费米子，即无相互作用费米子）或 / 2N （自旋 1/2 费米子）个从最低依次

排高的能级。 

粒子间相互作用比较弱时，可以用 Gross-Pitaevskii（G-P）方程或 Bogoliubov 方

程[18][19]。G-P 方程中是利用凝聚体宏观波函数把相互作用能近似为与局域粒子密

度成正比而得到的。Bogoliubov 理论考虑了宏观波函数存在的小涨落[16]。当 g 较大

时这些方程失效。 

当粒子间有很强的排斥或吸引作用时， g →±∞。玻色系统在 g = +∞ 时为

Tonks-Girardeau（TG）气体或硬核玻色气体[20][21]。当 g →−∞，玻色系统的基态

为 Cluster 态[22]，亚稳的激发态被称为 Super Tonks-Girardeau（STG）气体[23][24]。

Girardeau 提出 TG 气体的波函数可由玻色-费米映射（Bose-Fermi mapping）方法用

无相互作用费米系统波函数构造，系统基态时的密度和能量与无相互作用费米系统

的相同[21]。随后这种映射方法被推广到无穷大吸引相互作用的费米气体[25]和具有

无穷大排斥相互作用的玻色费米混合物系统[26]。 
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表 1-1 Bethe ansatz精确可解模型 

短程接触作用粒子 连续系统 晶格系统 

自旋-0玻色子 Lieb-Liniger model [2] 近似解[27] 

自旋-1/2费米子 Gaudin-Yang model [3][4] Lieb-Wu model [28] 

玻色费米混合物 Lai-Yang model [29] 近似解[30] 

自旋-1玻色子 [31][32]  

自旋-3/2费米子 [32][33]  

对任意相互作用强度的系统，BA 方法对某些可积模型有精确解。这里可积性数

学上简单地指存在解析解，物理上一般对应相干碰撞作用，或由 Yang-Baxter 方程判

决。表 1-1 列举了一些无外势均匀系统时 BA 能够精确求解的一些模型。当外势为简

谐势时，可以借助单粒子谐振子解和分离变量法来研究[34][35]。数值计算方法可以

模拟较宽范围的作用强度和比较多样的外势，如精确对角化、量子蒙特卡罗（QMC）、

密度矩阵重整化群（DMRG）、time evolving block decimation（TEBD）等方法。这些

方法适用于晶格系统，也可近似处理低填充率的连续系统。限于计算量，能够计算

的粒子数目较少。 

在此，为了研究实验上不同外势下可调相互作用且原子数目较大时的冷原子系

统，我们考虑采用密度泛函方法（DFT）。在第二章我们会通过单分量排斥作用的玻

色气体具体详细地给出上述各种方法的解并加以比较。现在简述 DFT 的发展和核心

思想。 

第二节 密度泛函理论 

量子力学中用以描述体系状态的波函数有 3N 个坐标（N 是体系粒子个数），这

在求解多电子体系的 Schrödinger 方程时是非常不便的。所以在量子力学建立不久，

就有人试图用与波函数有关的但只有 3 个空间坐标的粒子密度作为描述体系的基本

物理量。1927 年 Thomas-Fermi 模型的建立中便出现了密度泛函的概念[36]。1951 年

Slater 为减少求解 Hartree-Fock 方程的计算量而应用密度泛函方法将非定域的交换密

度近似为定域的电子密度的泛函[37]。1964 年 Hohenberg 和 Kohn 证明了两条定理为

密度泛函方法提供了理论依据[38]。随后 Kohn 和 Sham 找到了能具体实施密度泛函

方法的方案，标志着现代密度泛函理论的建立[39]。自 1970 年代以来，密度泛函理

论便成为电子结构计算的基础方法，在凝聚态物理和计算化学领域得到了广泛的应
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用，其自身也得到了多方面发展[40]。近几年一些研究者将密度泛函理论推广应用到

了冷原子研究领域，包括三维玻色气体[41][42]、三维玻色费米混合物[43]、二维光

晶格中的费米气体[44]，及一维系统中[42][45-48]。 

1.2.1 Hartree-Fock 近似 

对于三维的 N 个库仑作用电子系统，设系统波函数为 ( ) ( )1 2, , , Nr r r rψ ψ=    ，不

考虑自旋-轨道耦合，多电子薛定谔方程为： 

 
2

1 , 0

1ˆ ˆ
2 4

N

i
i i j i i j

e
H H

r rπε= ≠

= +
−    . (1.9) 

其 中 ( )
2

2ˆ
2i i ext iH V r

m
= − ∇ + 

为 单 电 子 哈 密 顿 量 ， 满 足 单 电 子 薛 定 谔 方 程

( ) ( )ˆ
i i i i i iH r E rϕ ϕ= 

， ( )i irϕ 
满足正交归一化条件 i j ijϕ ϕ δ= 。 

解(1.9)时，可将系统波函数近似为单电子波函数的连积，即 Hartree 近似[49]： 

 ( ) ( )
1

N

i i
i

r rψ ϕ
=

=∏ 
. (1.10) 

这样形式的波函数被称为 Hartree 波函数。引入 Lagrange 乘子 iE ，对基态能量

E Hψ ψ= 作变分 ( )1 0i i i
i

E Eδ ϕ ϕ − − =  
 便得到 Hartree 方程 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

2

2 ext H i i iV r V r r E r
m

ϕ ϕ 
− ∇ + + = 
 

    
, (1.11) 

其中，Hartree 势 

 ( ) ( )
( )

2
2

0

'
'

4 '
j

H
j i

re
V r dr

r r

ϕ
πε ≠

=
− 


 
  . 

如果考虑电子是费米子，应满足交换反对称性，电子的系统波函数可由单电子

波函数通过 Slater 行列式构造，此即 Hartree-Fock 近似[50][51]： 

 ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 2 1 1

1 2 2 2 2

1 2

1

!

N

N

N N N N

q q q

q q q
r

N

q q q

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

ψ

ϕ ϕ ϕ

⋅⋅⋅
⋅⋅ ⋅

=

⋅⋅⋅

  
  


  
  

. (1.12) 

其中 ( )i jqϕ 
表示第 i个原子在坐标 jq


处的波函数， jq


包括空间坐标 jr


和自旋，且已假



第一章 绪论 

7 

定 ( )i jqϕ 
是正交归一化的。同样将(1.12)代入(1.9)求 E Hψ ψ= 并对 E 作变分，便

得到 Hartree-Fock 方程 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2

2 ext H i ex j i iV r V r r V r r E r
m

ϕ ϕ ϕ 
− ∇ + + + = 
 

      
. (1.13) 

与 Hartree 方程(1.11)相比，Hartree-Fock 方程中多出一项交换势 

 ( ) ( ) ( )*2

( ),0

' '
'

4 '
j i

ex
j i

r re
V r dr

r r

ϕ ϕ
πε ≠

= −
− 



 
 

  , 

这里表示只对自旋平行项求和。因为 ( )exV r

与待求的 ( )'i rϕ 

有关，所以方程(1.13)只

能通过迭代自洽求解。而且 ( )exV r


是作用到其它电子态 ( )j rϕ 
上的，使得解(1.13)时

须处理 N 个联立方程组，这在粒子数较大时是比较困难的。此外，方程中没有包含

自旋反平行电子之间相互排斥而引起的关联效应，这也是理论上的缺陷。 

引入密度函数 

 ( ) ( ) 2

i
i

n r rϕ= 
, (1.14) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

* *

2
( ),

' '
, ' j i i jHF

i
j i i

r r r r
n r r

r

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ≠

= 


   
 

 , (1.15) 

这里求和只对被电子占据的态进行。 ( )n r


表示 r

处电子数密度； ( ), 'HF

in r r
 

为与所考

虑的电子状态 ( )i rϕ 
有关的非定域交换密度分布。Hartree-Fock 方程(1.13)便表示为： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2

0

' , '
'

2 4 '

HF
i

ext i i i

n r n r re
V r dr r E r

m r r
ϕ ϕ

πε
 −
− ∇ + + = − 


      
  . (1.16) 

为了解决(1.13)或(1.16)所面对的 N 个联立方程组的困难，J. C. Slater 提出了对

HF
in 取平均的办法[37]，将其近似为 

 ( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 * *

2 2

, ' ' '
, '

HF
i i j i i j

HF i i
av

i i
i i

r n r r r r r r
n r r

r r

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ
= =
 

 

      
 

  . 

这里用与 i 无关的 HF
avn 替换了(1.16)中的 HF

in ，(1.16)中的积分项就只与 r

有关，它与

外势项一起作为一个对所有电子均匀分布的有效势出现。这样描述多电子的薛定谔

方程便简化为下列单电子有效势方程： 
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 ( ) ( ) ( )
2

2

2 eff i i iV r r E r
m

ϕ ϕ 
− ∇ + = 
 

   
, (1.17) 

其中 

 ( ) ( ) ( ) ( )eff ext H exV r V r V r V r= + +   
, (1.18) 

 ( ) ( )2

0

'
'

4 'H

n re
V r dr

r rπε
=

−


 
  , (1.19) 

 ( ) ( )2

0

, '
'

4 '

HF
av

ex

n r re
V r dr

r rπε
= −

−
 

 
  . (1.20) 

这种借助密度泛函得到的单电子近似在固体物理中曾被长期应用，但由于忽略了电

子关联效应，理论上是不严格的。 

1.2.2 密度泛函理论 

现代的密度泛函理论的基础建立在 P. Hohenberg 和 W. Kohn 的关于非均匀电子

的理论基础上[38]，它可归结为两个基本定理： 

定理一（HK 引理）：作用在多体系统中每个粒子上的外势 ( )extV r

与系统的基态

电子数密度 ( )n r


之间存在着一一对应关系。则相互作用多体系统的粒子数密度 ( )n r


是决定该系统基态物理性质的基本变量。基态能量是粒子数密度函数 ( )n r


的唯一泛

函— ( )E n r  


。 

定理二（HK 变分原理）：对给定的哈密顿量，存在一个普适于任何粒子数、任

何外势的能量泛函 ( )'E n r  


。当 ( )'n r

为基态密度 ( )n r


时， ( )'E n r  


具有最小值，

即非简并基态能量值 0E 。 

以不计自旋的全同费米子（电子）为例。设 ( )n r


是与 ( )extV r

唯一对应的非简并

基态密度，能量泛函分成是否与外场有关的两部分： 

 [ ] [ ] [ ]ext HKE n E n F n= + . (1.21) 

其中外势能 

 [ ] ( ) ( )ext extE n drn r V r= 
  

. (1.22) 

未知的 Hohenberg-Kohn 能量泛函 [ ]HKF n 包括三部分： 

 [ ] [ ] [ ] [ ]HK H xcF n T n E n E n= + + . (1.23) 
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第一项为动能，第二项是经典库仑能量泛函，即 Hartree 能 

 [ ] ( ) ( ) ( ) ( )2

0

'1 1
'

2 2 4 'H H

e n r n r
E n drn r V r drdr

r rπε
= =

− 
 

    
  . (1.24) 

第三项是剩下的由交换、关联效应引起的泛函部分，即所谓的交换关联密度泛函。 

求能量泛函(1.21)关于密度函数的变分极小值就可以得到基态密度 ( )n r


。但现在

[ ]T n 和 [ ]xcE n 的具体形式未知。Kohn 和 Sham 解决 [ ]T n 的办法是引入一个由 N 个无

相互作用电子组成的辅助系统[39]。辅助系统与所考虑的相互作用系统有相同的基态

密度 ( )n r


。用正交归一化的轨道波函数 ( )i rϕ 
（ 1,2,i N=  ）表示密度函数为 

 ( ) ( ) 2

1

N

i
i

n r rϕ
=

= 
. (1.25) 

这样辅助系统动能成了 ( )n r


的泛函 

 [ ] ( ) ( )
2

* 2

1 2

N
ref

i i
i

T n dr r r
m

ϕ ϕ
=

= − ∇
  

.  

用辅助系统动能泛函 [ ]refT n 代替相互作用系统的系统动能泛函 [ ]T n ，把两者的差别

归入到交换关联能泛函中 [ ]xcE n 中，基态能量泛函(1.21)成为 

 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]ref
ext H xcE n T n E n E n E n= + + + .  

现在 [ ]E n 关于 ( )n r


的变分可代替为关于 ( )*
i rϕ 

的变分。为保证 ( )i rϕ 
的正交归

一化或粒子数守恒条件 ( )drn rN = 
 

需引入 Lagrange 因子 i 。由 

 
( ) ( )

( )

2

1
*

1

0
i

N

i
i

i

E n r dr r

r

δ ϕ

δϕ
=

  − −       =
 

  




,  

得到 

 ( ) ( ) ( )
2

2

2 KS i iiV n r r r
m

ϕ ϕ 
− ∇ + =   
 

    . (1.26) 

其中 

 ( ) ( ) ( ) ( )KS ext H xcV n r V r V n r V n r= + +          
   

,  

 ( ) ( )
( )

xc
xc

E n r
V n r

n r

δ
δ
  =  




 .  
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(1.26)与(1.25)构成著名的 Kohn-Sham（KS）方程。对比 KS 方程(1.26)与 HF 方程(1.17)，

( )effV r

成了 ( )KSV r


，或交换势 ( )exV r


成了交换关联势 ( )xcV n r  


。注意 [ ]xcE n 反映了

除 [ ]HE n 之外相互作用带来的所有影响，它包括交换能、关联能及相互作用系统与无

相互作用系统动能的差值。 

现在 [ ]xcE n 仍是未知的，为此便有了一些近似方法。比较常用的是局域密度近

似[39]。当外势比较缓，电子密度是空间的缓慢变化函数，可以在小的局域认为电子

密度是均匀的。交换关联能写为 

 [ ] ( ) ( )hom
xc xcE n dr n r n rε=   

  
,  

其中 hom
xcε 是均匀电子气中每个电子的平均交换关联能，可以用数值计算并结合参数

拟合等办法求出。如果电子密度随空间变化较快，需要计入电子密度的梯度信息，

便是广义梯度近似（Generalized Gradient Approximation, GGA）。 

KS 方程的求解一般用迭代自洽方法。简单来说，先假设系统的密度 ( )inn r

，代

入方程(1.26)中求出本征函数 ( )i rϕ 
。然后把 ( )i rϕ 

代入(1.25)得到一个新的密度

( )outn r

。比较 ( )inn r


与 ( )outn r


，如果相差在预设精度范围内，即自洽，则 ( )inn r


便为

系统所求结果，用它可以求基态能量；如果两密度相差太多，则用它们构造一个新

的密度输入(1.25)，重复上述过程直至自洽。 

1980 年代后，密度泛函理论有了飞速发展，HK 定理推广到了计入自旋、考虑

相对论效应以及简并基态的情况[52]。衍生出计算动力学的含时密度泛函、计算热力

学的有限温度密度泛函等。近来，它被成功的推广到具有短程作用的冷原子系统，

如三维的玻色系统[41][42]、三维的玻色费米混合物[43]、二维光晶格中的费米系统

[44]。在密度泛函方法中，为了研究非均匀相互作用系统的基态性质，在利用局域密

度近似计算关联能的过程中需要借助均匀系统。因为 BA 能给出一维均匀系统的精

确解，有几位研究者发展了基于 BA 精确解的密度泛函方法来研究一维玻色冷原子

系统[42][45][46]、一维费米冷原子系统[47][48]等。我们把这种方法应用到了一维玻

色费米混合物系统和旋量 BEC 系统。 
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第三节 一维冷原子实验 

1.3.1 一维系统的制备 

我们先介绍三维凝聚体的制备。实验上最早实现量子简并气体的是 1995 年 6 月

5 日，JILA 的 Cornell 和 Wieman 小组实现了碱金属 87Rb 的 BEC[12]。同年 11 月美

国 MIT 的 Ketterle 小组实现了 23Na 的 BEC[13]，Rice University 的 Hulet 研究小组也

报道了超冷 7Li 原子进入量子简并区域的实验[14]。通常是先用激光冷却的办法，利

用多普勒效应通过原子与光子的动量交换将原子气体冷却到 μK 的温度，接着将冷却

后的原子囚禁在由磁场与激光组成的磁-光阱中，继续用蒸发冷却的办法把原子降低

到量子简并（nK）温度。 

囚禁过程中，选用磁阱适于产生标量凝聚体，如上述 87Rb 和 23Na 的实验。光阱

则可以产生旋量凝聚体。磁阱束缚是利用碱金属原子的磁矩在外磁场下受到的力。

有些能级的磁矩与外磁场方向相反，则该类能级的能量随磁场的增加而增加，力趋

向于磁场弱的地方。原子势能的最低点即为磁场最低点，所以宜于磁囚禁，被称为

低场趋向态(low-field seeker)或囚禁态、束缚态。反之如果原子的磁矩与外磁场方向

相同（称为强场趋向态 high-field seeker 或逃逸态、驱逐态）则易被赶出原子阱。磁

阱自动筛选出的是具有单一自旋的低场趋向原子，不能同时囚禁具有不同方向自旋

的冷原子，相当于原子的自旋被冻结，形成标量凝聚体。光束缚是利用了光场对原

子的机械力的作用，实质是电场对电荷和磁场对电流（运动的电荷）的作用。这种

相互作用与原子的极化率成正比，而与原子的磁矩（或自旋）无关。也就是说处在

所有塞曼能级的冷原子将被同时囚禁，这时候原子的自旋成为一个新的自由度，称

作旋量凝聚体。1997 年 MIT 的 Ketterle 小组首次在光偶极阱中得到了钠原子的旋量

BEC[53]。 

蒸发冷却过程中，玻色原子可以直接进行蒸发冷却，费米原子需另考虑同化冷

却。蒸发冷却是让原子间频繁碰撞，并让较高动能的热原子不断离开束缚势阱带走

热量从而降低势阱内系统的温度。因为玻色子满足粒子交换对称性，玻色子之间存

在 s-波碰撞相互作用，这就能有效降低玻色原子温度。但对于费米子，因为它满足

粒子交换反对称性，同一内部态的费米原子间不能发生 s-波散射碰撞，但不同内部

态的两个原子间或两种不同类型的原子之间可以进行频繁的碰撞，所以实验上采用
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所谓的同化冷却技术，或者囚禁不同自旋态的费米子，或者采用玻色子作为中介同

时囚禁玻色子和费米子。这样原子间就能发生碰撞，费米气体便能够被蒸发冷却达

到费米简并。1999 年 Jin 等人首次实现了费米子 40K 的量子简并气体，他们束缚的是

40K 的处在 9 / 2, 9 / 2ff m= = 和 9 / 2, 7 / 2ff m= = 内部态的原子[54]。2001 年，有

几个实验小组将玻色子 7Li 和费米子 6Li 束缚在磁阱中进行蒸发冷却，由于低温下的

玻色子和费米子在同一个系统中都达到量子简并，这也实现了超冷玻色费米混合气

体[55-57]。 

将上述技术制备的三维标量或旋量BEC、简并费米气乃至玻色费米混合气体限

制在一维空间中基本有三种方式： 

一、外加各向异性束缚阱。将冷原子束缚在一个柱对称的简谐势阱中，即在径

向施加一个很强的束缚势，当气体的温度足够低，则其径向振动就完全束缚在简谐

势的基态。原子相当于只有横向方向的运动自由。2001 年 Ketterle 小组将凝聚体束

缚在径向和横向频率比约为 100 的简谐磁阱中，使凝聚体的横向半径远大于其径向

半径，从而实现雪茄状 BEC[58]。 

 

二、置于二维光晶格中。用两束正交的光学驻波可以产生的二维的光晶格，便

形成了一组紧束缚的管状势阱[59]，如图 1-1。凝聚气体被置于这样的二维光格子中

后，在每个管状势阱中都可以形成一维量子气体。一维气体中的原子在径向受到很

强的束缚，只能处在径向的基态上，径向激发则完全被抑制。将二维光晶格的激光

强度调到很强时，各个一维气体之间不发生隧穿，会保持相互独立，形成准一维凝

聚体。实验上为了束缚凝聚气体，常常在光晶格上再加（简谐）束缚势。 

 

图 1-1 两个正交的驻波形成的二维光晶格，原子被束缚在一维势管中[59]。 
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三、原子芯片技术。利用微刻技术可在“原子芯片”上制作微磁阱、一维波导等。

其方便之处在于可以通过调节电流改变势阱的强度。如 2001 年 Hansel 等人实现了一

维 87Rb 的 BEC[60]，如图 1-2。 

 

1.3.2 相互作用强度的调节 

实验上生成的是准一维气体，其本质是三维的。将三维气体的散射理论约化到

一维极限，Olshanii(1998)等人得出了一维气体相互作用强度 1Dg 、一维散射长度 1Da 与

三维 s 波散射常数 sa 及外加束缚势间的关系[61]： 

 
22

1 2
1

22 1

1 /
s

D
D s

a
g

ma ma Aa a⊥ ⊥

= − =
−


. (1.27) 

其中 /a mω⊥ ⊥=  、 /a mω=  是简谐外势径向和横向特征长度，ω⊥和ω是相应

的频率，常数 1.0326A = 。当 sa a⊥ ，
2

1 2

2 s
D

a
g

ma⊥

= 
。理论上可以通过调节 sa 和a⊥ 来

调节 1Dg 。a⊥ 在磁阱中可以通过改变线圈中的电流来调节，在二维光晶格中，可以通

过改变激光的强度来调节。 sa 则可利用Feshbach共振技术通过扫描磁场按照下列关系

来改变其大小和符号： 

 ( )
0

1s bg

B
a B a

B B

 Δ= − − 
. (1.28) 

其中 bga 是原子远离共振时的背景散射长度，B 为磁场强度， 0B 和 BΔ 为发生共振势

的磁场位置和宽度。1996年Stoof等人最初提议用Feshbach共振技术调节自旋1/2费米

子6Li的两内部态的的吸引相互作用[62]，如图1-3。后来这种技术发展到可以调节玻

 
图 1-2 原子芯片及磁阱。(a) 衬底上刻蚀而成的金线；(b) 线中电流产生不同形状的

束缚势[60]。 

（a） （b）
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色原子间作用[63-65]，和不同种原子之间的相互作用[66-68]。 

 

 

 

图1-3 Feshbach共振，6Li的散射长度对磁场的依赖关系[62]。其中 0B = 834G， ( )sa B 由正

值变为负值时的位置决定了 0 534B B G+ = 。 

 

 

(1.27)表明，对于可调的 sa ，有一临界 c
sa 对应 1 0Da = 与 1Dg →∞，这种现象称

为束缚诱导共振（CIR），如图1-4。因而 1Dg 可以从−∞调到+∞，即原子间可以从无

限强的吸引区过渡到无限强的排斥区。这为研究多体问题的关联提供了方便。结合

光晶格和束缚诱导共振技术，2004年Weiss小组[69]和Bloch小组[70]实现了87Rb在

1Dg →+∞的一维TG气体；Astrakharchik等人将相互作用调节到了 1 0Dg < 的吸引作用

 

图 1-4 束缚诱导共振， 1Dg g= （虚线）与 1Da （实线）随 3s Da a= 变化[71]。 
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区[71]。2009年，Nägerl小组观察到了 1Dg →−∞的STG气体[72]。Jochim小组的一系

列有关一维少体费米子的实验已能调节相互作用到任意强度并观察到了费米气体的

TG态与亚稳的STG态[73-75]。 

1.3.3 物理量的探测 

多体量子问题的一个重要物理量是关联函数。它衡量不同位置和时间的原子场

之间的关联，用于研究多体相干性和区分有序与无序。冷原子物理实验中用光成像

(optical imaging)技术探测关联函数。 

一阶关联函数，或单粒子关联函数为 

 ( ) ( ) ( )
†

(1)
, 1 2 1 2

ˆ ˆ,i j j
i

G x x x x= Ψ Ψ ,  (1.29) 

其中 ( )1
ˆ

i xΨ 表示原子在 i 态 1x 位置处的场算符。当 i j= 且 1 2x x= 时，一阶关联函数

(1.29)便是密度函数 

 ( ) ( ) ( )†ˆ ˆ
i i in x x x= Ψ Ψ .  

实验上用光成像技术可以测量密度分布。早期用共振成像，是一种破坏性测量。

现在比较通用的是吸收成像(absorption imaging)。用激光照射，没有原子气时为参考

光；加入原子气时为探测光。比较两光的成像，记录探测光的吸收率(fractional 

absorption)便获得密度的信息。在测量高密度原子气时，吸收成像具有很大的不确定

性。所以，吸收成像之前让原子从阱中释放并扩散一段时间。这种成像方法被称为

时间飞行成像（time-of-flight imaging）[76]。 

在时间飞行成像中，吸收率正比于原子密度算符的期望值。假设飞行时间内弹

道扩散过程中忽略原子间的碰撞效应，密度正比与初始动量分布，其中动量或波矢

量为 /k mx t= ，即 

 ( ) ( ) ( ) ( )†ˆ ˆ ,i i i in k k k n x t= Ψ Ψ ∝ .  

如果飞行时间不够或原子碰撞效应不能忽略，上述关系不成立。近来，有人提到利

用绝热短-截断的可控制扩散方法[77]。 

二阶关联函数或两粒子关联函数为 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(2)
, 1 2 3 4 1 2 3 4, , ,i j i j j iG x x x x x x x x+ += Ψ Ψ Ψ Ψ . (1.30) 

它的一个特例是密度-密度关联函数 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 2 1i j i j j in x n x x x x x+ += Ψ Ψ Ψ Ψ . (1.31) 

这可由分析不同时间飞行的成像来得到，这种技术被称为噪音波谱（noise 

spectroscopy）。在实验的不同阶段（run），在同一时间，时间飞行成像有技术噪音和

量子涨落。为了研究密度算符的量子关联，技术噪音必须减小到量子涨落之下。为

此，成像的测量时间M 必须足够大使得统计误差1/ M 足够小。为了重现完整的关

联函数，除了测量密度这种对角化关联外，有时我们还关心非对角化关联。动量的

非对角化关联可用原子干涉仪（atomic interferometry）测量。如果研究动力学问题，

则用 Bragg 散射技术测量动力学结构因子。 

第四节 我们的工作 

我们主要用密度泛函理论做了两方面的工作，第一，研究了简谐外势下的一维

玻色费米混合物的基态能量和密度分布随相互作用强度和粒子数比率变化的规律，

这里只限于玻色、费米粒子质量相同且玻色-玻色、玻色-费米相互作用相等的情况。

与平均场和玻色-费米映射方法的结论比较，DFT 的方法适用于从弱到强所有相互作

用区。在强相互作用下，费米子被排斥于势阱中心之外，发生相分离。第二，研究

了简谐外势下自旋-1 玻色系统的基态能量和密度分布。粒子间有等值的密度-密度排

斥作用和反铁磁的自旋-交换作用。随着相互作用强度的增大，出现了配对粒子与单

个未配对粒子间密度分布的相分离。我们给出强相互作用下的基态相图，求出临界

极化率。 

第五节 本文内容 

本文第二章、第三章介绍了利用 BA 精确解和密度泛函理论处理一维量子气体

的基本方法，第四章和第五章介绍了我们的工作。具体来说，第二章总结了描述单

分量玻色系统的平均场、玻色-费米映射等方法并与密度泛函方法的结果相比较；第

三章回顾了简谐外势下一维自旋-1/2 费米气体的特性；第四章探讨了玻色费米混合物

的基态性质；第五章研究了自旋-1 玻色气体的密度分布和基态能量。 
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第二章 自旋-0 玻色气体 

我们先研究最基本的一维自旋-0（又称标量或单分量）玻色冷原子气体。设 N

个具有接触相互作用的原子受限于一维外势 ( )extV x 中。系统哈密顿量的一次量子化

形式为 

 ( )
2 2

2
1

( )
2

N

ie i i
i i ji

xt

d
H V x g x x

m dx
δ ′

= <

 
= − + + − 

 
 

. (2.1) 

二次量子化形式为 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2
†

2

† †

ˆ ˆ ˆ
2

ˆ ˆ ˆ ˆ      
2

 .

extH dx x V x x
m x

dx x x
g

x x

 ∂= Ψ − + Ψ ∂ 

+ Ψ Ψ Ψ Ψ







 (2.2) 

其中 †Ψ̂ 和 Ψ̂为场算符；m为原子质量；g 表示相互作用强度，其大小可以据第一章

中的 Feshbach 共振与束缚诱导共振（CIR）技术调节，我们在本章只考虑 0g ≥ 即排

斥相互作用的情况。 

一维问题中经常用到一个量纲为长度倒数的相互作用参数
2

mg
c =


 ；另一个常用的

是无量纲化相互作用参数
2

c mg

n n
γ = =


，也称 Lieb-Liniger 参数，其中 n 是原子数密度。

在均匀系统中 n和γ 都是常数。在有外势的系统中它们是空间的函数， ( ) ( )
c

x
n x

γ = 。 

在第一章我们已解释过，具有接触相互作用的单分量一维玻色量子模型具有

Bethe ansatz 解[1]，但这只限于均匀系统。如果有非零外势时，弱相互作用下可用平

均场的 G-P 方程[2][3]或 Bogoliubov 方法，无限强排斥作用下的 TG 气体有玻色-费米

映射方法[4]。如果是简谐外势，则可以利用分离变量结合谐振子解的方法[5][6]。我

们则试图应用密度泛函理论寻求适用于任意外势、任意相互作用下一维玻色原子的

基态解。本章介绍密度泛函基本理论，并通过与其它方法计算结果的比较，表明密

度泛函方法的便利性和应用广泛性。 
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第一节 弱作用平均场方法 

无相互作用时，(2.1)约化到单粒子方程。设单个玻色子波函数为归一化函数

( )xφ ，满足 

 ( ) ( )
2 2

2
( )

2 ext

d
V x

m d
x x

x
φ φ 

= 


+


−   . (2.3) 

N 个玻色子粒子数密度为 

 ( ) ( ) 2
n x N xφ= , (2.4) 

基态能量为 

 0E N=  . (2.5) 

玻色子之间有相互作用时，如果是 BEC，由于基态时原子都凝聚于最低能态，

每个粒子的波函数都相同，系统波函数仍可用宏观波函数 ( )xψ 描述。如果相互作用

或空间维度使系统偏离凝聚态，当相互作用比较小时，系统可分为凝聚部分和偏离

凝聚的部分，(2.2)中的玻色场算符 ( )xΨ


用它的平均值 ( )xΨ


和涨落算符 ( )xδΨ


表

示，即 

 ( ) ( ) ( )x x xψ δΨ = + Ψ
 

. (2.6) 

如果忽略(2.6)中的 ( )xδΨ


，即所谓平均场近似（mean-field approximation，MFA）。

将 ( ) ( )x xψΨ =


代入哈密顿量(2.2)，可得到一维 Gross-Pitaevskii（G-P）方程 

 ( ) ( ) ( )
2

2
2

2
( )

2 ext

d
V x g

m d
x x x

x
ψ ψ ψμ 

= − +
 

+
. (2.7) 

其中μ是为保证粒子数守恒引进的 Lagrange 乘子，相当于化学势。实函数 ( )xψ 满足

归一化条件： 

 ( ) ( )2
x dx n x dx Nψ = =  . (2.8) 

G-P 方程(2.7)中的相互作用项为平均场势，它相当于 Hartree 势。单粒子平均场能量

为 

 
1

2M gnε = . (2.9) 
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如果(2.6)中的 ( )xδΨ


不能完全忽略，相当于考虑 ( )xΨ


的二阶近似，便是 Bogoliubov

方法，详细介绍可见文献[7]。 

第二节 强作用玻色-费米映射方法 

当一维玻色子之间存在无限强的排斥作用时，便是 Tonks-Girardeau(TG)气体

[4][8]。这时如果粒子间发生碰撞时，粒子的能量将趋于无穷大，这是物理上所不允许

的。所以 TG 玻色子是硬核的，不能占据同一位置，波函数需满足 

 ( )1 2, , 0,                  (1 ).
i j

TG N x x
x x x i j Nψ

=
= ≤ < ≤  (2.10) 

这类似于费米原子满足动量空间的泡利不相容原理。因此 Girardeau 提出了玻色-费米

映射理论，用无相互作用费米子的波函数 Fψ 表示 TG 气体的波函数 TGψ ，但要考虑

两种粒子的坐标交换对称性不同[4]。两个波函数的映射关系为： 

 ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , , , , ,TG N N F Nx x x A x x x x x xψ ψ=   . (2.11) 

其中单位反对称函数 ( ) ( )1 2, , sgnN i ji j
A x x x x x

>
= −∏ 。这里的 ( )sgn x 是符号函数，

当 0x > ， ( )sgn 1x = ；当 0x < ， ( )sgn 1x = − 。 ( )1 2, , NA x x x 使得 TGψ 满足了坐标交

换对称性。 

费米气体基态波函数可以用Slater行列式表示， 

 ( ) ( )1,
1 2 0, 1

1
, , det

!
N N

F N l j l jx x x x
N

ψ φ−
= =  =   . (2.12) 

其中 ( )l jxφ 是单粒子波函数。相应的TG气体波函数可以写为 

 ( ) ( ) ( )1,
1 2 0, 1

1
, , sgn det

!
N N

TG N i j l j l j
i j

x x x x x x
N

ψ φ−
= =

>

 = −  ∏ . (2.13) 

根据上式可以证明TG气体与无相互作用费米气体的密度分布和能量是完全相同的。

但它们的单体密度矩阵和动量分布不同。 

均匀系统中，单粒子波函数为平面波 ( ) l jik x

l jx eφ = 。考虑周期边界条件，系统波

函数满足 

 ( ) ( )1 1, , 0, , , ,j N j Nx x x x x L xψ ψ= = =    .  
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全同粒子系统中所有粒子都要满足这个条件。对其中的一个粒子j，将其从坐标 jx 处

移到坐标 jx L+ 处，粒子间要交换坐标 1N − 次，所以
( ) 1( 1)l j l jik x L ik xNe e

+ −= − ，即

1( 1)lik L Ne −= − 。为了将 lk 表示的简洁并考虑由 lk 所得能量最低，可以取

( )11 2( 1) i NN i le eπ π− +−− = ，便有 

 
2 1

     1, 2, , )
2l

N
k l l N

L

π + = − = 
 

（ ,  

系统基态能量为 

 
( )22 2 2 2

2
1

1

2 6

N
l

l

N Nk
E

m m L

π
=

−
= =  

. (2.14) 

在热力学极限下， N →∞、 L →∞、粒子数密度 /n N L= 为有限值，上式给出基态

单粒子平均能量 

 
2 2 2

6

E n

N m

πε = =  . (2.15) 

第三节 均匀系统 Bethe ansatz 方法 

当(2.1)中的 ( ) 0ext iV x = 时，系统为无外势均匀系统。Lieb 和 Liniger 于 1963 年用

Bethe ansatz（BA）方法给出了基态和激发态的精确解，后来这个模型被称作

Lieb-Liniger 模型[1]。BA 方法的核心思想是将一维玻色子的 N 个位置进行排列，一

种排列方式P 对应一个局部区域，共有 !N 种排列。在局部区域内部没有相互作用，

波函数为平面波形式，是单粒子平面波的乘积。不同的排列是由粒子的碰撞实现的，

碰撞的结果是平面波在粒子碰撞前后产生一个相位差，即每种排列对应着不同的相

因子（或系数）。系统波函数可以写为局部区域平面波的叠加 

 ( )1 2
1

, , ( ) exp( )
j

N

N P j
P j

x x x a P ik xψ
=

=  . (2.16) 

其中{ }jk 为 N 个粒子的波矢（准动量）， ( )a P 是与 P 有关的系数，
P
 表示对所有 !N

种排列的求和。系统能量为 
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2

2

2 j
j

E k
m

= 
. (2.17) 

取局部区域 1R ： 1 20 Nx x x L≤ ≤ ≤ 。由于玻色子的波函数满足粒子交换对称性，

不在区域的波函数可以通过交换 1R 区域的波函数中的粒子坐标而得到。所以区域 1R

波函数所满足的下面的周期边界条件（或开边界条件）和接触边界条件也适用于全

空间波函数。考虑周期边界条件，设系统的长度为 L，有 

 ( ) ( )2 20, , , , , , , , , ,j N j Nx x x x x x Lψ ψ=    . (2.18) 

如果采用开边界条件，波函数在边界处的值为零，系统的性质会有所不同，可参见[9]

的详细解释。另外，在局部区域中，当相邻两个粒子 jx ， 1jx + 发生碰撞，占据同一个

位置时，波函数连续，但δ 相互作用可以导致波函数导数不连续，这就是接触边界

条件： 

( ) ( )
1 11 1 1 1

1

, , , , , , , , ,
j j j jj j N x x j j N x x

j j

x x x x c x x x x
x x

ψ ψ
+ ++ = + =

+

 ∂ ∂− =  ∂ ∂ 
    . (2.19) 

将(2.18)(2.19)两个条件，代入所设波函数(2.16)，便得到 BA 方程 

 ( )
1

( )
exp

( )

N
j i

j
i j i
i j

k k ic
ik L

k k ic=
≠

− +
= −

− −∏ . (2.20) 

这是 N 个联立的方程组，通过求解方程组(2.20)，便得到一组准动量解{ }jk 。然后将

准动量解代入(2.17)即可求得系统总能量。局域波函数的系数可以表示为 

 ( )
2 2

( )
( ) 1

( )

l j

l j

N
P PP

j l P P

i k k c
a P

k k c<

− +
= −

− +
∏ . (2.21) 

BA 方程在在吸引作用 0g < 时有复数解，玻色子间形成束缚态[10]。我们这里考虑排

斥相互作用 0g > 。这时 jk 为实数，对 BA 方程(2.20)两边取对数得到 

 
1

2 2
arctan

N
j i

j j
i

k k
k I

L L c

π
=

− 
= −  

 
 . (2.22) 

其中{ } ( ) 1, 2,jI j N=  为一组整数（ N 为奇数）或是半整数（ N 为偶数），当 jI 确

定，就确定了一组本征态，因此 jI 为决定能级的量子数。 
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在热力学极限下，即 N →∞，L →∞但粒子数密度 /n N L= 为有限值，方程(2.22)

的分立波矢 jk 趋于连续分布， jI 也成了连续数。定义连续区间 ( ),k k dk+ 内的粒子个

数为 ( )dI L k dkρ= 。方程(2.22)写成连续形式 

 ( )2 2
arctan

Q

Q

k q
k I L q dq

L L c

π ρ
−

− = −  
  . (2.23) 

上式两边对 k 求导，可以得到积分形式的 BA 方程 

 ( ) ( )
( )22

1
1 2

2

Q

Q

q
k c dq

c k q

ρ
ρ

π −

 
= + 

+ −  
 . (2.24) 

其中积分区间或 k 的取值范围要满足总粒子数守恒的归一化条件 

 ( )/
Q

Q
n N L k dkρ

−
= =  . (2.25) 

能量(2.17)的积分形式为 

 ( )2Q

Q
E L k k dkρ

−
=  . (2.26) 

为了方便计算，做变量替换，令 k Qx= ，k Qx= ， ( ) ( ) ( )k Qx g xρ ρ= = 。公式(2.24)

-(2.26)转换为下列(2.27)-(2.29)式： 

 ( ) ( )
( )

1

221

1
1 2

2

g y dy
g x

x y
λ

π λ−

 
= + 

+ −  
 , (2.27) 

 ( )1

1
g x dxλ γ

−
=  , (2.28) 

 ( ) ( )
2

2,
2

E
n n e

N m
ε γ γ= =  . (2.29) 

其中 

 ( ) ( )
3

1 2
3 1

e x g x dx
γγ
λ −

=  . (2.30) 

(2.27)与(2.28)组成的 Fredholm 方程，可用数值迭代方法求解。将解得的 ( )g x 代入

(2.30)及(2.29)便可求得基态能量。在弱相互作用时，由平均场近似 / 2gnε = 可得 

 ( )0e γ γ→ = . (2.31) 

在强相互作用时，方程(2.27)中可以将右边被积函数 ( )g x 近似为常数，便得到 
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 ( )
2

2

4 12
1

3
e

πγ
γ γ

 →+∞ = − + + 
 

 . (2.32) 

可见 TG 极限时从(2.15)公式可得到的 

 ( )
2

3
e

πγ = +∞ =  (2.33) 

相当于(2.32)的零阶近似。 

图 2-1 比较了这几种结果，它表明平均场近似约在 0.5γ < 时有效；强作用的近

似公式(2.32)在 10γ > 近似成立；当 50γ > 可认为接近 TG 气体。 

 

第四节 简谐势下的分离变量方法 

简谐势是最基本、最常用、也是一个理论上容易处理的外势，其空间对称性便

于分离变量运算。 

2.4.1 单体问题 

在简谐外势下，可以直接利用谐振子的解。单粒子本征波函数和本征能量为 

 ( )
1/2 2

2

1
exp

22 !
l ll

x x
x H

a aa l
φ

π
    = −         

, (2.34) 

 

图 2-1 一维均匀玻色气体单粒子平均基态能量为 ( ) ( )2 2, / 2n n e mε γ γ=  。图中黑实

线为 BA 方程数值解；红点线为弱相互作用平均场近似(2.31)；蓝虚线为强相互作用近

似(2.32)；绿点线表示 TG 极限的 ( )e γ 为常数 2 / 3π 。 
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1

2l l ω = + 
 

 . (2.35) 

其中 0,1,2,l = ， ( )lH x 为厄米多项式（Hermite polynomial）。 

无相互作用时玻色气体的粒子数密度为 

 ( ) ( )0

2

2

2
exp

N x

aa
n x N x

π
φ=

 
= − 

 
. (2.36) 

系统基态能量为 

 0 0 2
N

N
E ω= =  . (2.37) 

在无限强相互作用时，即 TG 气体或无相互作用费米气体粒子数密度为 

 ( ) ( )
2 1

2 2
2

1 0

1
= exp

2 !

1N N

ll
l l

l

x x
n x H

a l aa
xφ

π

−

= =

   = −   
  

  . (2.38) 

系统基态能量为 

 
21

0
0 2

N

l
l

N
E ω

−

=

= =  . (2.39)  

2.4.2 两体问题 

1998 年 Busch 等人用分离变量法给出了两个粒子在三维谐振子势中的解析波函

数和能级[5]。我们介绍它在一维情形时的应用，详细推导可见[11][12]。在这一节，

我们取比较方便的谐振子单位，长度单位 /a mω=  、能量单位 ω 、动量单位

mω 、时间单位 2 /π ω。哈密顿量(2.1)约化为 

 ( )
2 2

2 2
1 2 1 22 2

1 2

1 1 1 1

2 2 2 2
H x x g x x

x x
δ∂ ∂= − − + + + −

∂ ∂
. (2.40) 

引入质心坐标R 和相对坐标 r ： 

 ( )1 2

1

2
R x x= + , (2.41) 

 ( )1 2

1

2
r x x= − . (2.42) 

设两粒子波函数为 ( ) ( ) ( )1 2, R rx x R rΨ = Ψ Ψ 。由 .H EΨ = Ψ，并令 R rE E E= + ，可得
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到系统分离变量为质心部分 .R R R RH EΨ = Ψ 和相对部分 .r r r rH EΨ = Ψ ，其中 

 
2

2
2

1 1

2 2RH R
R

∂= − +
∂

, (2.43) 

 ( )
2

2
2

1 1 2

2 2 2rH r g r
r

δ∂= − + +
∂

. (2.44) 

质心部分是标准的谐振子方程，它的解即(2.34)和(2.35)给出的第 l个本征态及相

应的本征能量： 

 ( ) ( )
2

exp
2R l

l
R

R
C H RR

 
= − 

 
Ψ , (2.45) 

 
1

2
l
RE l= +    ( )0,1, 2,l =  , (2.46) 

其中 RC 为归一化系数。 

相对部分满足玻色对称性的第m 个能级的本征态及本征能量为 

 ( )
2

21
, , exp
2 2

m
r r m

r
r C U rυ   Ψ = − −  

   
, (2.47) 

 
1

2
2

m
r mE υ= + . (2.48) 

其中 rC 是归一化系数， ( ), ,U xα β 为合流超几何函数， mυ 是相对部分量子数，由下

面的关系确定： 

 
( ) ( )

1
2

0       0, 2, 4,
2

m

m

g
m

υ

υ

 Γ − + 
  + = =
Γ −

 . (2.49) 

其中 ( )xΓ 为伽马函数。对每一个 g ，方程有无穷多个解， mυ 表示其中第m 个最小的

解。可见相对部分是与相互作用 g 有关的。 

还原到原始坐标，两粒子的本征波函数和能级为 

 ( ) ( ) ( )
2

1 2
1 2 2

2

1 1 2

21 1 1
, ,, p

2
ex

2 22mlm l

x x
x x x x UCH x xυ  + Ψ = − − + −    

   
, (2.50) 

 2 1lm mE l υ= + + , (2.51) 

其中C 为两粒子波函数归一化系数。两粒子系统的基态波函数与基态能量为 
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 ( ) ( )
2

2
2

1 2
00 1 2 1 20

1 1
, ,, exp

22 2

x x
x x U x xC υ  +Ψ = − − 



−
  

 , (2.52) 

 00 02 1E υ= + . (2.53) 

2.4.3 多体问题 

 

2012年Brouzos和Schmelcher[6]将分离变量法推广到多粒子系统，质心坐标(2.43)

和相对坐标(2.44)推广为： 

 
1

1
i

N

i

R x
N =

=  , (2.54) 

 i jr x x= − . (2.55) 

质心哈密顿量(2.43)成为 

 
2

2

1

1

2 2

N

i
R

i

N
H i R

N x=

 ∂= − − + ∂ 
 . (2.56) 

质心部分仍是谐振子，基态波函数为 

 ( )
2

exp
2R R

NR
CR


=Ψ


− 
 

. (2.57) 

 
图 2-2 总能量(a)和密度分布(b)-(d)的数值结果（标记）与解析结果（线）的比较[5]。 
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相对部分哈密顿量(2.44)现在成为 

 ( )
2

21 1

2 2

P P P

r ij ij
i j i i jj j i

H r g r
N x x N

δ
< < <

 ∂ ∂= − − + +  ∂ ∂ 
   . (2.58) 

这里 ( )1 / 2P N N= − 是粒子两两相互作用的对的数目。 

Brouzos 和 Schmelcher 提出相对部分(2.58)的基态波函数是抛物柱面函数 ( )D xμ

乘积的形式： 

 ( )
P

r r ij
i j

C D rμ β
<

Ψ = ∏ . (2.59) 

其中参数β 和μ是由下述条件所确定的待定参数。 

一是接触边界条件，在 0ijr = 处，有 

 
( )
( ) ( )2

ij

ij

ij

D r
gD r

r

μ
μ

β
β β

β
∂

=
∂

. (2.60) 

由此能给出 

 3/2 1
2 /

2 2

g μ μ
β

− −   = − Γ Γ   
   

. (2.61) 

另一条件，在下面三个特殊情况下，均能得到 2 / Nβ = ，而μ的取值各异： 

（i）当 0g = ，
2

0 0
1

exp
2
i

N

g
i

x
C=

=

Ψ
 
− 


=


 ， 0μ = ； 

（ii）当 g →+∞时，TG 气体波函数为
1

2

exp
2

PN

g
i i

j
j

i
i

x
C x x→+∞ ∞

= <

 
− − 
 

Ψ =  ∏ ， 1μ = ； 

（iii）当 2N = 时，波函数为(2.52)式，μ由解方程(2.61)或(2.49)求得。 

在一般的给定 g 和 N 情况下，β 作为变分参数被求出。图 2-2 是这种方法与数值

解的比较，可见它们符合得很好。这种预设波函数的方法比较直观，但不能用于非

简谐外势中。 

第五节 密度泛函方法 

密度泛函方法是在研究费米系统——电子的基础上发展起来的。Nunes 最早将它
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用于三维玻色冷原子中[13]。Kim 和 Zubarev 将它发展到了一维到三维的玻色系统中

[14]。对于用来表达交换关联势的均匀系统基态能量，他们在三维时采用了

Huang-Yang 理论的近似解[15]，在二维时用到 Lieb 和 Yngvason 给出的近似解[16]，

在一维则采用 BA 精确解[1]。我们在此较为详细地介绍一下一维玻色系统中结合 BA

解的密度泛函方法。 

2.5.1 Kohn-Sham 方程 

按照密度泛函理论 Hohenberg-Kohn 定理 I[17]我们把(2.1)或(2.2)的基态能量写成

密度的泛函形式： 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

2                   
2

ref
ext

xc

E n x T n x dxn x V x

g
dxn x E n x

= +   

+

 

+   




. (2.62) 

上式中第一项是无相互作用参考系统的动能，第二项是外势能，第三项是Hartree-Fock

能 HFE ，即相互作用能的平均场近似，最后一项是交换关联能，它包括平均场能之外

的所有相互作用所贡献的能量。 

引入正交归一化的轨道函数 ( )xφ ，密度表示为： 

 ( ) ( ) ( )n x N x xφ φ∗= . (2.63) 

动能项表示为 

 ( ) ( )
2 2

22
ref d

T N dx x x
m dx

φ φ∗= − 


. (2.64) 

对于交换关联能这一项，采用局域密度近似 

 ( ) ( ) ( )hom
xc xcE n x dxn x n xε≈       . (2.65) 

其中 ( )hom
xc n xε   为 x 处所对应的密度为 n 的均匀一维相互作用玻色气体单粒子交换

关联能，它是单粒子基态能 homε 与单粒子平均场能量 hom
Mε 的差值 

 hom hom hom
xc Mε ε ε= − . (2.66) 

homε 即取 Lieb-Liniger 模型中(2.29)的结果； hom
Mε 取平均场近似中(2.9)的形式。 

根据 Hohenberg-Kohn 定理 II[17]，基态密度分布是由对 0E 作关于 ( )n x 的变分得
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到的，这等价于对方程(2.62)作关于轨道函数 ( )xφ∗ 的变分。将方程(2.66)代入(2.65)，

再将方程(2.63)-(2.65)代入方程(2.62)。为保证φ∗的归一化引入 Lagrange 乘子，变分

形式为 

 
( )0 ( 1)

0
E N dxδ φ φ

δφ

∗

∗

− −
=

. (2.67) 

由此我们就得到一维玻色气体的 Kohn-Sham 方程（KSE）： 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

hom
22 ext

d
V x n x x x

m dx
μ φ φ 

− + + =   
 


 . (2.68) 

其中 

 
( )hom

hom
n

n

ε
μ

∂
=

∂
 (2.69) 

是对应的均匀系统的化学势。 

在方程(2.68)的两边左乘 ( )xφ∗ 再积分，利用 ( )xφ 的归一性，我们能得到公式(2.64)

中定义的动能 refT 的表达式。将这个动能表达式代入基态能量泛函公式(2.62)中，则

基态能可以用(2.68)中解得的表示为： 

 ( ) ( ) ( ) ( )hom hom
0E N n x x dx n x x dxε μ= + −  . (2.70) 

利用迭代方法可以求解(2.68)与(2.63)的联立方程组，得出基态密度分布 ( )n x 。根据

(2.62)或(2.70)便得出基态能量 0E 。 

2.5.2 拟合公式 

在解KS方程中，每一 x 处的 n 不同，因此各处L-L参数
2

mg

n
γ =


不同，它是空间

的函数， ( ) ( )2

mg
x

n x
γ =


。如果在几千次的迭代中每一 x 处都通过求解BA方程得到

( )e γ 从而得到 homε 和 homμ 将会比较耗时。为此我们可以拟合一个 ( )e γ 的有理表达式

以优化计算。结合 ( )e γ 在弱相互作用区的平均场结果(2.31)、强相互作用时近似公式

(2.32)，以及BA方程的数值解，我们找到一个参数公式： 
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 ( )
3 22

2 1
3 2

2 1 03

a a
e

b b b

γ γ γπγ
γ γ γ

+ +=
+ + +

 . (2.71) 

其中 1 11.37b = 、 2 4.68b = 、 1 1 212 4a b b= + − 、 2 24a b= − + 、 2
0 1 / 3b aπ= 。图 2-3 给出

了 ( )e γ 的精确数值解结果与拟合公式 ( )e γ 的比较。显然在整个相互作用区，拟合公

式都很好地描绘了精确结果。 

 

2.5.3 密度分布与基态能量 

由(2.29)所给出均匀系统的单粒子基态能量 ( )hom ,nε γ ，可将基态化学势表示为 

 ( )
2 2

hom , 3
2B

n e
n e

m
μ γ γ

γ
 ∂= − ∂ 


. (2.72) 

在弱相互作用下，由 ( )0e γ γ→ = 可得 ( )
2 2

hom , 2
2B

n
n gn

m
μ γ γ≈ ⋅ =

，这时 KS 方程(2.68)

回到 G-P 方程(2.7)。当相互作用比较强时，可以对 KS 方程作 Thomas-Fermi 近似

（TFA），忽略偏微分动能项，有 

 ( ) ( )hom 0
extn x V xμ μ+ =   . (2.73) 

其中 0μ 是由粒子数归一化条件(2.8)所确定的常数。 

对于相互作用无限强的 TG 气体， ( )
2

3
e

πγ = +∞ = ，相应的 ( )
2

hom 2 2,
2B n n

m
μ γ π=  。

 

图 2-3 比较函数 ( )e γ 的 BA 方程解结果（红虚线）与拟合公式结果（黑实线）。 
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KS 方程成为 Kolomeisky 等人[18]提出的下列形式： 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

42
22 2ext

d
V x x x x

m dx m
π φ φ φ 

− + + = 
 

 
 . (2.74) 

考虑简谐外势 2 21
( )

2extV x m xω= ，其中ω为谐振频率。引入特征长度 /a mω= 

和相互作用参数
g

U
a ω

=


。TG 极限下 KS 方程的 TFA 形式为 

 
2

2 2 2 2 01

2 2
n m x

m
π ω μ+ =

. (2.75) 

则有 

 ( ) 22 0
2

2
2

2 1
0max ,

2

m
mx xn

π
μ ω  −  

=
 

. (2.76) 

设一维玻色气体的边界为 R± ，即 ( ) 0n x R= ± = ，上式给出 

 0 2 21

2
m Rμ ω= , (2.77) 

同时粒子数归一化条件要求 

 ( )R

R
n x dx N

−
= . (2.78) 

由(2.76)-(2.78)可得出 

 2R a N= . (2.79) 

密度分布为 

 ( )
2 22 /

,0max
N x a

n x
aπ

 −=  
  

  (2.80) 

势阱中心的粒子数密度为 

 ( ) 2
0

N
x

a
n

π
== . (2.81) 

可见 TG 气体的粒子数密度呈半椭圆形状分布，气体在势阱中所占的范围及势阱中心

的密度随粒子数的增多而变大。 
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图 2-4 比较了 TG 极限下各种方法对不同粒子数情况的计算结果，(a)比较玻色费

米映射给出公式(2.38)的结果与 KS 方程在 TG 极限下所得公式(2.74)的结果，除了振

荡以外，两密度分布很接近，随着粒子数的增大，振荡的效应可以忽略。(b)比较了

玻色费米映射公式(2.38)与 TG 极限下 KS 方程的 TFA 公式(2.80)的结果。在中心区域

两种方法给出的密度曲线也很接近，除振荡之外。在气体边界，TFA 边界很整齐，

TG 极限下的 KS 方程由于考虑了动能，边界上有一小段过渡区。 

现在我们以 10N = 为例，给出 KS 方程(2.68)和(2.63)在不同相互作用强度

0,0.1,0.5,1,5,10U = 及U = +∞时解得的密度分布，如图 2-5，。随着相互作用强度U 的

增大，密度曲线从标准的高斯型变化到半椭圆型。比较玻色系统在U = +∞和无相互

作用费米子系统的密度曲线，我们发现除了密度振荡外它们彼此符合地很好。这个

结果表明具有无限强排斥相互作用的玻色子基本上和无相互作用费米子的密度分布

是相同的。密度分布曲线上的振荡反映的是强作用下一维系统粒子间的不相容性。

数值算法[19]或解析方法[6]能细致描绘这些振荡如何随相互作用增大而逐渐出现。我

们的结果缺少振荡是由于在(2.63)中采用了单个泛函轨道假设。Brand 曾质疑过这种

单轨道函数的假设，他尝试引用多个轨道函数，并设轨道个数及轨道占据数与相互

作用有关，其关系在均匀系统可由能量极小确定，但很难用于有外势的系统中[20]。 

 

图2-4 粒子数分别为4,9,16,25时的密度分布。振荡曲线对应玻色-费米映射方法所给

的(2.38)式，平滑的曲线对应：(a)图中，KS方程在强相互作用下近似公式(2.74)；(b)图

中，对方程(2.74)作Thomas-Fermi近似后所得(2.80)式。长度单位为 /a mω=  。[18] 
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图 2-6 给出基态能随U 的变化。如图所示，随着相互作用U 的增大，动能 refT 缓

 

图 2-5 无相互作用费米子（红点线）与不同相互作用参数U 下玻色子的密度分布图（黑

实线）。六条黑实线从上到下表示 0,0.1,0.5,1,5,10,U = +∞，粒子数 10N = 。 

 
图 2-6 10N = 个玻色子的能量随增大的相互作用强度U 而演化的图。基态能 0E 包

括动能 refT 、外势能 potE 、哈特利-福克能 HFE 、交换关联能 xcE 。右边小图为弱相互作用

平均场区的放大。 
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慢减小，表明相互作用限制了原子的运动。粒子在阱中占据的区域增大，使得外势

能增长。这两种能量都逐渐演化到常数能量。Hatree-Fock 能 HFE 几乎线性增长而交

换关联能 xcE 在整个相互作用区都在减小。这两项能量在强相互作用区造成的影响更

大且几乎彼此抵消。所有这些能量共同形成总基态能 0E 。它从无相互作用时的5 ω 开

始演化，然后逐渐趋近于强相互作用极限时的能量50 ω 。当 0.9U < 时，交换关联

能比总能量小的多，有 0/ 0.1xcE E < 。这可看作平均场理论有效区。对U = +∞的 TG

气体， hom 2 2 2 / 2B n mμ π=  ，方程(2.68)的数值解给出 0 50.5024E ω=  。这比理论值50 ω

略高一点。这是因为我们引入的轨道泛函 ( )xφ 只是一个辅助的变分函数而不是相互

作用系统的真正波函数。 

综上所述，DFT 能够描述一维玻色系统从弱到强的所有相互作用区域。虽然它

不能给出密度振荡等细节，但它不受粒子数限制，适用于大粒子系统，而且不受外

势形式限制，可以用到偏置势、双阱乃至与粒子性质（自旋、相互作用等）有关的

外势中。所以 DFT 在研究冷原子物理中是比较有效的、适用范围也是比较广泛的。 
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第三章 自旋-1/2 费米气体 

考虑一维外势 ( )extV x 下的自旋-1/2 费米气体，忽略 p 波散射，只考虑不同自旋费

米子之间的 s 波碰撞作用，其哈密顿量为 

 ( )
2

1

2

2
1 1

( )
2

NN

i i i
i ii

N

ext
j

d
H V x g x x

m dx
δ

↑ ↓

′

= ==

 
= − + + − 

 
 

. (3.1) 

其中 N N N↑ ↓= + 是费米原子总数； N↑（ N↓）是自旋向上（下）原子数，据此可定

义总极化率
N N

P
N

↑ ↓−
= ；m 为原子质量； g 为不同自旋原子间作用强度，可以通过

Feshbach 共振技术和束缚诱导共振（CIR）技术调节其大小。 

当外势 ( ) 0extV x = 时，即均匀系统。上世纪 60 年代应用 Bethe ansatz (BA)方法在

解决这一问题时有了重要进展。1965、1966 年 McGuire 解决了只有一个费米子与其

它费米子自旋相反，即 N↓ =1 的情况[1]。1967 年 Flicker 和 Lieb 研究了 N↓ =2 的系统

[2]。同年 Gaudin[3]和 Yang[4]各自给出了普遍的极化率P 为任意值时的 BA 解，发

展了代数 BA 方法。Gaudin 侧重 0g < 系统，指出相互吸引作用下 0P = 的完全配对

系统对应于排斥相互作用下的一维玻色系统或 Lieb-Linger模型。Yang则关注 0g > 系

统，在解决基态本征值问题的过程中建立了著名的 Yang-Baxter 方程。后来均匀系统

的(3.1)式便被称为 Gaudin-Yang 模型。 

近来吸引相互作用下的一维费米气体更加引发人们的兴趣，是由于它涉及到配

对与极化共存的状态——FFLO 态的研究。FFLO 态源于 1964 年 Fulde 和 Ferrell 对部

分极化（ 0P ≠ ）的电子系统的研究[5]。他们发现超导电子对（BCS 对）形成时出现

非零的质心动量和自旋极化。次年 Larkin 和 Ovchinnikov 提出超导序参数是空间振

荡函数[6]。随后科学家们便尝试在相互作用可调的冷原子系统中寻找 FFLO 态。对

三维外势束缚系统，理论上指出 FFLO 态会占据很小的区域[7][8]，但实验上没有发

现[9-11]。 

2007年Orso[12]与胡辉等人[13]在Gaudin-Yang模型基础上结合局域密度近似研



博士毕业论文：一维量子气体基态性质的密度泛函理论研究 

44 

究一维简谐外势下具有相互接触吸引作用的费米气体。他们绘出强作用下的基态相

图，表明 FFLO 态可以占据很大区域。2010 年 Liao 等人用实验验证了这些结果[14]。

这也激发了各种方法对相关内容的研究热潮，包括密度泛函方法对基态电荷密度与

自旋密度的研究[15]，热力学 Bethe ansatz（TBA）方法对强吸引作用下的热力学行

为和量子临界性质[16][17]的研究，费米 STG 态的研究[18-20]等。期间还有许多数值

方法用于研究一维光晶格系统中的类似问题[21-24]。 

我们在此主要介绍关于一维连续系统基态性质研究的一些主要方法和重要结

果，包括吸引作用和排斥作用下的两分量费米气体。 

第一节 均匀系统 Bethe ansatz 解 

3.1.1 Bethe ansatz 方程 

当外势 ( ) 0extV x = 时，Gaudin[3]和 Yang[4]给出(3.1)的 Bethe ansatz 方程为 

 ( )
1

/ 2
exp

/ 2

N
i

i
i

k ic
ik L

k ic
α

α α

↓

=

− Λ +=
−Λ −∏ , (3.2) 

 
1 1

/ 2

/ 2

NN
j

j j

k ic ic

k ic ic
α α β

βα α β

↓

= =

Λ − + Λ −Λ +
= −

Λ − − Λ −Λ −∏ ∏ . (3.3) 

这里{ } 1, 2,...,ik i N= 为准动量，{ } 1, 2,..., Nα α ↓Λ = 为自旋快度（rapidities），L为系

统长度，
2

mg
c =


。系统能量为 

 
2

2

2 j
j

E k
m

= 
. (3.4) 

考虑热力学极限情况，即粒子数 N →∞，系统长度 L →∞ ，而粒子数密度

/n N L= 、 /n N L↑ ↑= 、 /n N L↓ ↓= 都有限。在此引入 Lieb-Linger 参数
2

c mg

n n
γ = =


和

极化率
n n

n
ζ ↑ ↓−
= 。先讨论极限情况的一些能量。 

i) 对于完全无极化 0ζ = 系统，费米子从低能级到高能级依次排布，每个能级上

有不同自旋的两个费米子。最高能级上费米波矢 / 2Fk nπ= ，相应的费米能为 
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2 2 2 2 2

2 8
F

F

k n

m m

πε = = 
. (3.5) 

ii) 1ζ = 的完全极化系统相当于单分量费米系统。这时粒子间没有相互作用能，

只有动能。每个量子能级上有一个费米子，单粒子平均动能为 

 ( )
2 2 2

2
1/

1
, 1 lim

2

N

N
lN L n

n
N mL

lπκ ζ
→∞ ==

= =  
  

                     
( )( )2 2

2

/

1 2 11
lim

2 6N
N L n

N N N

N mL

π
→∞
=

+ +
= 

  

  
2 2 2

6

n

m

π=  . (3.6) 

iii) 对于普遍的极化系统，在无相互作用时的单粒子的平均动能为 

 ( )
2 2 2 2 2 2

2 2
1 1/

1
, lim

2 2

N N

N
l lN L n

l l
n

N mL mL

π πκ ζ
↑ ↓

→∞ = ==

 
= + 

 
  

  

 
3 32 2

2 3

1 n n

n m

π ↑ ↓+
= 

  

  ( )
22 2

21 3
24

n

m

π ζ= +
. (3.7) 

有相互作用时，Hartree 能为 

 ( ) ( )
2 2

2, , 1
4H

gn n n
n

n m
ε ζ γ ζ γ↑ ↓= = −

. (3.8) 

在弱相互作用下， 0g → 或 0γ → ，单粒子平均基态能量近似为(3.7)与(3.8)的和 

 ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2

2 2, , 0 1 3 1
24 4

n n
n

m m

πε ζ γ ζ ζ γ→ = + + − 
. (3.9) 

对于一般相互作用条件下的 Bethe ansatz 解，我们分吸引和排斥两种相互作用情况来

介绍。 

3.1.2 吸引作用下的 Bethe ansatz 解 

对于吸引作用 0g < ，不同自旋费米子形成两体束缚态，即 N 个费米子中，2N↓
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个费米子结成了 N↓个费米对，剩下的 2N N N N↓ ↑ ↓− = − 个是单个的未配对费米子。

{ }ik 和{ }αΛ 各有 N↓对共轭复数解 / 2k icα αλ= ± ， / 2icα αλΛ = ± ， αλ 是实数。{ }ik 还

有 N N↑ ↓− 个实数解，如图 3-1 所示[25]。这时基态能量(3.4)成为 

 
2

2 2

1 1

2
2 j

j

N N N

bE k
m

N
α

αλ ε
↑ ↓ ↓

=

−

=
↓

 
= + − 

 
 

. (3.10) 

其中 bε 为每一费米对的束缚能： 

 
22 2

2
2

2 2 4b

c mg

m
ε   × = 

 
= 


. (3.11) 

 

在热力学极限下，Bethe ansatz 方程(3.2)(3.3)在吸引作用时的积分形式为： 

 ( ) ( )
( )22

1
1 4

2 4

B

B
k c d

c k

σ λ
ρ λ

π λ−

 
= + 

+ −  
 , (3.12) 

 ( ) ( )
( )

( )
( )2 22 2

'1
1 2 '

4 '

B

Q B

Q k
c dk c d

c k c

ρ σ λ
σ λ λ

π λ λ λ− −

 
= + + 

+ − + −  
  . (3.13) 

积分边界由下列归一化条件确定： 

 ( )Q

Q
dk k n nρ

− ↑ ↓= − , (3.14) 

 ( )B

B
d nλσ λ ↓−

= . (3.15) 

由(3.10)，粒子平均基态能量用准动量分布 ( )kρ 和 ( )σ λ 表示为： 

 ( ) ( ) ( ){ }2
2 2, , 2

2

B

bQ B

QE
n k k dk d

N mn n

n
ε ζ γ ρ λ σ λ λ ε

−
↓

−
= = + − 


. (3.16) 

 

图 3-1 强和弱吸引作用下 Gaudin-Yang 模型的 BA 方程(3.2)(3.3)的解[25]。 
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解 BA 方程(3.12)-(3.15)求出 ( )kρ 和 ( )σ λ ，代入(3.16)便得到 ( ), ,nε ζ γ 。图 3-2 给出

了 ( ), ,nε ζ γ 的求解结果，这里能量是以(3.5)式中的费米能为单位的。 

 

现在分析一下 ( ), ,nε ζ γ 的结果。 

在无极化 0ζ = 即 N N↑ ↓= 时，费米子完全配对，方程(3.2)中{ }ik 没有实数解，只

有 / 2N N↓ = 对共轭复数解。相应的积分方程即能量关系(3.12)-(3.16)约化为 

 ( ) ( )
( )22

'1
1 '

'

B

B
c d

c

σ λ
σ λ λ

π λ λ−

 
= + 

+ −  
 , (3.17) 

 ( )
2

B

B

n
dλσ λ

−
= , (3.18) 

 ( ) ( )
2

2, 0, 2
2 2

B
b

B

E
n d

N mn

εε ζ γ λ σ λ λ
−

= = = −


. (3.19) 

记
2

y
γ
π

= ，令 ( ) ( ), 0, Fn e yε ζ γ ε= = 。Gao[15]给出 ( )e y 的拟合参数公式为 

 ( )
2 2

2

1

3 4
m m

m m

y y a y b y
e y

y c y dπ
+ +

= − −
+ +

 (3.20) 

其中系数 0.331 117ma = − 、 0.458 183mb = 、
4

m mc a
π

= + 、
2

4 16
1m

m m

a
d b

π π
= + + − 。这

个拟合公式表明了无极化费米子在弱相互作用和强相互作用时的如下的渐进行为： 

 

图 3-2 粒子平均基态能 ε 作为 ,ζ γ 的函数。 ε 以费米能 ( )2 2 2 / 8F n mε π=  为单位。[15] 

( ), , / Fnε ζ γ ε  
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 ( ) 2

1
             0 ,

3

1
      - .

4 12

y
y

e y
y

y

π
− + + →= 

− + + → ∞






当

当

 (3.21) 

在任意极化情况，当相互作用比较强时， ( ), ,nε ζ γ 表达为 

 ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2

2 1
, , 1 1 15

8 96

n n
n O

m m

πε ζ γ ζ γ ζ
γ

 →−∞ = − − + + +  
 

 
. (3.22) 

根据各种相互作用极限和特殊极化条件下粒子平均基态能量 ( ), ,nε ζ γ 的渐近行

为并结合 BA 方程精确解，Gao[15]将粒子平均基态能量(3.16)表示为 

 ( ) ( ) ( ), , , , Fn n f yε ζ γ κ ζ ζ ε= + , (3.23) 

其中 ( ),nκ ζ 是无相互作用系统单粒子动能， Fε 是费米能， ( ),f yζ 被拟合为 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 31
, 1 1

3
f y e y y y y yζ α ζ β ζ α β ζ = − + + − + +    

. (3.24) 

(3.24)中另外两个函数按照 Padé 近似给出 

 ( )
3

3

y A y
y

y B y C
α

α α

α +=
− + +

, (3.25) 

 ( ) 3 2

A y B
y

y C y D y B
β β

β β β

β
+

=
+ + −

. (3.26) 

其中各系数的值为 0.065 238 5Aα = − ， 1.873 53Bα = − ， 3.088 73Cα = ， 3.905 15Aβ = ，

19.423 9Bβ = ， 4.534 57Cβ = − ， 7.298 26Dβ = − 。 

引入各分量化学势 

 
( ) ( )

,
,

,

/E n

n

L

N
μ

ε
↑ ↓

↑ ↑ ↓↓

∂
∂

∂
= =

∂
. (3.27) 

定义自旋密度 s n n↑ ↓= − ，并引入局域化学势 

 
( )

2

n

n

ε μ μ
μ ↑ ↓∂ +
= =

∂
, (3.28) 

和局域磁场 
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( )

2

n
h

s

ε μ μ↑ ↓∂ −
= =

∂
. (3.29) 

将解 BA 方程所得基态能量解(3.19)代入(3.28)与(3.29)，在 0s = 与 s n= 条件下，μ - h

相图上出现三个区域：完全配对、完全极化及部分极化（FFLO）区，如图 3-3。 

 

 

图 3-4 是在δμ -γ 相图中给出三个区域：完全极化的正常相（N）、类 BCS 的无

极化超流态（SF） 和部分极化的超流态（SFP）。SFP态即具有 FFLO 特征。这里的δμ

即(3.29)中的 h ，图中以束缚能为单位。 

3.1.3 排斥作用下的 Bethe ansatz 解 

在基态时，对于排斥作用 0g > ，Bethe ansatz 方程(3.2)(3.3)中的 ik 、 αλ 都有实数

 
图 3-3 两分量吸引均匀费米气体的基态 Hμ − 相图。[12] 

 
图 3-4 两分量吸引均匀费米气体的基态δμ - γ 相图。[13] 
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解。在热力学极限下，其积分形式为 

 ( ) ( )
( )22

41
1

2 4

B

B

c
d

c k
k

σ
ρ

π −

 Λ
= + Λ 

+ −Λ  
 , (3.30) 

 ( ) ( )
( )

( )
( )2 22 2

4 2 '1
'

2 4 '

Q

Q

B

B

c c
dk d

c k

k

c

ρ σ
σ

π − −

 Λ
Λ = − Λ 

+ Λ − + Λ −Λ  
  . (3.31) 

归一化条件为 

 ( )Q

Q
dk nkρ

−
= , (3.32)

 ( )B

B
nd σ

− ↓Λ Λ = . (3.33) 

单粒子平均基态能量为 

 ( )
2

2

2

Q

Q

E
k k dk

N mn
ε ρ

−
= = 


.  (3.34) 

当粒子间有无限强的排斥作用 g = +∞时，系统相当于完全极化的单分量费米气

体。由(3.6)式给出单粒子平均基态能量 

 ( ) ( )
2 2 2

, , , 1
6

n
n n

m

πε ζ γ κ ζ= +∞ = = =  . (3.35) 

用无相互作用系统动能(3.7)和费米能(3.5)将单粒子平均基态能量表示为 

 ( ) ( ) ( ), , , , Fn n f yε ζ γ κ ζ ζ ε= + , (3.36) 

其中 2 /y γ π= 。根据各种相互作用极限和各种特殊极化条件下的解析解以及

Bethe-ansatz方程精确解，Abedinpour等人[26]将(3.36)中的 ( ),f yζ 拟合为 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 4 61
, 1 1

3
f y e yy y yyζ α ζ β ζ α β ζ = − + + − + +    

, (3.37) 

其中 

 ( )
2

2

4 / 3 p p

p p

y a b
e

y
y

y yc d

+ +
=

+ +
, (3.38) 

 ( )
2

2

y a by
y

y c by
α α

α α

α − + +=
+ −

, (3.39) 
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 ( ) 2

a

x b

y
y

y c
β

β β

β =
+ −

. (3.40) 

各参数为 5.780126pa = ， ( )8 / 9 ln 2 / 4p pb aπ= − + ， ( )8 / ln 2 3 / 4p pc aπ= + ， 3p pd b= ；

1.68894aα = − ， 8.0155bα = − ， 2.74347cα = ； 1.51457aβ = − ， 2.59864bβ = − ，

6.58046cβ = 。给出这种拟合的均匀系统的单粒子基态能量公式有利于多次迭代求解

KS方程。 

第二节 外势束缚系统的 KS 方程 

外势束缚下的一维两分量费米气体的 KS 方程为 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

, ,2
,

2 KSV n
m x

x x xσ
σ α σ α σϕ ε α σ ϕ ∂− + =   ∂ 


. (3.41) 

其中自旋 =σ ↑ ↓， ，后面用σ 表示相反的自旋，如↑=↓。基态密度分布由方程的本征

函数决定 

 ( ) ( ) 2

,
=1

=
N

x xn
σ

σ α σ
α

ϕ . (3.42) 

两分量的粒子数各自守恒 

 ( )n Nxσ σ= . (3.43) 

(3.41)中的 KS 势 ( )
KSV σ

包括 Hartree 势 ( )
HV σ

，交换关联势 ( )
xcV σ

和外势 extV ， 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )H xc eK tS xV n V nx x x xV n Vσ σ σ
σ σ σ= + +           . (3.44) 

其中 

 ( ) ( ) ( )H xV n g xnσ
σ σ  = . (3.45) 

 ( ) ( ) ( )
( )

xc
xc

E n
n

xn

x
V x σσ

σ
σ

δ
δ
  =   . (3.46) 

这里的 ( )xc xE nσ  表示交换关联能泛函，对它采用局域密度近似 

 ( ) ( ) ( )hom , ,xxc cE x dxn nxnσ ε ζ γ=    . (3.47) 

( )hom , ,xc nε ζ γ 表示均匀系统的粒子平均交换关联能，表示为 
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 ( ) ( ) ( ) ( )hom , , , , , , ,xc Hn n n nε ζ γ ε ζ γ κ ζ ε ζ γ= − − . (3.48) 

此处的 ( ), ,nε ζ γ 即均匀系统粒子平均基态能(3.16)，可以用拟合公式(3.23)求出，

( ),nκ ζ 即为(3.6)式给出的均匀无相互作用系统粒子的平均动能， ( ), ,H nε ζ γ 为 Hatree

能(3.8)。 

引入各分量化学势 

 [ ]hom ( )n
n

nσ σ
σ

δ εμ
δ

= . (3.49) 

KS 方程表示为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

hom
, ,2

2
2 2

2 2
,ext x x x x x

m
V n n

m x σ σ σ α σ α σπμ ϕ ε α σ ϕ ∂− + + − =   ∂ 


.(3.50) 

采用 TFA，忽略偏微分动能项，可以得到 

 ( ) ( )hom 0
extV nx xσ σ σμ μ+ =   . (3.51) 

其中 0
σμ 由归一化条件(3.43)确定。 

第三节 简谐外势下的吸引费米气体 

对于简谐势 ( ) 2 2 / 2extV m xx ω= 的情况，引入参数 /a mω=  ， /U g a ω=  ，

( )22
14 / /DN U N a aη = = ，其中 1Da 为一维 s 波散射长度。 

图 3-5 给出了中等相互作用 1η = 时不同总极化率 P 下的密度分布，比较了 KS

方程与 TFA 的计算结果。可见两者所得密度曲线的整体外形（overall shape）很接近。

局部上 KS 方程计算结果出现了振荡，且气体边界比较光滑。在 P=0.56 时出现了密

度分布的双壳（two-shell）或双模（bi-modal）结构，势阱中心区域是部分极化的两

种自旋分量的混合，外围只有完全极化的自旋向上的费米气体。P=0.11 时部分极化

超流相仍在中心区域，而外围出现的是完全配对的超流相。在很小极化率 P=0.06 时，

外围两翼的完全配对 BCS 区域变大。 
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在 ( ) 2 2 / 2extV m xx ω= 且 g →−∞时，TFA 形式(3.51)给出 

 
1

2

2 ,

(1 )
.

2

R NPa

N P
R a

=

−=
 (3.52) 

 
图 3-5 不同极化率 P下 36N = ， 1η = 时自旋 1/2 费米系统各分量与总密度分布。振荡

线为 DFT 结果，实线为 TFA 结果。其中长度单位 /a a mω= =  。[15] 

 

图 3-6 强吸引作用下一维自旋 1/2 费米气体的 R-P 相图[12][13][14]。 



博士毕业论文：一维量子气体基态性质的密度泛函理论研究 

54 

其中 1R 表示n n↑ ↓− 的半径， 2R 表示n↓的半径。两者交叉点即为发生相分离的临界极

化率。如图 3-6，理论上根据(3.52)，由 1 2R R= 得到 0.2cP = [12][13]。Orso[12]和 Hu

等人[13]按照 TFA(3.52)给出 cP 随相互作用的变化，如图 3-7， cP 从弱相互作用下的 0

变到强相互作用的 0.2。 

 

 
2010 年 Liao 等人用实验检验了上述结果。如图 3-8，有限温度下一维强相互吸

引费米气体的临界极化率的实验值略小，约为 0.17cP = [14]。实验中，他们先在光阱

中制备超冷 6Li 气体使其处于两个最低超精细态 1 , 2 （处于 1 态的粒子数较多）。

 

图 3-8 强吸引作用下一维自旋 1/2 费米气体的 R-P 相图。图中实线为理论解，符号标记

为实验值。[14] 

 
图 3-7 临界自旋极化率随相互作用强度的变化。[13] 
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然 后 将 它 装 载 于 二 维 光 晶 格 中 ， 并 外 加 简 谐 束 缚 势 。 晶 格 势

( ) ( )2 2
0 0cos cosV V kx V ky= + ，其中 0V 为势阱深度， 2 /k π λ= 为波矢，λ为激光波长。

实验中取 1,064nmλ = ， 0 12 rV ε= ，其中 2 2 / 2r k mε =  为反冲能。简谐势的横向频率

( ) 52 2 10 Hzω π⊥ = × ，轴向频率 ( )2 200Hzzω π= 。所制备一维费米气体温度

175T ≈ nK，中心区域的势管中处于 1 态的粒子数 1 120N ≈ 。调节外磁场到 890G，

使得一维相互作用处于强吸引区域。 

 

最后用两次原位相位对比偏振成像（in situ phase-contrast polarization imaging）

探测两分量密度及其差值，即用两束探测激光相继成像来测量两自旋态的原位密度。

如图 3-9，态 1 与态 2 的跃迁频率相距 78.5MHz，第一束光 S1 红失谐于态 2 为15Γ，

其中 5.9MHzΓ = 为探测光的跃迁频率线宽。第二束光 S2 被调谐到态 1 与态 2 的跃

 

图 3-9 成像过程。a，相位对比偏振成像装置。线性偏振探测光首先通过 1/4 波片（左）

转化为圆偏振光，然后经费米原子相干散射为椭圆偏振光，最后被偏振器（右）分解并由 CCD

摄像机成像。b，相关的能级和探测光频率。第一束探测光与态 1 红失谐15Γ，第二束光 S2 被

调到态 1 与态 2 的中间。c，在极化率 0.63P = 时由探测光 S1 和 S2 得到的柱密度成像。d，由

S1 和 S2 的探测成像去卷积得到态 1 与态 2 的柱密度谱及其差值。 
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迁频率的中间。对两次探测成像去卷积得到 1 与 2 的柱密度图像，即沿径向积分得

到轴向密度。从原子云的轴密度图像得到轴半径，即密度消失的位置。实验中选取

中间势管的轴半径，因为这里的轴半径较大。通过反 Abel 变换得到中心势管中处于

1 、 2 态的粒子数与极化率。图 3-9 给出的便是反映极化率与轴半径关系的相图。 

配对费米子与极化费米子共存的相被称为 FFLO 相。这是 Fulde 和 Ferrell 以及

Larkin 和 Ovchinnikov 在四十多年前所预言的一种状态[5][6]。但三维情况很难实现。

一维冷原子技术的发展验证了这种相的存在，是冷原子领域比较重要的一个发现。 

第四节 与自旋相关的简谐外势下的排斥费米气体 

与吸引费米气体不同，排斥费米气体在简谐外势下并不出现相分离现象。如图

3-10 与图 3-11 是 Gao 等人求解 K-S 方程(3.41)的结果[27]。这里参数 /g aλ ω=   。

图 3-10 给出了简谐势中 2N↑ = 与 1N↓ = 个费米子在不同排斥相互作用强度λ下的各

分量密度分布与总密度分布。n↑（绿点）、n↓（蓝三角）各以双峰和单峰曲线表征。

总密度n（红圈）从弱相互作用下的单峰逐渐过渡到强相互作用下的三峰。表明强相

互作用下的部分极化费米气体的密度接近于无相互作用的单分量费米气体或 TG 气

体的密度。在不同相互作用强度下，两分量密度的边界都相同，表示没有发生两分

量之间的相分离。图中还给出精确对角化数值算法的结果（黑实线）加以比较。可

见对于这种少粒子系统，在强相互作用下，DFT 给出的总密度比较精确，但分量密

度的峰值幅度差别比较大。 

对于大粒子系统中，精确对角化等数值算法不能处理，而 DFT 依然有效且更准

确。图 3-11 给出总粒子数 40N = 的费米气体在极化率 0.1P = （a 图）和 0.7P = （b

图）时总密度n 随相互作用强度λ的变化。在强相互作用时，总密度曲线出现 40N =

个峰，接近于无相互作用的单分量费米气体的密度。在不同总极化率和任意排斥相

互作用强度下，粒子都集中于势阱中心部分，无双模分布出现。表示没有相分离现

象。 
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如果外势与自旋相关，则会出现相分离[28]。考虑对各自旋分量不同的简谐势

( ) ( ) 2 2 / 2extV m xx σ
σ ω= 。令频率比例参数 2 2/γ ω ω↑ ↓= ，特征长度 ( )1/2

/a mω↑ ↑=  ，相

互作用参数 /g aλ ω↑ ↑=  。图 3-12 给出 20N N↑ ↓= = 费米气体在频率比例 1/ 9γ = 及

不同相互作用强度λ下的总密度（a）、各分量密度（b）（c）和局域磁性（d）。由于

外势对不同分量的束缚作用不同。所以尽管两分量的粒子总数相同，它们的密度分

 

图 3-10 简谐势中 2N↑ = 与 1N↓ = 个费米子在不同排斥相互作用强度λ下的各分量密度

分布与总密度分布。有标记的是 DFT 结果，黑实线是精确对角化数值算法的结果。[27] 

 
          (a)                                      (b) 

图 3-11 总粒子数 40N = 的两分量费米气体的总密度 n随相互作用强度 λ的变化。（a）

0.1P = ，（b） 0.7P = 。[27] 
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布不同。在无相互作用时， 0λ = ，自旋向上费米子受束缚小，占据范围较宽，中心

密度较小。相应受束缚较大的自旋向下费米子占据较小范围，中心密度较大。这时

两分量密度都是中心高，两侧低。总密度呈双模分布，势阱中心是自旋向上、向下

粒子混合的区域（phase-mixed region，PM），势阱两侧只有自旋向下费米子。随着相

互作用的增大，自旋向上费米子越来越集中在势阱中心。而自旋向下费米子却被排

斥于势阱中心之外，中心密度值越来越小。当自旋向下费米子中心密度值为零时，

中心便成了相分离区（phase-separated region，PS）。由于密度的振荡性，取下列条件

作为出现相分离的判据： 

 ( ) 310
x

x
dxn x

Δ −
↓−Δ

≤ ,  (3.53) 

其中 0.1xΔ = 。在图 3-12 中出现相分离的临界相互作用强度为 8.71λ = 。 

 

图3-13给出不同极化率 0 0.9P =  下临界相互作用强度 λ随频率比 γ 的变化曲

线。所示曲线上方是势阱中心的PS态，下方是PM态。对于某一固定极化率P ，频率

比γ 越小，势阱对两分量束缚的差别越大，出现相分离所需的相互作用λ越弱。对于

某一固定频率比γ ，极化率P 越大，势阱中心的向下自旋费米子越容易被完全排斥出

 

图 3-12 两分量费米气体在自旋相关外势阱中不同相互作用强度 λ下的总密度（a）、

各分量密度（b）（c）和局域磁性（d）。这里 20N N↑ ↓= = ， 2 2/ 1/ 9γ ω ω↑ ↓= = 。[28] 
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去，对应的相互作用λ越小。 

 

综上所述，两分量费米气体在简谐外势中，相互吸引作用下会出现相分离，相

互排斥作用下不会相分离。但在自旋相关简谐外势中，相互排斥作用下也会相分离。

与第二章的单分量气体相比，外势下多分量气体表现出了更复杂更有趣的物理现象。 
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第四章 玻色费米混合气体 

玻色费米混合物最初在实验中是作为同化冷却（sympathetic cooling）技术被应

用的，即通过玻色子中介冷却费米子到量子简并态[1-5]。其间物理学家发现了玻色

费米混合物的独特物理性质，如相分离[6]、配对[7]、超流和莫特（Mott）绝缘体相

变[8]、BEC 和 BCS 转化[9]等。许多理论已经研究了一维玻色费米混合物，包括均

匀系统以及外势束缚下的系统。对于均匀系统，Das 根据平均场理论画出了基态相图，

指出玻色气体和费米气体两种分量的相分离，有时称作反混合（demixing）[10]。

Luttinger 液体理论给出，无论玻色子处于凝聚态或者是硬核状态，混合物中的两分

量在相互作用足够强的时候都会彼此排斥而反混合[11]。而利用精确的 Bethe ansatz

（BA）来求解具有相同质量和相等耦合常数的一维混合物却得出，在任意的排斥相

互作用下都没有反混合[12][13]。这表明平均场理论和拉亭格液体理论只在非常弱的

相互作用条件下才是有效的。当系统置于光晶格中时，其相图和关联函数已经用玻

色化（bosonization）方法[14]和量子蒙特卡洛（Quantum Monte Carlo）方法研究过[15]。

对于外势阱束缚的系统，基于 BA 解的局域密度近似结果表明，简谐束缚的一维混

合物在强相互作用下会部分地相分离[13]。有限温度的 Yang-Yang 热力学 BA（TBA）

分析和量子临界分析也支持相分离的描述 [ 16 ]。在无限强相互作用即 TG

（Tonks-Girardeau）作用区，玻色-费米映射方法[17]则表明两种分量的密度分布没有

相分离，即完全混合。实际上这时基态是高度简并的而这里只选择了一个对称性程

度最高的情况[18-20]。文献[21]详细计算了基态的各种简并形式，但依然给出了 TG

极限下玻色费米混合物不会出现相分离现象的结果。 

我们在本章用密度泛函理论（DFT）来研究一维简谐束缚势下玻色费米混合物

的基态性质。首先利用局域密度近似为一维束缚玻色费米混合物导出普遍的

Kohn-Sham方程，并给出交换关联能的表达式。接着利用具有相同玻色子和费米子质

量及相等玻色-玻色作用和玻色-费米作用的均匀玻色费米混合物的BA方法精确解，

为基态能量找到一个拟合公式以简化后面的数值迭代计算。然后求解Kohn-Sham方

程，给出并讨论混合物的基态密度分布和基态能。 
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第一节 Kohn - Sham 方程 

考虑一维束缚的由 BN 个玻色子和 FN 个费米子构成的玻色费米混合物，原子总

数为 B FN N N= + ，系统的哈密顿量为 

 

( ) ( )

2 2 2 2

2 2
1 1

1 1, 1

( ) ( )
2 2

      .
2

B F

B B F

N N

B i F j
i jB i F j

N N N
BB

i BF i ji
i ji i

d d
H V x V x

m dx m dx

g
x x g x xδ δ′

′

= =

= ==

  
= − + + − +  

    

+ − + −

 

 

 

 (4.1) 

这里 Bm 和 Fm 是玻色子和费米子质量， ( )BV x 和 ( )FV x 是外势， BBg 和 BFg 是有效的实

验上可调的一维玻色-玻色和玻色-费米相互作用参数[22][23]。此处没有考虑费米-费

米相互作用是因为泡利（Pauli）不相容原理限制了 s 波散射而 p 波散射被忽略了。

根据密度泛函理论的 Hohenberg - Kohn 定理 I，一个外势中束缚的相互作用粒子系统

的基态密度唯一地决定这个外势[24]。也就是说通过求解定态或含时 Schrödinger 方

程，密度完全决定了所有从哈密顿量H 推导出的物理性质。虽然这套理论最初是用

于费米子的，它也可以直接推广到玻色子以及此处的玻色费米混合物。 

分 别 记 玻 色 子 和 费 米 子 的 密 度 为 ( )Bn x 和 ( )Fn x 。 总 密 度 为

( ) ( ) ( )B Fn x n x n x= + 。玻色子和费米子粒子数分别守恒，即 ( )B Bdxn x N= ，

( )F Fdxn x N= ， ( )dxn x N= 。基态能是密度的泛函，它可以分成以下几个部分： 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

2

, , ,

                                

                                
2

                                ,

ref ref
B F B B F F B F

B B F F

BB
B BF B F

xc B F

E n x n x T n x n x T n x n x

dxn x V x dxn x V x

g
dxn x g dxn x n x

E n x n x

= +       

+ +

+ +



+ 

 

 
. 

 (4.2) 

上式中前两项是无相互作用参考系统的动能，接下来的两项是外势能，第三行中的

两项是Hartree-Fock能，即相互作用能的平均场近似（mean-field approximation，

MFA）；最后一项是交换关联能，它包括平均场能之外的所有相互作用所贡献的能量。 

设想玻色子处于凝聚态且费米子处于正常态，为此引入正交归一化的单个玻色

轨道函数 ( )xφ 和 FN 个费米轨道函数 ( )j xψ ，其中 1 Fj N=  。则密度用这两个轨道
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函数表示为 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

  
FN

B B F j j
j

n x N x x n x x xφ φ ψ ψ∗ ∗

=

= =和 . (4.3) 

动能表示为 

 ( ) ( )
2 2

22
ref

B B
B

d
T N dx x x

m dx
φ φ∗= − 


, (4.4) 

 ( ) ( )
2 2

2
1 2

FN
ref

F j j
j F

d
T dx x x

m dx
ψ ψ∗

=

= −


. (4.5) 

对于交换关联能这一项，如果束缚外势比较弱（缓和），可以采用局域密度近似。也

就是说可以假定外势中的系统在空间每一点 x 是局域均匀的。因此 [ ],xc B FE n n 近似为

均匀相互作用混合物的单粒子交换关联能 ( )hom ,xc B Fn nε 的积分，即 

 ( ) ( )hom ,xc xc B FE dxn x n nε≈  . (4.6) 

对于均匀相互作用混合物， 

 hom hom hom hom
xc M sε ε ε κ= − − . (4.7) 

其中 homε 是单粒子基态能， hom 2 / 2 /M BB B BF B Fg n n g n n nε = + 是单粒子平均场相互作用

能， hom 2 2 3 / 6s F Fn m nκ π=  是动能压力项，即无相互作用均匀混合物中费米子和玻色子

的平均动能。显然这里玻色子的动能贡献为零。动能全部来自于费米子所占据的不

相容量子态。 

Hohenberg-Kohn 定理 II 指出，基态密度分布是由对 0E 作关于 ( )Bn x 和 ( )Fn x 的

变分得到的，等价于对方程(2.62)作关于玻色和费米泛函轨道φ∗和 jψ ∗的变分[24]。将

方程(2.66)代入(2.65)，然后将方程(2.63)-(2.65)代入方程(2.62)，我们得到泛函变分： 

 ( )0 ( 1) / 0BE N dxδ φ φ δφ∗ ∗− − = , (4.8) 

 0
1

( 1) / 0
FN

j j j j
j

E dxδ η ψ ψ δψ∗ ∗

=

 
− − = 

 
  . (4.9) 

其中和 jη （ 1,2, Fj N=  ）是 Lagrange 乘子，用来保证φ∗和 jψ ∗的归一化。这样我

们就得到 Kohn-Sham 方程（KSE）： 
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 ( ) [ ]( ) ( ) ( )
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, ;
2 B B B F
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d
V x n n x x x

m dx
μ φ φ

 
− + + = 
 


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 ( ) ( ) [ ]( ) ( ) ( )
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, ;
2 2F F F B F j j j

F F

d
V x n x n n x x x

m dx m
π μ ψ η ψ

 
− + − + = 
 

 
. (4.11) 

此处 ( )hom hom /B Bn nμ ε= ∂ ∂ 和 ( )hom hom /F Fn nμ ε= ∂ ∂ 是均匀相互作用混合物的玻色和费

米化学势；和 jη 是 KSE 的最低本征值。在方程(2.63)中， ( )Fn x 是对 FN 个最小的 jη

所对应的 jψ 进行的求和。 

在方程(4.11)的两边左乘 jψ ∗，对 j 求和并对 x 求积分，我们能得到公式(4.5)中定

义的动能 ref
FT 的表达式。类似地从 ( )xφ 的归一性我们能得到公式(2.64)中定义的 ref

BT

的表达式。将这两个动能表达式代入基态能公式(2.62)中，基态能可以用和 jη 表示

为： 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2
3 hom

0
1

hom hom

3

        .

FN

B j F
j F

B B F F

E N n x dx n x x dx
m
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πη ε

μ μ
=

= + + +

− −

  

 




 (4.12) 

如果 [ ]hom ,B Fn nε 已知，我们便能结合(2.63)式数值求解 KSE 而得到密度分布 ( )Bn x 和

( )Fn x 。然后据(2.70)能求得基态能 0E 。下面我们介绍由 BA 方法得到的 [ ]hom ,B Fn nε

的结果。 

第二节 均匀系统的基态能 

4.2.1 Bethe ansatz 方程 

没有外势阱时系统是均匀的，在下列限制条件下可以用 BA 方法精确求解： 

 0,  BB BF B Fg g g m m m= = > = = . (4.13) 

上式描述的是玻色子-玻色子和玻色子-费米子之间都以同样的强度彼此排斥且玻色

子和费米子的质量相等。文献[13]曾详细考虑过如何在冷原子实验中实现这种情形。

第一个条件可以通过结合Feshbach共振（用以控制相互作用）及调节势阱激光频率（用

以调整粒子的径向束缚比）来满足。第二个条件通过选用同种原子的不同同位素来
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满足。同位素混合物在实验中被广泛应用因为它能避免外势中由于不同质量而造成

的重量拖曳（gravitational sag）。实验中已经实现了6Li - 7Li [2]、173Yb - 174Yb [4]、40K 

- 41K[5]的三维同位素混合物，实现一维系统应该没什么技术障碍。在(4.13)条件下，

一维均匀玻色费米混合物的哈密顿量为： 

 ( )
2 2

2
12

N

i j
i i ji

d
H g x x

m dx
δ

= <

= − + − 
. (4.14) 

这个一维玻色子和自旋-1/2费米子混合的模型于1971年被Lai和Yang用BA解过[12]，

此后便被称为Lai – Yang模型。近几年Imambekov和Demler详细研究了它的基态性质

[13]。另外一些相关研究涉及热力学性质和临界行为等[16][25-27]。我们在此主要回

顾一下文献[12][13][27]中的主要结论。在周期边界条件和热力学极限条件（即系统

的长度和原子数无限大但原子密度保持有限）下，BA积分方程为 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

22

22

1
1 ,

2 / 4

1
.

2 / 4

B

B

Q

Q

c d
k

c k

c k dk

c k

σ
ρ

π

ρ
σ

π

−

−

 Λ Λ
= + 

+ Λ −  

Λ =
+ Λ −




 (4.15) 

其中 2/c mg=  ，k 是准动量，Λ是谱参数（spectral parameter）， ( )kρ 和 ( )σ Λ 表示

相关的密度分布。积分边界B 和Q由下列归一化条件决定的： 

 
( )

( )

,

.

B

B B

Q

Q

n d

n k dk

σ

ρ
−

−

= Λ Λ

=




 (4.16) 

单原子基态能记为： 

 ( ) ( )
2 2

hom 1
, ,

2

Q

B F Q

k
n n g k dk

n m
ε ρ

−
= 


. (4.17) 

为了计算方便，定义玻色子比率 /B nnα = 和无量纲参数 ( )2/mg nγ =  ，引入变

量 /x k Q= 和 /y B= Λ 使得 ( ) ( ) ( )ck xQ g xρ ρ= = ， ( ) ( ) ( )syB g yσ σΛ = = 。则方程

(4.15)-(4.17)变换为下列(4.18)-(4.20)式： 
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( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1

21

1

21

1 1
1  ,

2 1/ 4 / /

1 1
,

2 1/ 4 / /

s
c

s s c

c
s

c s c

g y dy
g x

y x

g x dx
g y

y x

π λ λ λ

π λ λ λ

−

−

 
= + 

+ −  

=
+ −




 (4.18) 

 ( ) ( )1 1

1 1
,   c c s sg x dx g y dy

γλ γ λ
α− −

= =  , (4.19) 

 ( ) ( )
2 2

hom , , ,
2

n
n e

m
ε γ α γ α=  . (4.20) 

其中 

 ( ) ( )
3 1 2
3 1

, c
c

e x g x dx
γγ α
λ −

=  . (4.21) 

现在讨论极限情况。当 0α = 或 1 时，系统分别是纯费米子或纯玻色子。则

( ) 2,0 / 3e γ π= 为一常数，而 ( ),1e γ 与 Lieb-Liniger 模型中的 ( )e γ 函数一致[28]。 

当相互作用较弱时， 1γ  ，文献[10][13]中已得到方程(4.20)的平均场结果。当

相互作用较强时， 1γ  ，方程(4.18)中可以忽略掉被积函数对 x 的依赖，使得函数

( )cg x 近似为常数 cg 。由此可得到 ( ),e γ α 函数关于γ 的非对称行为： 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
3 2

22

2

0, 1 2 ,
3

4 12
, 1 .

3

e

F F
e

πγ α α α α γ

α απγ α
γ γ

→ = − + −

 
→+∞ = − + 

 

 (4.22) 

其中 ( ) ( )sin /F α α απ π= + 。在极限 0γ = 的情况时， ( ) ( )320, 1 / 3e α π α= − ，因此

( )hom 2 2 3 hom,0, / 6F sn n mnε α π κ= = 。这时能量全部来自自由费米子的动能。在 TG 极

限时， ( ) 2, / 3e α π+∞ = ，意味着有无限强排斥作用的一维玻色费米混合物的能量等

于将所有原子当作自由费米子的能量。 

4.2.2 拟合公式 

结合 ( ),e γ α 的极限情况表达式及其数值解，我们将它拟合为下列参数公式： 
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 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }
2

3 2 3

1 2 2, 1 1 1 1 1
3

e f f f
πγ α α γ γ α γ α= − + + − + −  − . (4.23) 

其中 ( )1f γ 是 Lieb-Liniger 模型中的 ( )e γ 的近似，即我们在第二章给出的 ( )e γ 。函数

( )2f γ 是由许多γ 处的数值解决定的，形式为： 

 ( ) ( )2 0 1 0 2exp( ) 1 exp( )f c c c cγ γ γ= − + . (4.24) 

其中 0 0.21c = 、 1 0.02c = − 、 2 1.45c = − 。 ( ),e γ α 在极限 0, 0,α γ= = +∞时给出了精确

行为，在极限 1α = 时近似到 Lieb-Liniger 模型中的 ( )e γ 。在α 和 γ 的中间值处，

( ),e γ α 在 2.5, 0.9γ α≈ ≈ 处偏离数值结果的最大相对误差为 0.03。我们在图 4-1 中展

示了各种相互作用强度γ 与各种玻色子比率α 处 ( ),e γ α 的精确数值解结果，并与拟

合公式 ( ),e γ α 比较。显然在整个相互作用区以及任意玻色子比率的情况，拟合公式

都描绘地很好。 

 

由均匀系统单粒子基态能量的表达式(4.20)可得到基态的玻色和费米化学势 

 
( ) ( )

( ) ( )

2 2
hom

2 2
hom

, , , ,
2

, , , .
2

B B

F F

n
n f

m

n
n f

m

μ α γ γ α

μ α γ γ α

=

=




 (4.25) 

 

图 4-1 均匀玻色费米混合物基态能函数 ( ),e γ α 图。方程(4.18)(4.19)的数值精确解

结果（红虚线）与方程(2.71)的拟合结果（黑实线）相比较。(a) 从底部到顶部的线对

应 0,0.5, 2,5,10,20,100γ = ；(b) 从顶部到底部的线对应 0,0.05,0.1,0.2,0.3,0.5,1α = 。 
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其中 

 

( ) ( )

( )

, 3 1 ,

, 3 .

B

F

e e
f e

e e
f e

γ α γ α
γ α

γ α γ α
γ α

∂ ∂= − + −
∂ ∂
∂ ∂= − −
∂ ∂

 (4.26) 

根据 ( ),e γ α 极限情况的解，可以得到 (4.26)在极限情况的值： ( )0, 0Bf α = ，

( ) ( )220, 1Ff α π α= − ， ( ) ( ) 2, ,B Ff fα α π+∞ = +∞ = 。 

第三节 数值结果 

将方程(2.72)代入 KSE(2.68)和(4.11)并假定玻色子和费米子受限于相同的频率

为ω的简谐外势 2 2( ) ( ) / 2B FV x V x m xω= = 中，用数值迭代方法解约束条件(2.63)下的

KSE 便能得到每一分量的基态密度谱。随即由方程(2.70)便能得到基态能。引入长度

单位 /a mω=  和一个无量纲的相互作用参数 /U g a ω=  使得Lieb-Linger参数能表

示为 ( ) / ( )x U an xγ = 。在详细介绍密度泛函的结果之前，先讨论一些极限情况。 

4.3.1 极限相互作用情况 

当混合物中没有相互作用时 0U = ，KSE 便约化到简谐势阱中无相互作用的玻

色子和无相互作用费米子的方程。玻色分量和费米分量的密度分别是 

 ( ) ( )2 2exp /B
B

N
n x x a

a π
= − , (4.27) 

 ( ) ( ) ( )21
2 2

0

/1
exp /

2 !

FN
l

F l
l

H x a
n x x a

la π

−

=

= −  . (4.28) 

其中 ( )lH x 为厄米多项式（Hermite polynomial）。此处，无相互作用玻色子的密度曲

线是标准的高斯形状（Gaussian-like shape），而费米曲线的特点是带 FN 个振荡的半

椭圆。这两种分量的基态能分别为： 

 0 2
B

B

N
E ω=  , (4.29) 

 
1

0
0

1

2

FN

F
l

E l ω
−

=

 = + 
 

  , (4.30) 
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总基态能为 0 0 0B FE E E= + 。 

当相互作用较弱时，忽略掉方程(2.62)中的交换关联能 xcE ，KSE 简化到我们熟

悉的平均场形式： 

 

( )
2 2

2 2
2

2 2
2 2

2

1
,

2 2

1

2
.

2

B F

B j j j

d
m x g n n

m dx

d
m x gn

m dx

ω φ φ

ω ψ η ψ

 
− + + + = 
 

− + + =
 
 
 







 (4.31) 

对于玻色子，它正是稀化气体的 G-P 方程。对于费米子，此方程让我们想到了由玻

色子和两分量费米子形成的配对 BCS 态而构成的混合物的超流理论，但那里只考虑

了单个的费米轨道[29]。 

当相互作用较强时，对于大粒子数系统，即 , 1B FN N  ，可以使用 Thomas-Fermi

近似（TFA）。相当于能量泛函公式 (2.62)中的动能 ref
BT 和 ref

FT 分别近似为零和

( ) ( )hom
sn x x dxκ 。作 0E 关于 ( )Bn x 和 ( )Fn x 的极小化，得到 TFA 形式： 

 
[ ]( )

[ ]( )

2 2 hom 0

2 2 hom 0

1
, ;

2
1

, ;
2

,

.

B B F B

F B F F

m x n n x

m x n n x

ω μ μ

ω μ μ

+ =

+ =
 (4.32) 

其中 0
Bμ 和 0

Fμ 是由归一化条件 ( )B Bn x dx N= 和 ( )F Fn x dx N= 所确定的常数。这表

示在缓慢变化的外势阱中 x 处的化学势与势阱中心 0x = 处的化学势（ 0
Bμ 和 0

Fμ ）相

关。方程(4.32)在文献[13]中被解释成 x 处化学势的 LDA 且在文献[16][26]中被广泛应

用。 

当排斥作用无限强时 hom hom 2 2 2 / 2B F n mμ μ π= =  ，方程组(4.32)约化到单个方程： 

 ( )
2 2

2 2 2 01

2 2
m x n x

m

πω μ+ =
, (4.33) 

其中 0μ 是由 ( )n x dx N= 所确定的常数。我们由(4.33)可得到总密度分布为 

 ( )
2 22 /N x a

n x
aπ

−= . (4.34) 
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这时基态能为 

 
2

0 2

N
E ω=  . (4.35) 

可见它们正好是简谐势阱中 N 个自由费米子的密度分布和能量。方程(4.33)却不能给

出玻色分量和费米分量各自的密度分布。而玻色-费米映射方法给出玻色分量和费米

分量的密度为[17][18] 

 ( ) ( ) ( )21
, 2 2

,
0

exp /
2 !

N
B F n

B F n
n

N H x
n x x a

nN π

−

=

= −  . (4.36) 

这表示两组分量是完全混合的，与文献[18]中广义 BA 波函数方法的结果一致。 

4.3.2 密度分布与基态能量 

DFT 的计算结果总结在图 4-2——图 4-6 中。引入平均玻色子比率 /BN Nα = 。

当 0α = ，系统为无相互作用费米气体，基态为费米海分布。当 1α = ，系统成为单分

量玻色气体，其性质我们已在第二章讨论过。 

先来看 0.5α = 时 10BN = 个玻色子和 10FN = 个费米子组成的混合物的主要结

论。在解 KSE(2.68)和(4.11)）时，以无相互作用混合物的密度公式(4.27)(2.38)作为迭

代的出发点来求相互作用参数较小时的解（如 0.1U = ）。迭代到期望的精度后解得本

征值、 jη 和泛函轨道φ、 jψ 。所得密度作为下一步求更大一点相互作用的迭代过

程的初始值，以此类推。图 4-2 给出不同U 下的密度曲线。由图可见，随着相互作

用的增大，密度中心的值单调下降，原子占据更广泛的空间区域。费米分量的密度

幅值变化比较平缓，而玻色分量的密度变得越来越平坦并在强相互作用时开始出现

振荡。 

在弱相互作用 0.1,1U = 时，如图 4-2 (a) 和 (b)，玻色子和费米子都聚集在势阱

的中心。对中等强度的相互作用，例如 5U = ，如图 4-2 (c)，一些费米子被排斥到势

阱中心之外而玻色子仍主要在中心位置。注意到玻色密度曲线上出现振荡，它反映

了和费米子的强关联。当相互作用更强时，如图 4-2 (d) (e) 中 20,100U = ，更多的费

米子被排出中心，显然出现了玻色-费米相分离的现象。高密度的分立玻色子被费米

子包围，但费米子仍有机会挤在玻色子的间隔中。在图 4-2 (f) U = +∞时总密度曲线
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接近半椭圆形状。 

 

 

 
图4-3 10B FN N= = 的混合物在U = +∞时的密度曲线 n随 x的变化。图中比较了KSE

（黑实线）、TFA（蓝虚线）和玻色-费米映射（红点线）理论的结果。小插图显示各理论

中振荡的细微差别。 

 

图 4-2 10BN = 玻色子和 10FN = 个费米子在不同相互作用参数 0.1,1,5U = （左列图）

和 20,100,U = +∞（右列图）下的密度分布。 
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图 4-3 给出相互作用无穷大时更为详细的观察。此图中比较了 DFT、TFA 以及

玻色-费米映射方法给出的总密度的结果。除了一些细小的有关振荡的数目、位置和

幅度上的差别，显然它们是一致的。图 4-3 中的小插图进一步将此放大。对于大粒子

数系统，这些振荡间的区别非常小以致可以忽略。 

 

图 4-4 描述了方程(2.62)中所有对能量有贡献的项随U 的变化。各能量的线型标

记与第二章中纯玻色气体的相同，除了现在的动能和外势能各包括有关玻色子（红

色）和费米子（蓝的）两项。这些线的变化趋势及原因也类似于纯玻色气体。根据(4.29)

和(4.30)，总基态能从 10 个理想玻色子和 10 个理想费米子的总能55 ω 演化到 20 个

完全费米化原子的总能200 ω 。在相互作用0 2U< < 区间， 0/ 0.1xcE E < ，平均场理

论有效。在U = +∞，我们的数值解得到一个基态能量上限 0 200.1364E ω=  。这非常

接近全费米化的结果 0 200E ω=  。 

对于 TG 极限下外势束缚混合物各分量的空间结构，存在两种完全相反的观点：

相分离和完全混合。文献[13]的作者们用 BA 方法证明无外势时混合物处于稳定的混

合态。也就是说，玻色子和费米子均匀地混合在一起不显示空间分量结构。然后他

们结合 BA 精确解和 TFA 发现简谐束缚的混合物在很强但有限的相互作用下出现相

 

图 4-4 10B FN N= = 的玻色-费米混合物的基态能 0E 及各部分能量随U 的变化。 

右图是平均场区的放大图。 
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分离的现象，即玻色子和少量费米子居于中间，外围只有费米子。有限温度下的 TBA

方法[16]和现在的 DFT 在很强但有限的排斥作用下（如图 4-2）是支持这种描述的。

唯一不同的是，我们在这里得到的相分离是不彻底的，玻色子仍有很小的几率占据

外围费米子区域。 

另一方面，文献[17][18]中用玻色-费米映射的方法对 TG 混合物提出了完全混合

的观点。他们表明 B FN N= 的混合物的分量是完全相同的，正如(4.36)式给出的密度

分布，因而没有相分离。但这些研究者在文献[18]中已注意到用这种方法给出的基态

是高度简并的。他们随后用广义 BA 的波函数给出无穷大相互作用下的完全混合结

果[21]。其中波函数中的“轨道”部分用外势下单粒子的 Schrödinger 方程之解的 Slater

行列式构造。他们进一步用数值方法 DMRG 模拟了晶格中 2B FN N= = 的混合物来

验证这种完全混合结果。但我们显然可见文献 [21]中图 4 在相互作用比较强

（ 100U = ）时的相分离结构。直观来看，TG 极限下相分离和完全混合的不同结果

是由于选用 BA 或玻色-费米映射方法不同的结果。我们期望实验能揭示束缚超冷原

子混合物空间结构的本质。 

 

 

图 4-5 20N = 的混合物在不同的平均玻色子比率 /BN Nα = 和不同的相互作用参数

U 下的密度分布。 
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最后我们讨论玻色原子数占据率α 在密度曲线上的效应。图 4-5 展示了总原子

数为 20N = 的玻色-费米混合物在 0.25,0.75α = 和 1,10U = 时各分量的密度。图 4-6

比较了它们的能量。无论在强或弱相互作用下，玻色子主导总密度曲线。当气体中

的费米子较多时，总密度由玻色高斯形状叠加费米半椭圆形状而形成了双模

（bi-modal）结构。在强相互作用极限，无论玻色子和费米子的粒子数目多少，总密

度都接近典型的半椭圆形状。在弱相互作用下费米子对基态能的贡献更多一些。在

强作用时情况有所变化，此时各种α 值的混合物能量值都接近全费米化系统的极限

值。 

在强相互作用下，可以用 TFA(4.32)式来计算密度。图 4-7 给出了相互作用参数

100U = ，总粒子数 20N = 的系统在不同玻色粒子数 BN 情况下的总密度和各分量密

度分布。这里 1,4,16,19BN = 对应于平均玻色子比率 / 0.05,0.2,0.8,0.95BN Nα = = 。

由图可见，随着玻色粒子数比率增大，势阱中心玻色密度在增大，费米密度在减小。

相应的玻色气体在势阱中所占范围逐渐增大，费米气体的范围略有减小。用分布半

径R 描述气体在势阱中的占据范围，指势阱中心到气体密度消失的处的距离。图 4-8

给出了费米分量分布半径 FR 与玻色分量半径 BR 随玻色子比率的变化。可见外围总是

 

图 4-6 20N = 的玻色费米混合物在不同的平均玻色子比率 /BN Nα = 下其基态能量随

相互作用参数U 变化图。 
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只有费米子， F BR R> 。 BR 增加比较快而 FR 减小的比较慢。 

 

 

第四节 小结 

总之，我们应用密度泛函方法研究了准一维简谐势阱中玻色-费米混合物的基态

能量和密度分布。基于 BA 对混合物的精确解，我们设法得到了均匀系统基态能量

函数 ( , )e γ α 的拟合公式。通过对束缚混合物的能量泛函作关于玻色和费米分量的变

 

图 4-7 根据 TFA 计算的强相互作用 100U = 下总粒子数 20N = 的玻色费米混合气体在

不同玻色粒子数时的密度分布。 

 

图 4-8 玻色费米混合气体在强相互作用 100U = 下具有不同玻色子比率时的各分量的分

布半径。 
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分，得到 KSE。我们发现，当原子之间的相互作用从零变到正无穷时，混合物的基

态能量会演化到无相互作用费米子的常数能量，总密度接近半椭圆曲线。许多费米

子被排斥出势阱中心之外，而玻色子占据中心区域。强相互作用下玻色子和费米子

的相分离与 BA 结合 LDA 的方法所得结果一致。这里的计算方案同样适用于纯玻色

气体、不同玻色子比率的情况以及 TG 极限下。我们的理论也适用于光晶格里的混合

物并能推广到研究混合物的动力学和热力学现象。 
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第五章 自旋-1 玻色气体 

旋量气体制备在光阱中，光阱中诱导电子偶极动量决定了光和原子间的作用引起

大量玻色原子凝聚到所有可能的超精细态的相干叠加态上。三维旋量气体中粒子间

与自旋有关的自旋交换相互作用远小于与自旋无关的短程密度-密度相互作用。如最

早实现的玻色旋量气体 23Na[1][2]和 87Rb[3][4]，上述两种相互作用强度的比例分别为

( )2 0/ Na 0.03c c = [5]和 ( )2 0/ Rb 0.005c c = − [6]。因此通过最小化自由能而得到的旋量

波函数便可表示为基态波函数[7-9]。物理学家们已经发现了自旋交换作用引起的许

多物理现象，如自旋磁畴（spin domains）[1]、自旋结构（spin textures）[7]、自旋混

合动力学[10-13]、铁磁凝聚[14-16]等，其详细介绍可见综述文献[17][18]。受限于一

维空间的旋量气体也得到了理论上的关注[19-26]，并在近期的实验中被实现[27-29]。 

在有关一维旋量玻色气体的理论研究中，有些方法类似于三维情况，考虑到自旋

交换作用比密度-密度相互作用小的多。这方面有张文献和尤力应用平均场理论验证

了横向密度谱在弱相互作用区的 Gaussian 假设和在强相互作用区的 Thomas-Fermi 假

设的有效性[19]。郝亚江等人基于 Lieb-Lininger 模型的精确解用修正的 G-P 方程揭

示了当密度-密度相互作用足够强时一维旋量玻色气体会表现出一维标量玻色气体的

TG 性质[19]。而 Deuretzbacher 等人[21]和 Girardeau[22]等人用玻色-费米映射方法详

细地研究了一维旋量玻色气体的 TG 和 STG 性质等。 

另外一些理论则考虑了自旋交换作用与密度-密度相互作用的强度在相同数量级

的情况。曹俊鹏等人发现一维旋量玻色气在 0 2c c= 的条件下可以用 Bethe ansatz (BA)

方法精确求解[20]。Essler 等人表示它的低能自由度等效于自旋电荷分离理论，电荷

部分由 U(1) Tomonaga - Luttinger 液体描述，自旋部分由 O(3)非线性σ 模描述[23]。

Lee 和 Kuhn 等人则用 TBA 方法研究了强相互作用下一维自旋-1 玻色气体的普遍热

力学行为及量子临界性质[24][25]。 

本章用密度泛函理论（DFT）来研究一维简谐势束缚下自旋-1玻色气的基态性

质。我们结合BA解和局域密度近似（LDA）推导出Kohn-Sham方程组（KSE），并用

数值迭代方法求解KSE以得到不同极化情况和不同相互作用下的基态密度分布和基

态能量。 
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第一节 理论模型 

考虑各向异性光偶极阱中 N 个质量为m 的自旋-1玻色子系统，原子间具有δ 函

数型的密度-密度和自旋交换相互作用。阱可以用径向和轴向角频率ω⊥、ω表征，它

们各自对应简谐振动长度 /a mω⊥ ⊥=  和 /a mω=  。当 ω ω⊥  ，径向

Thomas-Fermi半径足够小使得只有轴向的自旋区域形成，便可看作一维旋量气体

[27][28]。一次量子化形式的哈密顿量写为 

 ( )
2 2

2 2 1 1
0 22

1

1
·

2 2

N
D D

i i j i j
i i ji

H m x c c x x
m x

ω δ
= <

 ∂  = − + + + −   ∂ 
  S S


. (5.1) 

其中 ,i jS 是自旋-1算符； 1
0

Dc 和 1
2

Dc 是一维相互作用参数，它可由总自旋 0,2S = 通道相

互作用参数 1D
Sg 表示为 ( )1 1 1

0 0 22 / 3D D Dc g g= + 和 ( )1 1 1
2 2 0 / 3D D Dc g g= − 。而 1D

Sg 能通过a⊥ 和

三 维 散 射 长 度 3D
Sa 按 照 ( )1 2 3 2 32 / 1 /D D D

S S Sg a ma Aa a⊥ ⊥= − 来 调 节 ， 其 中 常 数

1.0326A = [30]。因此与三维旋量系统相比， 1
0

Dc 和 1
2

Dc 有更广泛的调节范围。 

对应 1,0, 1s = + − 自旋态的原子数 N+、 0N 和 N−并不守恒，因为两个自旋 1s = ± 的

原子间的散射能产生两个 0s = 的原子或反之。然而总原子数 0N N N N+ −= + + 和 z 分

量总自旋 zS N N+ −= − 守恒。因此可以将系统的原子分为两部分，部分 I 的粒子数为

1
zN S= ，这些自旋平行的原子形成铁磁相；部分 II 的粒子数为 22N ，它们在自旋态

1s = ± 之间或 0s = 之间构成 2N 个配对。总粒子数为 1 22N N N= + ，总极化率为

1 /P N N= 。在此假设 N N+ − 且 0N 为偶数。 1
0

Dc 的正负决定原子间的作用是排斥的或

吸引的。 1
2

Dc 的正负决定配对内的自旋交换作用是铁磁的还是反铁磁的。 

第二节 均匀系统的 Bethe ansatz 方程 

无外势时，哈密顿量(5.1)在下列特殊条件下可用 BA 方法求解： 

 1 1
0 2 0D Dc c g= = > ,  

即排斥密度-密度相互作用等于反铁磁自旋交换相互作用[20]。BA 方程为 
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 ( ) ( )
22

4 2
1, 1

j

NN
ik L

j i j
i i j

e e k k e k α
α

−
= ≠ =

= − − Λ∏ ∏  , (5.2) 

 ( ) ( )
22

2 2
1 1

NN

i
i

e k eα α β
β= =

Λ − = − Λ −Λ∏ ∏  . (5.3) 

其中 ( ) ( ) ( )/ne x x inc x inc′ ′= + − ， / 4c c′ = ， 22 /c mg=  （注意前几章中 2/c mg=  ）。

方程中{ }ik 是准动量集，{ }αΛ 是自旋快度（spin rapidity）集。系统的基态能为 

 
2

2

12

N

i
i

E k
m =

= 
. (5.4) 

因为 1
2 0Dc > ，自旋交换相互作用是反铁磁的。 22N 个粒子在两个 1s = ± 原子间或

两个 0s = 原子间形成自旋单体束缚对。而 1N 个粒子是极化的。方程(5.2)和(5.3)中有

1N 个 1( 1, )ik i N=  的实数解和 2N 对 kα 和 2( 1, , 2 )Nα αΛ =  的共轭复数解或弦解

（string solution）[20][24]，即 

 ,  l lk ic icα αλ λ′ ′= ± Λ = ± . (5.5) 

其中 21, , )(l l Nλ =  是实数。采用热力学极限，即气体的长度 L →∞ 、粒子数

1 2, ,N N N →∞，但密度 /n N L= 、 1 1 /n N L= 、 2 2 /n N L= 有限。将(5.5)代入(5.2)和(5.3)

便得到 BA 积分方程 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 1 4 2 5 12 1 2 , 2 ,
B Q

B Q
k dk k a k k d a a kπρ ρ λρ λ λ′ ′ ′

− −
= + + −  , (5.6) 

 ( ) ( )( )( ) ( )( )( )2 1 5 1 2 6 4 21 , ,
B Q

B Q
dk k a a k d a a aπρ λ ρ λ λ ρ λ λ λ′ ′ ′

− −
= + − + + −  . (5.7) 

其中 

 ( )( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , ,n m n ma a x x a x x a x x− = − , (5.8) 

 ( )
( ) ( )

1 2 2 2

1 2

,n

n c
a x x

nc x x

′

′
=

+ −
, (5.9) 

( )1 kρ 和 ( )2ρ λ 是 k 和λ的密度。积分边界B 和Q由下列归一化条件决定： 

 ( )1 1

B

B
n dk kρ

−
=  , (5.10) 
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 ( )2 2

Q

Q
n dλρ λ

−
=  . (5.11) 

由(5.4)可以得到单位长度的基态能 

 ( ) ( )
2 2

2 2
1 2 22

2 2

B Q

bB Q

E
dkk k d n

L m m
ρ λ λ ρ λ

− −
= + − 
 

 ,  (5.12) 

其中每一配对中的束缚能 

 
2 2

2 8b

c

m
=  .  (5.13) 

为了求解 BA 方程，引入无量纲 L-L 相互作用参数 2/ 2 /c n mg nγ = =  和极化参

数 1 /p n n= 。令 k Bx= 、 Qyλ = 、 1/B c β= 、 2/Q c β= ，准动量和自旋快度的密度

变为 ( ) ( )1 1k g xρ = 和 ( ) ( )2 2g yρ λ = 。BA 积分方程(5.6)和(5.7)转化为： 

 

( ) ( )

( )( )

1

1 1 41
1 1 1

1

2 5 11
2 1 2

2
2 1 ,

2
                 , ,

x x
g x dx g x b

x y
d yg y b b

π
β β β

β β β

′
′ ′

−

−

 
= +  

 
 

+ −  
 




 (5.14) 

 

( ) ( )( )

( )( )

1

2 1 5 11
1 1 2

1

2 6 4 21
2 2 2

1
1 ,

1
                , .

x y
g y dxg x b b

y y
d y g y b b b

π
β β β

β β β

−

′
′ ′

−

 
= + −  

 
 

+ + −  
 




 (5.15) 

其中 

 ( )( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , , ,n m n mb b x x b x x b x x− = −  (5.16) 

 ( )
( ) ( )1 2 2 2

1 2

/ 4
,

/ 4
n

n
b x x

n x x
=

+ −
. (5.17) 

归一化条件(5.10)(5.11)现在成为 

 ( )1

1 11

2
g x dx

p

γβ
−

=  , (5.18) 

 ( )1

2 21

4

1
g y dy

p

γβ
−

=
−  . (5.19) 

由(5.12)可知，均匀一维旋量玻色气体的单粒子基态能为 
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 ( ) ( )
2 2

hom , , ,
2

E n
n p e p

N m
ε γ γ= =  . (5.20) 

其中 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , ,be p e p e p e pγ γ γ γ= + + , (5.21) 

 ( ) ( )
3 1 2

1 13 1
1

8
,e p x g x dx

γγ
β −

=  , (5.22) 

 ( ) ( )
3 1 2

2 23 1
2

16
,e p y g y dy

γγ
β −

=  , (5.23) 

 ( ) ( )2 1
,

4b

p
e p

γ
γ

−
= − . (5.24) 

这里(5.22)和(5.23)能通过数值求解积分方程(5.14)(5.15)和归一化条件(5.18)(5.19)

而得到。现在化学势由(5.20)的微分得到： 

 ( ) ( )
hom 2 2

hom
1 1

1

( )
, , ,

2

n n
n p f p

n m

εμ γ γ∂= =
∂


, (5.25) 

 ( ) ( )
hom 2 2

hom
2 2

2

( )
, , ,

2

n n
n p f p

n m

εμ γ γ∂= =
∂


. (5.26) 

其中 

 ( ) ( )1 , 3 1
e e

f p e p
p

γ γ
γ
∂ ∂= − + −
∂ ∂

, (5.27) 

 ( )2 , 2 3
e e

f p e p
p

γ γ
γ

 ∂ ∂= − − ∂ ∂ 
. (5.28) 

可见，当 1p = ，系统是自旋极化玻色子组成的铁磁相。此时 ( ), 1e pγ = 与第二章中具

有相互作用参数2γ 的 L-L 模型中的标量玻色气体的 ( )e γ 一致。当 0p = ，所有的原

子形成配对，系统处于完全反铁磁相。 

在 0γ = 极限下，系统约化到自由玻色气体， ( )0, 0e pγ = = 。当γ 非常大，(5.14)

和(5.15)式给出 ( )1 1/ 2g x π≈ ， ( )2 1/g x π≈ 。这时 
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 ( ) ( ) ( )32 22 3 1 1
,

3 48 4

p pp
e p

π γπγ
− −

→ +∞ ≈ + − . (5.29) 

强相互作用下单位长度的能量为 

 
2 3 2 3 22

1 2 2

2 3 6 8

n n c nE

L m

π π 
≈ + − 

 


. (5.30) 

能量密度由三部分组成： 1N 个质量为m 的自由费米子的， 2N 个质量为2m 的组合费

米子的以及组合子的束缚能密度 2 /bN L 。这时的化学势为： 

 ( )
2

hom 2 2
1 1,

2
p n

m
μ γ π→ +∞ ≈  , (5.31) 

 ( )
2 2 2

hom 2
2 2,

2 2 8

c
p n

m

πμ γ  
→+∞ ≈ − 

 


. (5.32) 

 

图 5-1 一维均匀自旋-1 玻色气体的基态能函数 ( ),e pγ 。上图中 0p = ；下图中从底

到顶的实线分别对应 0,0.2,0.4,0.6,0.8,1p = ，点划线为标量玻色气体的 ( )e γ 。 
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在图 5-1，我们描绘了 ( ),e pγ 随极化率 p 和相互作用参数γ 的变化，并把它与标

量玻色气体的情况比较。上图是 0p = 即所有原子形成配对的情况，显然 1 0e = 。数

值求解方程(5.15)(5.19)并代入(5.23)得到 ( )2e γ （红虚线），可见它在 1γ  时随γ 线性

增加，在 1γ  时慢慢趋近于常数 2 / 48π 。 ( )2e γ 和平方反比函数 ( ) 2 / 4be γ γ= − 共同

决定了 ( )e γ 是非单调的，在 0.4γ = 处有最大值0.1169 。下图是 ( ),e pγ 在不同 p 的情

况。从下到上的实线分别对应 0,0.2,0.4,0.6,0.8,1p = 。可见，在同一γ 处，能量函数

随 p 增大。当 1p = 即完全铁磁相时， ( )e γ 单增到常数 2 / 3π ，这正是标量玻色气体

（灰色点划线）的渐进值。 

第三节 外势束缚系统的 Kohn-Sham 方程 

现在用 DFT 的方法研究外势为 ( ) 2 2 / 2extV x m xω= 的简谐势阱中的自旋玻色气

体。这套理论能使我们处理非均匀系统基态的能量和密度分布。根据 DFT 中

Honhenberg-Kohn 定理 I，外势下相互作用受限系统的基态密度唯一地决定这个势。

现在分别记粒子 I和粒子 II的密度为 ( )1n x 和 ( )22n x ，总密度为 ( ) ( ) ( )1 22n x n x n x= + 。

粒子数归一化到 

 ( )1 1n x dx N= , (5.33) 

 ( )2 2n x dx N= . (5.34) 

基态能是密度的泛函，即 ( ) ( )0 1 2,E n x n x  。它可以分解为无相互作用参照系统

的动能泛函 ( ) ( )1 2,refT n x n x  、外势能泛函 ( ) ( )1 2,extE n x n x  以及涉及相互作用的

KS 能泛函 ( ) ( )1 2,KSE n x n x  ，即： 

 [ ] [ ] [ ] [ ]0 1 2 1 2 1 2 1 2, , , ,ref
ext KSE n n T n n E n n E n n= + + . (5.35) 

引入两个正交归一化的轨道函数 ( )1 xφ 和 ( )2 xφ ，将密度表示为 

 ( ) ( ) ( )1 1 1 1n x N x xφ φ∗= , (5.36) 
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 ( ) ( ) ( )2 2 2 2n x N x xφ φ∗= . (5.37) 

动能泛函写为 

 [ ] ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

1 2 1 1 1 2 2 22 2
, 2

2 2
ref d d

T n n N dx x x N dx x x
m dx m dx

φ φ φ φ∗ ∗= − − 
 

. (5.38) 

外势能泛函为 

 [ ] ( ) ( )1 2,ext extE n n dxV x n x=  . (5.39) 

注意每一部分玻色气体都对应的是单个的轨道函数，这意味着玻色子处于准凝

聚态。这与费米子的情况不同，那时轨道函数的个数是由费米子数目决定的。在第

二章、第四章已表明 DFT 中单个玻色轨道函数假设的有效性。 

[ ]1 2,KSE n n 包括所有相互作用贡献的能量。前几章中，我们将它分为 Hartree-Fock

能（即相互作用能的平均场近似）和交换关联能。现在则利用 LDA 将它处理为一个

整体。即假设，外势下的系统在每一 x 处都局域平衡。其单原子局域能为均匀系统相

互作用能。因此相互作用能泛函 [ ]1 2,KSE n n 可以表示为 

 [ ] ( ) ( ) ( )hom
1 2 1 2, ,KSE n n dxn x n x n xε≈    . (5.40) 

其中密度 ( )1n x 、 ( )2n x 对应 x 处的值； ( ) ( )hom
1 2,n x n xε   采用方程(5.20)的形式。注

意 L-L 参数 ( ) ( )2/x mg n xγ =  和极化参数 ( ) ( ) ( )1 /p x n x n x= 现在也是随时间变化

的。由(5.35)中所含三项的确切表示，基态能量泛函可写为 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
2 2

0 1 2 1 1 12

2 2
2 2

2 2 22

hom
1 2

1
,

2 2

1
                              2

2 2

                              , .

d
E n x n x N dx x m x x

m dx

d
N dx x m x x

m dx

dxn x n x n x

φ ω φ

φ ω φ

ε

∗

∗

 
= − +    

 
 

+ − + 
 

+   










 (5.41) 

Hohenberg-Kohn 定理 II 假设基态密度是由对 0E 作关于 ( )1n x 和 ( )2n x 的变分最

小化决定的。相当于对自由能泛函 0 1 1 2 22F E N N= − −  作关于 1φ
∗和 2φ

∗的变分。其中 1

和 2 是为保证粒子数 1N 和 22N 的守恒而引入的 Lagrange 因子。由此我们得到 Kohn – 

Sham（KS）方程： 
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 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2 hom
1 1 2 1 1 12

1
,

2 2

d
m x n x n x x x

m dx
ω μ φ φ 

− + + =   
 


 , (5.42) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2 hom
2 1 2 2 2 22

1 1
,

2 2 2

d
m x n x n x x x

m dx
ω μ φ φ 

− + + =   
 


 . (5.43) 

其中局域空间 x处的密度 1n 、 2n 所对应的均匀系统化学势 hom
1μ 、 hom

2μ 由方程(5.25)、

(5.26)给出。利用(5.42)(5.43)的本征值，基态能也可表示为： 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

hom
0 1 1 2 2

1
hom h m

1 2
o

2

2

        .

E N N dxn x x

n x x dx n x x dx

ε

μ μ

= + +

− −


 

 
 (5.44) 

由 x 处不同的 1n 、 2n 对应的精确解 homε ，结合轨道函数定义(5.36)和(5.37)，便可以求

解 KS 方程(5.42)(5.43)以得到密度分布 ( )1n x 和 ( )2n x ，并进而从方程(5.44)计算出基

态能 0E 。 

现在讨论 KS 方程在弱和强极限相互作用的情况。无相互作用时，KS 方程正确

地约化到一维简谐振子的薛定谔方程。玻色密度曲线是标准的高斯形状： 

 ( ) ( )1,2 2 2
1,2 exp /

N
n x x a

a π
= − . (5.45) 

当相互作用较强时，忽略(5.42)、(5.43)中的动能可得到 TFA 方程： 

 ( )2 2 0
1 1

1

2
m x xω μ μ+ = , (5.46) 

 
( ) 0

22 2 21

2 2 2

x
m x

μ μω + = . (5.47) 

常数 0
1μ 、 0

2μ 是由归一化条件(5.33)、(5.34)决定的。Kuhn 等人根据(5.46)、(5.47)给出

强相互作用下的基态相图并发现在强相互作用区域单体配对和未配对玻色子形成两

分量的 Luttinger 液体[26]。当相互作用接近无限强时，由(5.31)、(5.32)中化学势的极

限值及归一化条件(5.33)(5.34)，求解(5.47)便给出下列半椭圆的分布曲线： 

 ( ) ( )2

1,2 1,2

1,2
1,2

2 /N x a
n x

aπ
−

≈ . (5.48) 

其中 1a a= 、 2 / 2a mω=  。可见粒子 I 的密度正是 1N 个质量为m 的无相互作用费
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米子的。粒子 II 的密度正是 2N 个质量为2m 的无相互作用费米子的。这表明在无限

强相互作用下，粒子 II 的性质接近于玻色-玻色配对形成 TG 气体。借助玻色-费米映

射方法[21][22]，可以将配对和未配对分量的密度映射到无相互作用费米子上：  

 ( ) ( ) ( )1,2
21

1,22 2
1,2 1,2

01,2

/1
exp /

2 !

N
l

l
l

H x a
n x x a

la π

−

=

= −  . (5.49) 

其中 ( )lH x 是 Hermite 多项式。 

 

 

图 5-2 30, 0N P= = 的一维自旋-1 玻色气体的密度分布。上图中，从上到下 5 条黑

实线分别对应 0,0.1,0.5, 2,12.5U = ；红点线是质量为 2m的15个无相互作用费米子的分布。

下图是强相互作用 12.5, 25,150U = 下势阱中部的密度。可见在 12.5U > 以后中心密度略有

上升。 
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第四节 数值结果 

引入相互作用参数 /U g a ω=  。随空间变化的 L-L 参数表示为 ( ) ( )/x U an xγ = 。

对于给定 N 、P 、U 的一维自旋玻色气体，我们用数值迭代方法解 KS 方程(5.42)(5.43)

以得到粒子 I 和粒子 II 的密度 ( )1n x 和 ( )2n x 。基态能 0E 可由关系式(5.44)给出。这些

数值结果总结在图 5-2—图 5-11 中。 

5.4.1 0P = 系统 

首先考虑 30N = 且 0P = 的系统。在这种完全配对的情况，长度、密度和能量的

单位分别是 a 、1/ a 和 ω 。图 5-2 给出密度曲线如何随相互作用变化。上图是

U=0,0.1,0.5,2,12.5的情况；下图是U=12.5,25,150的情况。随着U 的增长，总密度曲

线从标志着无相互作用玻色气体的标准高斯形状变化到标志着无相互作用费米气体

的半椭圆形状。有趣的是我们发现在强相互作用 150U = 时，N 个质量为m 的玻色气

体的密度曲线接近 / 2N 个质量为 2m 的无相互作用费米子的密度曲线，除了后者中

存在密度振荡。这意味着强相互作用时所有反铁磁自旋-1 原子都彼此配对，表现出

玻色-玻色配对 TG 气体的行为。 

 

 

图 5-3 30, 0N P= = 的一维自旋-1 玻色气体的中心密度 ( )0n 随U 变化的非单调性。

小插图中给出 ( )0n 在 12.5U = 时有最小值。 
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我们注意到密度曲线并不随着相互作用参数单调变化。中心密度 (0)n （势阱中心

0x = 处的密度）的整个变化趋势在图 5-3 中。其中的小插图特别展示了 (0)n 的非单调

性。我们发现中心密度在达到强相互作用时的无相互作用费米子中心密度常数之前

先于 12.5U = 处减小到 (0)
min 4.858 /n a= 。这种现象可理解为是密度-密度排斥作用和反

铁磁交换作用之间竞争的结果。排斥的密度-密度相互作用趋向于增大玻色子之间的

距离，而反铁磁交换作用导致 1s = ± 玻色子之间或 0s = 玻色子之间实质上的吸引。

当 12.5U < 时，玻色子之间的排斥占主导，使玻色气体扩展到更大的空间领域并使得

势阱中心的密度减小到最小值。当 12.5U > 时，反铁磁效应占优势，使得玻色气体略

有收缩。 

图 5-4 描绘了方程(5.35)中基态能 0E 及其所包含的各能量项随相互作用参数U

的演化。整个演化趋势在图(a)中，图(b)给出平均场区域的细节。可见动能 refT 逐渐

减小到一个能量常数，这是由于相互作用限制了原子的运动。而外势能 extE 则是增加

 

图 5-4 (a) 30, 0N P= = 的一维自旋-1 玻色气体的基态能及各部分能量随相互作用U

的变化；(b) 弱相互作用区的密度；(c) 外势能的细节。 
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的，这是由于原子占据了势阱中更大的区域。对应于 (0)n 的非单调性， extE 也表现出

非单调性，这可由图(c)看出。 extE 在 11.5U = 时达到它的最大值 max 59.092extE ω=  ，这

时的相互作用U 值接近于图 5-3 中 (0)
minn 对应的临界相互作用 12.5U = 。 (0)n 的非单调性

对其它能量并没有造成明显影响。类似于均匀自旋-1 系统的基态能量函数 ( ), 0e pγ =

（图 5-1 中的上图），相互作用能 KSE 在弱相互作用区间线性增加并在 1.4U = 时达到

最大值 max 43.033KSE ω=  。此处的中心 L-L 相互作用参数（势阱中心的 γ 值）为

(0) 0.222γ = 。 KSE 在强作用区单调减小。 refT 、 extE 和 KSE 共同决定了基态能 0E 在

1.9U = 时达到最大值 max
0 85.994E ω=  （此时的 (0) 0.324γ = ）然后单减。我们注意到

max
0E 对应的 (0) 0.324γ = 接近于图 5-1 上图中最大 e值所对应的 0.4γ = 。这种现象可解

释为，类似于均匀系统中出现 ( ),e pγ 的非单调性，玻色子间的排斥作用和玻色-玻色

配对内的束缚能使得 0E 在 1.9U = 处有极值。同时密度-密度排斥作用和反铁磁交换作

用的竞争使得 (0)n 在 12.5U = 有极值。 

5.4.2 0P ≠ 系统 

当 1P = 时，没有形成配对的玻色子，系统约化到具有密度-密度相互作用为2g 的

标量玻色气体。其基态性质我们已用 DFT 在第二章研究过。随着U 的增大，系统的

密度分布和能量接近单分量 TG 气体的。 

在此我们研究总极化率0 1P< < 的部分极化相互作用系统。这里长度、密度和能

量 的 单 位 各 自 为 1/2N a 、 1/2 /N a 和 ω 。 图 5-5 给 出 了 不 同 总 极 化 率

0.1,0.2,0.4,0.6,0.8P = （对应从左到右各列的小图）和不同相互作用 0.1,2,10,50U =

（对应从上到下的各行小图）下极化粒子的密度 1n（红虚线）、配对玻色子的密度 22n

（蓝实线）和总密度n （黑点线）。 

水平方向小图显示随着P 的增大，密度曲线 1n 在逐渐扩展而 22n 在收缩。这两种

密度使得中心密度 (0)n 随P 的增大略有减小。竖直方向随U 增大的小图（注意在弱作
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用 0.1U = 时我们用了不同的纵坐标）表明 22n 从无相互作用玻色气体的 Gauss 分布平

滑地过渡到玻色-玻色配对 TG 气体的半椭圆分布。 

 

在所有相互作用强度下，密度 2,n n 的峰值总在势阱中心。密度 1n 的情况有些复

杂。弱相互作用（ 0.1U = ）时 1n 显示高斯分布。中等相互作用强度时（ 2,10U = ）

粒子 I 中的玻色子倾向于占据更广的空间，势阱中心的粒子被排斥到中心之外， 1n 的

单峰曲线变成了双峰。这类似于第四章中有相同质量和相等排斥作用的玻色费米混

合物的相分离。现在的情况是，系统中发生了配对玻色子和未配对玻色子的相分离。

即，一维玻色气体的中间是配对和未配对玻色子的混合核心区域。外围在 0.2P > 时

是极化玻色子，在 0.2P < 时是配对玻色子。在很强的相互作用 50U = 时， 1n 的峰又

回到了势阱中心。 1n 的密度曲线接近 TG 气体的半椭圆分布。然而强相互作用时相分

图 5-5 一维自旋-1 玻色气体在 0.1,0.2,0.4,0.6,0.8P = （从左到右的小图）和

0.1,2,10,50U = （从上到下的小图）时的密度分布。蓝色实线表示极化粒子的密度 1n ；红

色虚线表示配对玻色子的密度 22n ；黑色点线表示总密度 n 。 
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离的现象变得更显著。 

两分量密度分布的结果是总密度n 在弱相互作用（ 0.1U = ）时是整体上的 Gauss

分布，形成 1n 和 22n 完全混合的相。当相互作用增大时，我们发现总密度呈双模

（bi-model）分布，粒子 II 的密度曲线叠加在粒子 I 密度曲线的上面。即，大U 和大

P 时，粒子 I 和粒子 II 混合的核心区域被只包含极化玻色子的两翼所包围（见图 5-5

的右下几个小图）。 

 

以 0.4P = 为例，我们在图 5-6 比较了不同方法计算所得的两分量密度。实线是

DFT 方法迭代求解 KS 方程(5.42)(5.43)的结果。虚线是 TFA 在相互作用无穷大时公

式(5.48)的解析结果。图中还给出了根据玻色-费米映射方法所得到的 30N = 个无相互

作用费米子的密度分布。我们容易识别出极化分量密度 1n 在 TG 极限下具有 12 个小

峰的密度振荡；以及配对分量密度 2n 的 9 个小峰的密度振荡，表示形成了玻色-玻色

配对的 TG 气体。 

有意义的是中心密度 (0)n 的非单调性，它在 0P = 时已经发生过。我们仔细考察

一下极化玻色子、配对玻色子和总密度峰值的升降。图 5-7 给出了中心密度在不同P

 

图 5-6 一维自旋-1 玻色气体在强相互作用及 0.4P = 时的密度分布。 1n 、 22n 的计算

分别根据 50U = 时的 DFT（实线）、U = +∞时的 TFA（虚线）及 30N = 的无相互作用费米

子（点线）。图中呈现相分离，玻色气体的两翼由极化粒子构成。DFT 得到的密度范围显

然要大于 TFA 的结果。 
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下随相互作用参数U 的演化。极化玻色子的中心密度 (0)
1n 在 0P = 时是常数 0，因为

这时没有粒子 I；在 1P = 时成为标量玻色气体的单减曲线。在部分极化0 1P< < 的情

况， (0)
1n 的峰值很快减小到极小值 (0)

1minn 然后慢慢趋近于强相互作用时的常数值。随着

P 的增大，对应 (0)
1minn 的相互作用强度U 逐渐偏移到强相互作用区直至 1P = 时无极值

出现。另一方面，配对玻色子的中心密度 (0)
2n 在 1P = 时是常数值 0，因为此时系统中

没有配对粒子，在完全配对 0P = 时好像是一条单减曲线。但我们已从图 5-3 中知道，

0P = 情况确实也存在由于密度-密度作用和自旋交换作用竞争而引起的极小值。竞争

在所有部分极化的情况依然存在。它导致了中心密度 (0)
2n 随相互作用变化的曲线上出

现一些微小的浅湾区。由图 5-7 中间的小图可以看出显现最小值 (0)
2minn 的地方是随着P

的增大而偏向弱作用区的。总中心密度是上述两分量中心密度的叠加，

(0) (0) (0)
1 22n n n= + 。右小图表明对于所有极化和完全极化0 1P≤ < 的情况， (0)n 都会出

现最小值。在强相互作用区 (0)n 随着P 的增大开始略有增加然后几乎线性减小。 

 

 

图 5-7 一维自旋-1 玻色气体的中心密度 ( ) ( ) ( )0 0 0
1 2, ,n n n （从左到右的小图）随相互作用U

的变化。在部分极化情况 0 1P< < ，这些中心密度都呈现非单调性。 
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中心密度与相互作用的非单调关系是平均场理论所没有发现的。在平均场理论

中，设第 i ( , ,0i = + − )分量的序参数为 iϕ ，平均场能量泛函则为 

 

( ) ( )

12 2
2 2 20

0 2

1
2

1

2 2 2

        ,
2

D

i i

D

k i j lij kl

cd
E dx m x n

m dx
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dx S Sη η

ϕ ω ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

∗
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  
 

+  
 







 (5.50) 

其中 , ,x y zSη= 是自旋-1 矩阵，总密度 i
i

n n= 且
2

i in ϕ= 。自旋相关项的确切表示为 
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2 2
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2 2 2
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 (5.51) 

由 0/ /i ii t Eϕ δ δϕ∗∂ ∂ = ，从(5.50)能得到下列 G-P 方程： 
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在 1 1
0 2 0D Dc c g= = > 条件下，并以 0.4P = 为例，我们基于上述 G-P 方程计算了不

 

图 5-8 比较两种理论所计算的中心密度 ( )0
1n （实线）和 ( )0

22n （虚线）。平均场理论

G-P 方程给出的是酒红色线，密度泛函 KS 方程对应的是绿色线。在此总极化率 0.4P = 。
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同相互作用强度下的各分量密度分布。正如文献[20][31]对 23Na 的研究，因为 1
2 0Dc > ，

这里同样得到 0 0n = ，则 2n n−= 。计算结果在图 5-8 中，中心密度 ( )0
1n 和

( )0
22n 分别标

记为酒红色的实线与酒红色的虚线。可见它们都随相互作用U 的增大而单调减小。

同时，图 5-8 也给出了 DFT 的结果（绿色的实线与虚线，即图 5-7 中的绿线）作比

较。显然，在弱相互作用区域两种理论的结果一致，但相互作用变大时，两理论的

结果出现不同。平均场理论不能给出强相互作用区的非单调性，而且它由于忽略了

配对之间的束缚能而低估了中心密度的值。我们的 DFT 则顾及到了这一点。 

图 5-9 展示了强相互作用（ 50U = ）时随着P 的增加，总中心密度的非单调性

以及极化玻色子（逐渐向上）和配对玻色子（逐渐向下）中心密度的单调性。图中

DFT 的计算结果和 TFA 的解析结果做了比较。我们发现在 50U = 时所有极化情况的

中心密度都接近 TFA 的极限值。TFA 在强极限相互作用时的密度分布可从(5.48)推得

为： 

 

(0)
1

(0)
2

(0)

2
,

2 2 (1 )
2 ,

2 ( 2 1 )
.

NP
n

a

N P
n

a

N P P
n

a

π

π

π

=

−
=

+ −=

 (5.52) 

 

 

图 5-9 一维自旋-1 玻色气体的中心密度 ( ) ( ) ( )0 0 0
1 2, ,n n n 在强相互作用下随总极化率 P的

变化。 50U = 时的 DFT 结果（符号）符合U = +∞时的 TFA 的结果（线）。 
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可以通过定义轴半径（即气体半径，指密度消失处至势阱中心的距离）来进一

步详细研究旋量气体的量子相。图 5-10 给出了极化和配对分量的轴半径作为总极化

率P 的函数的相图。其中给出的是数值求解 KS 方程在相互作用参数 50U = 的结果。

不失一般性，我们令数值模拟中标度密度消失的阈值为 0.02。两条轴半径的交叉将

相平面分为三个量子相：自旋单体配对相 S、铁磁自旋极化相 F、玻色-玻色配对和

未配对玻色子的混合相 M。另外 V 表示真空区。在低极化率区间，势阱中心形成部

分极化区。随着极化率的增加这个区域的半径增大。在临界极化率 cP 处，部分极化

的区域扩展到整个气体云的边界。当极化率进一步增加时，原子云的边界变成全极

化的。这个过程可以清楚地从图 5-5 中最下一行小图中看出。 

 

图 5-10 还给出了 TFA 的理论结果以作对比。据(5.48)，TFA 计算密度消失对应

的半径为： 

 
1

2

2 ,

(1 )
.

2

R NPa

N P
R a

=

−=
 (5.53) 

当上面两半径相等时，可求得临界极化率 0.2cP = 和临界半径 0.63cR = 。DFT 求得的

 

图 5-10 一维自旋-1 玻色气体的 R P− 相图。三个量子相为：自旋单体配对相（S），

自旋平行铁磁相（F），配对和未配对玻色子的混合相（M）。V表示真空态。图中比较了 50U =

时的 DFT 结果（ 1 2, 2 0.02n n < 看作标度密度消失的条件）和U = +∞时的 TFA 的解析结果。 
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极化和完全配对情况下两分量的半径显然都大于 TFA 的结果。这可以从图 5-10 中两

种方法所求密度的边界看出。这种差别是由于 TFA 中忽略了动能。由 DFT 方法得到

的临界极化率 0.23P ≈ ，临界半径 0.63cR ≈ 。这些值比 TFA 得到的都略大。 

文献[25]也研究了强相互作用时的相分离现象。在那里，他们用 TBA 的方法作

了强相互作用时 1n 、 2n 的 Thomas-Fermi 半径随 P 变化的相图，但不同于我们的图

5-10。我们的方法适用于整个相互作用区，而且我们发现了中等作用区间极化玻色气

体密度的双模结构。在第三章所介绍的有关自旋非平衡的两分量费米气体的实验中，

束缚在一维通道中超冷 6Li 原子两自旋混合物的相分离现象已被报道过[27]。实验中

部分极化核被两翼的配对或极化费米气所包围，这取决于极化率 P 。在本章的玻色

旋量气体中，密度排斥作用影响到配对机制，这使得相分离的规律更为复杂。 

 

最后我们在图 5-11 描绘了单原子基态能量 0E 随相互作用U 和总极化率P 的变

化。此处 0P = 的黑实线重复了图 5-4 中的结果。完全极化 1P = 的系统等效于第二章

所研究的一维简谐势下的排斥标量玻色气体，但作用强度相当于后者的二倍，这时 0E

单调增加并趋近于无相互作用费米系统的基态能量。在这两极限之间是部分极化

0 1P< < 的系统，其间有正能量（包括动能、外势能、密度-密度排斥相互作用能）

 

图 5-11 一维自旋-1 玻色气体的单粒子基态能在不同总极化率 P下随相互作用强度U

的变化。从下到上的实线对应 0,0.2,0.4,0.6,0.8,1P = 。 
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和负能量（反铁磁玻色-玻色配对中的束缚能）的竞争，从而引起 0E 与U 的非单调性

关系。在弱相互作用时，排斥相互作用占优势， 0E 随U 增加。强相互作用时，排斥

相互作用能增加很慢并逐渐趋于常数，而束缚能一直二次项降低。大的极化率一个

个破坏玻色原子间的配对从而减小配对束缚能的效应直至 1P = 时 0E 的单调行为。 

第五节 小结 

总之，我们用 DFT 方法研究了一维简谐束缚下自旋-1 玻色气体的基态密度分布

和能量, 求解了基于 LDA 和 BA 精确解的 KS 方程。其结果显示密度-密度排斥相互

作用和反铁磁交换相互作用之间的竞争使得密度分布和能量随相互作用的变化很复

杂。我们发现了自旋单体配对和极化玻色子中心密度的非单调行为。中等相互作用

强度时，一些极化玻色子被排斥于势阱中心之外显示了密度分布曲线上的双峰结构。

总密度表现为配对玻色子加在极化玻色子之上的双模分布。强相互作用时发生相分

离，随 P 不同，部分极化核被两翼的配对或极化玻色子所包围。我们还给出了强相

互作用时的 R-P 相图并发现 DFT 方法所得的临界值比 TFA 的结果略大。虽然这里处

理的是一个具有相等强度的密度-密度排斥作用和反铁磁自旋交换作用的可积系统，

其结果可以为相关的旋量气体研究提供参考。我们推测，类似于一维外势下的费米

气体[27]，这里研究的新奇量子现象可以通过实验上的原位成像（in situ imaging）技

术探测到。 
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总结与展望 

一维量子多体系统是典型的强关联系统，而一维多分量气体由于不同粒子相互

作用的竞争会表现出更为复杂的性质。我们从理论上借助密度泛函理论关注了外势

束缚下一维多分量冷原子气体在不同相互作用区及不同粒子数比例下的基态性质。 

对于一维简谐势阱中的具有相互排斥作用的玻色费米混合物，我们发现随着相

互作用强度的增大，玻色分量的密度曲线会从标准的高斯曲线逐渐趋近于 TG 气体时

的半椭圆形状，同时密度曲线上出现了反映玻色费米间强关联性质的振荡。费米分

量的中心密度随相互作用的增大而减小，当相互作用到一定强度时，一些费米子被

排斥在势阱中心之外，显示出玻色费米部分相分离。在无限强排斥相互作用下，玻

色费米混合物的基态能量和总密度与都相当于完全费米化。 

对于一维简谐束缚势下具有排斥密度-密度相互作用和反铁磁自旋交换相互作用

的自旋-1 玻色子，这时系统中存在自旋分量为+1 和-1 或 0 和 0 玻色子结成的配对以

及未参与配对自旋分量为+1 的极化玻色子。我们发现在一定的相互作用强度和一定

的粒子数比例下，会出现配对分量和极化分量的相分离。在强作用下，它们各自趋

近于玻色-玻色对的 TG 气体和标量玻色 TG 气体的密度分布曲线。密度相互作用和

自旋交换之间的竞争会引起中心密度与相互作用强度关系的非单调性。 

下一页的表格中总结和比较了两分量费米气体、自旋-1 玻色气体及玻色费米混

合物在简谐外势中相分离的特点。目前两分量费米气体的相分离现象已经被实验证

实，期望我们关于自旋-1 玻色气体与玻色费米混合物的理论结果也能得到实验检验。

本论文中主要研究的是一维量子系统的基态性质，下一阶段我们将研究它们的热力

学和动力学性质。 
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一维简谐外势下多分量量子系统的相分离 

 

相分离 

外围 系统 
势阱中心 

P<Pc P>Pc 

解释 

自旋-1/2 

费米气体 

FFLO 相： 

配对费米子 
与 

极化费米子 

配对费米子 极化费米子 
配 对 ： s=+1/2 与

s=-1/2 的两个费米子。 

自旋-1 

玻色气体 

M 相： 

配对玻色子 
与 

极化玻色子 

配对玻色子 极化玻色子 

配对：s=+1 与 s=-1

的两个玻色子，或两个

s=0 的玻色子。 

非单调性：源于不同

相互作用之间的竞争。 

玻色费米 

混合气体 

M 相： 

玻色子 
与 

费米子 

费米子 

玻色费米映射方法：

无相分离； 

密度泛函理论：有相

分离。 
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的成果。 
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