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中 文 摘 要 

由于冷原子实验的飞速发展，精确控制准一维系统中的原子数目为研究少体问

题提供了必要的条件。少体是多体系统研究的基石，近年来少体问题得到了很多冷

原子实验小组的关注，使得少体研究成为近期的一个热点。本文我们主要研究一维

少体系统，内容包括少体系统的波函数、能谱、隧穿动力学、自旋交换动力学和强

相互作用下的一些特殊性质。  

首先，在亚稳态势阱的隧穿理论和隧穿率的计算的基础上,针对处于一维谐振子

势阱中的双粒子系统给出了更合理的基态试探波函数。在相对坐标系中，空间划分

成三个区域，在区域边界处波函数及其一阶导数都是连续的。准动量可以根据包含

两个参数的约束条件来确定。将哈密顿量作用到试探波函数上，通过变分法得到基

态能量。结果和精确解的结果符合的非常好。 

其次，利用 Bethe ansatz 方法给出了束缚在 势垒双阱中 N 个玻色子的严格解，

并且重点研究了两个粒子的情况。通过求解两个粒子的奇宇称态的占据几率，发现

严格解得到的结果和传统的双模近似得到的结果有很大的差别。结果可以为实验上

探测激发态提供理论依据。研究了初态为无限高势垒的 NOON 态时的动力学演化。

通过观察双占据几率和单占据几率的相互转换，发现单粒子隧穿导致在相同阱的双

占据几率和在不同阱的单占据几率的转变。 

再次，研究了一维强相互作用自旋 1 的玻色子气体。该系统可以很好的用等效

自旋链模型来描述。通过求解等效自旋链，我们给出了偏离能级高度简并的 SU(3)

可积点的能级排布的规律，以及在强相互作用情况下波函数的对称性。研究发现两

个通道相互作用强度的比值在系统的自旋混合动力学中起着关键作用。而有效自旋

链的态传递要比 Heisenberg 双边双二次型的自旋链更好。 

最后，通过严格解研究了一维具有 SU(n)对称性的费米气体系统，并给出了所有

不同对称性分类中最低能量态的排序。不同的对称性分类可以用 Bethe ansatz 方程中

的量子数唯一标定。我们的结果超越了的 Lieb-Mattis 定理中仅能给出通过 pouring

原则比较不同对称性类能级的排布规律。在强相互作用区域，我们给出了有效交换

自旋模型的排布规律，并将结果扩展到非均匀外势谐振子势阱的情况。有待在冷原

子实验中验证。 
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ABSTRACT 

Because of the rapid advance of ultra-cold atomic experiments, the high 

control and tunability of ultracold atomic systems offer the possibility to 

study the few-body problem. Study of the few-body system is the building 

blocks of many-body problem. Recently ultra-cold atomic few-body systems 

have drawn a lot of focus of experiment research, which is becoming a hot 

topic. This thesis mainly studies the few-body properties of one-dimensional 

atomic gases, including the wavefunctions, energy spectrum, tunneling 

dynamics, spin-mixing dynamics and the quantum magnetism of strongly 

correlated quantum system.  

Firstly, a more reasonable trial ground state wave function is proposed 

for the relative motion of an interacting two-fermion system in a 

one-dimensional (1D) metastable trap. The relative coordinate space is 

divided into three regions. At the boundaries both the wave function and its 

first derivative are continuous and the quasi-momentum is determined by a 

more practical constraint condition which associates two variational 

parameters. The ground state energy is obtained by applying the variational 

principle to the expectation value of the Hamiltonian of relative motion on 

the trial wave function. The resulted energy and wave function show better 

agreement with the analytical solution than the original proposal.  

Secondly, we present the Bethe-ansatz type exact solution for N 

interating bosonic atoms in the δ-split double well and focus specially on the 

two-paricle case. The occupation probability of the two-atom odd-parity 

eigenstate shows evident dependence on the interaction, distinct from the 

result of traditional two-mode model. The tunneling dynamics of two atoms 

starting from the NOON state with infinite barrier height can be derived from 

the exactly solved model of a δ-barrier split double well based on a Bethe 

ansatz type hypothesis of the wave functions. We find that the single-particle 

tunneling shifts between the probability of double occupancy in the same 
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well and that of single occupancy in different wells. 

Thirdly, we consider a one-dimensional trapped gas of strongly 

interacting few spin-1 atoms which can be described by an effective spin 

chain Hamiltonian. Away from the SU(3) integrable point, where the energy 

spectrum is highly degenerate, the rules of ordering and crossing of the 

energy levels and the symmetry of the eigenstates in the regime of large but 

finite repulsion have been elucidated. We study the spin-mixing dynamics 

which is shown to be very sensitive to the ratio between the two channel 

interactions 0 2/g g  and the effective spin chain transfers the quantum states 

more perfectly than the Heisenberg bilinear-biquadratic spin chain. 

Finally, based on the exact solution of one-dimensional Fermi gas 

systems with SU(n) symmetry, we demonstrate that it is possible to sort the 

ordering the lowest energy eigenvalues of states with all allowed permutation 

symmetries, which can be solely marked by certain quantum numbers in the 

Bethe ansatz equations. Our results go beyond the generalized Lieb-Mattis 

theorem, which can only compare the ordering of energy levels of states 

belonging to different symmetry classes if they are comparable according to 

the pouring principle. In the strongly interacting regime, we show that the 

ordering rule can be determined by an effective spin-exchange model and 

extend our results to the non-uniform system trapped in the harmonic 

potential. Our results provide a rule for ordering the high-spin SU(n) 

symmetric systems. 

 

 

Key words：Bethe ansatz equation; Few-body system; Strongly interacting 

system; Effective spin chain 
 

 

 

 

 

 

 



第一章  绪论 

1 

第一章  绪 论 

量子少体问题长期以来一直是原子分子理论，核物理和粒子物理领域的一项重

要研究内容，少体体系涉及到的粒子数目比较少，研究的方法及技术相对简单，但

是研究内容比较深入，在物理上对于定量的理论研究非常重要。少体研究可以揭示

系统的基本性质及规律，为研究更复杂的体系提供了必要的基础，经过实验验证的

理论也可以推广到多体问题中。近年来随着超冷原子系统实验的迅速发展以及对原

子、分子的精确操控，使少体物理在冷原子领域得到越来越多的关注，成为实验和

理论研究的一大热点[1-8]。本章中我们首先介绍一些一维精确可解模型及其主要理

论。然后介绍一维少体实验的主要进展。最后简要介绍本文的概貌和结构。 

1.1  一维精确可解模型简介 

在量子力学中我们知道，可数的单粒子问题是可以严格求解的，考虑相互作用

的两体问题可精确求解的则更少，例如：氢原子问题，谐振子势阱中的两粒子问题[9]

等。对于考虑相互作用的多体问题，Bethe ansatz (BA) 提供了一种行之有效的方法

给出一些一维系统的精确结果[10]。该方法是 Bethe 在 1931 年最早提出的，成功的

求解了一维各向同性的铁磁 Heisenberg 自旋链。1963 年， Lieb 和 Liniger 将这个方

法应用到一维排斥性 相互作用无自旋的均匀玻色子系统中[11]。随后，McGuire、

Gaudin、杨振宁等人将该方法推广到了多分量费米子、玻色子以及玻色费米混合系

统中[12]-[14]。Lieb 和 Wu 将该方法应用到 Hubbard 模型，得到了基态能量，波动方

程以及化学势[15]。Bethe ansatz 方法在凝聚态物理，强关联体系，以及数学领域中

都有很广泛的应用[16]-[21]。下面我们主要介绍 Bethe ansatz 方法的基本思路。 

对于满足周期性边界的可积系统，波函数满足 

    0, , ,j jx x L       ， ，  （1.1.1） 

同时系统的波函数可以假设成平面波叠加的形式 

       1

11
,

, , ,,

N

P Ql l
l

N

i k x

N Q Q
Q P

x x x x A Q P e 


      （1.1.2） 

这里  1 2 , , , NQ Q Q Q  和  1 2 , , , NP P P P  是   1, 2, , N 的两个排序， ik 是准动

量，  
1 NQ Qx x   是阶梯函数表示当

1 NQ Qx x  时，等于 1，否则为 0，A 是系
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数。根据波函数在 0i jx x x   的连续性和其一阶导数的不连续性条件可以得到散射

矩阵 S。对于无自旋的系统，所有的 S 矩阵都是 c 数，再结合周期性边界条件就可以

得到 BA 方程，形式如下: 

  , .j

N

l j

ik L

l
l

j
j

e k kS


   （1.1.3） 

在描述单分量玻色子的 Lieb-Liniger 模型中， 

  , .j l
jj l

j l
l

k k ic
k k

k k ic
S










 （1.1.4） 

c 为粒子间的相互作用强度。 

 

图 1.1 从初态(a,b,c)到末态 (c,b,a)的两种等价的散射过程 

 

对于多组分系统，粒子具有内部自旋自由度，S 矩阵通常是算符，但是满足

Yang-Baxter 方程 

 
     
     .
b a c a c b

c b c a b a

ab ac bc

bc ac ab

S S S

S

k k k k k k

k k k k k kS S

  

   
 （1.1.5） 

该方程是杨振宁和 Baxter 在研究一维 势费米气体模型和二维格子统计模型时分别

提出的。其表示的含义是系统从初态(a,b,c)到末态(c,b,a)有两种途径，这两种散射

过程是等价的，如图 1.1 所示。方程（1.1.5）是周期性边界条件系统可积的条件。根

据 Yang-Baxter 方程，得到转移矩阵 

    0 0 ,t u tr T u  （1.1.6） 
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这里 

        0 0, 0, 1 0,1N NT u L u L u L u   （1.1.7） 

为单值矩阵，  0,nL u 是 Lax 算符，形式与散射矩阵相同。系统的哈密顿量与转移矩

阵  t u 是对易的。通过得到转移矩阵的本征值和本征态，就可以得到相应的哈密顿

量的本征值和本征态。将转移矩阵作用到本征态上结合周期性边界条件就可以得到 

   .jik L

jt k e   （1.1.8） 

其中，  是转移矩阵的本征态。这个方程可通过代数 Bethe Ansatz 方法计算，从而

得到 Bethe Ansatz 方程。这就是 Bethe Ansatz 方法的基本思路。对于两分量费米子的

Gaudin-Yang 模型，Bethe Ansatz 方程为 

 
 

 
 

 
 

1

1 1

/ 2
,    1, 2, ,

/ 2

/ 2
  1, 2, .

/ 2

j

M
jik L

j

N M
j

j j

i k c
e j N

i k c

i k c i c
M

i ci k c



 

  

  





 

  
 

 

    
  

   



 





    （1.1.9）    

其中，是自旋快度，N 是粒子数，M 是单个分量的粒子数目。 

 

图 1.2 (a)通过一束激光和一个沿 z 方向的磁场梯度形成的光阱。(b)囚禁在光阱基态的两个粒子。

(c)加上磁场梯度后，形成一个势垒，粒子便可以隧穿出去[2]  

1.2  一维冷原子少体实验 

目前超冷气体的研究大部分关注的是多体系统的性质，在热力学极限下粒子数

的涨落和散粒噪声一样不会明显的改变热力学量，例如，温度，压强。与此相反，
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少体系统非常依赖于粒子的数目。当然，目前的实验技术已经可以很精确的控制少

体系统中粒子的个数。海德堡 Jochim 实验小组在 2011 年[2]用光偶极阱和磁场梯度

将两个 6 Li费米原子制备到基态，精确度可以达到(93  2)%。粒子囚禁在纵横比为

1:10 的三维雪茄状的势阱中，各方向可近似认为是谐振子势阱，其纵向的角频率为

|| 2 (1.234 0.012)    kHz，横向的角频率为 2 (11.88 0.22)     kHz，此系统是

一个准一维的系统，可以当做一维系统来处理。一维形式的光势阱和磁势阱的形式

为 

  0 0 2

1
(1 ) ' ,

1 ( / )r m
r

V z pV B z
z z

   


 （1.2.1） 

这里 0 3.326 KBV k  是光势阱的初始深度，p 是以初始光阱深度为单位的光阱深度，

2
0 /rz   是最小腰宽为 0 1.838 m  、波长为 1064nm  光势阱光波的 Rayleigh

长度， m 是原子磁矩， ' 18.92G/cmB  是磁场梯度的强度。光阱主要是形成一个势

阱，加上梯度磁场可以将势阱的一边打开形成一个亚稳态势阱，如图 1.2 所示。亚稳

态势阱是研究隧穿动力学的重要模型之一。 

系统的相互作用可以通过 Feshbach 共振[22]和束缚诱导共振[23]来实现。一维的

耦合常数g可以通过三维散射长度 3Da 和横向谐振子势的特征长度 /a    来确

定。这里是普朗克常数， / 2m  是两个质量为 m 的原子的约化质量。耦合常数

为 

 
2

3
2

3

2 1
,

1 /
D

D

a
g

a Ca a  





 （1.2.2） 

这里常数 C=  1/ 2 1.46  ， 是 Riemann zeta 函数。当 3 / 1/Da a C  时，一维耦合

常数发散，三维散射长度是有限值时就可以表现出共振散射的特点。 

1.2.1  单粒子隧穿 

实验上将两个 6 Li 费米子制备到最低的两个 Zeeman 子能级的超精细态

1/ 2, 1/ 2FF m  和 1/ 2, 1/ 2FF m   。对于费米化的实验首先将原子制备到超

精细态上，对于可区分粒子系统和全同系统分别用  和  表示，这里  和  分

别表示自旋 1/2 系统的两个自旋分量。由于费米子的反对称性，全同系统感受不到 s

波相互，对于可区分粒子系统的相互作用于则可以通过磁 Feshbach 共振来调节。实

验上可以测量其中一个原子隧穿出势阱的时间 随相互作用强度 g 的变化规律。结果

发现在相互作用强度 g  时，  和  态的隧穿时间 是相同的，也就是说，这
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两个态的能量，波函数的密度分布
2 2

1 2 1 2( , ) ( , )x x x x   是相同的。文献[24]通过

WKB 近似给出了隧穿的准粒子理论，很好的解释了实验的数据点，揭示了波函数的

费米化特点。 

1.2.2  原子的配对隧穿 

对于费米化的研究，是将两个可区分的原子制备到排斥相互作用区域，系统中

的粒子只会出现单粒子隧穿。当原子处在吸引相互作用区域时，这时会发生两个原

子同时隧穿的现象[3]。下面我们介绍一下测量过程：首先将两个原子制备到基态，

一个原子处在  态，另一个处在  态，然后突然加上磁场梯度，使势阱的一边倾

斜形成势垒，这时粒子会跑出去，在固定的某一个时间迅速去掉磁场梯度，将势阱

恢复，然后测量势阱里面的原子的个数，重复多次，计算某一时刻的势阱出现两个

原子，一个原子，以及 0 个原子的几率  2P t ，  1P t 和  0P t 。通过这些几率可以得

到平均粒子数      2 12 1N t P t P t  随时间的演化。 

 

图 1.3 两个原子的两种隧穿过程，上面箭头的过程指的是原子一个接着一个的隧穿出去。下面箭

头的过程指的是两个原子同时隧穿出去[3] 

为了描述两个粒子的配对隧穿，实验中用一个简单的模型来描述，对于两个原

子的隧穿有两个过程，如图 1.3。第一个过程是配对隧穿，即两个原子同时离开势阱，

发生这个过程的速率记成 p 。第二个过程是单个原子一个接着一个离开势阱，第一

个粒子先离开势阱，第二个粒子处在势阱的非微扰的基态，这个过程第一个粒子隧

穿的速率记成 s 。这个速率主要由隧穿势垒的高度决定的，同时依赖于两个原子的

相互作用能。对于第二个原子没有相互作用的影响，因此离开势阱的速率是无相互

作用系统的
0s 。 
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图 1.4 隧穿率的倒数随相互作用的变化图[3] 

将这些速率与实验上测得随时间变化的几率  iP t 联系到一起。发现两个原子在

阱中的几率以单粒子隧穿和配对隧穿速率之和减小： 

 
     2

2 .p s

dP t
P t

dt
     （1.2.3） 

这个速率方程很容易求解，两粒子的几率以指数方式衰减： 

    
2 .p s t

P t e
    （1.2.4） 

对于几率  1P t 的速率方程为： 

 
     

0

1
2 1 ,s s

dP t
P t P t

dt
    （1.2.5） 

这里两个原子系统变成一个原子的速率为 s ，然后以速率
0s 衰减成零原子系统。假

设初始的制备是非常完美的。上面方程的初始条件可以认为是  2 0 1P  ，

   1 00 0 0P P  ，可以得到发现单个粒子在势阱中的几率 

    0

0

1
s ps tts

s p s

P t e e
 

  
      

 （1.2.6） 

在实验中要考虑两个额外的效应。第一个是有限的准备精确度0 1f  ，f 是初始的

制备几率。第二个是通过改变磁场调节相互作用强度会影响原子自旋的取向。这就

导致倾斜势的形状随着磁场改变，并且依赖于原子状态。因此考虑实验的这些实际
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情况隧穿速率可以修正成为一个依赖于自旋的结果 

     2
2 ,p s s t tP t fe fe

           （1.2.7） 

 

  0 02 2

0 0

0 0

1
2 2

( [ ] [ ])

1
( )

2

s s

s s

t tt ts s

s s

t t

P t f e e e e

f
e e

  

 

 
   

 

 

   

 

 

   
 


 

 （1.2.8） 

上面包含了依赖于自旋的速率
0

, ,
s s s
    和 0s

 。（1.2.8）式的第一项和第二项分别

对应第一个隧穿的原子为  和  ，最后一项对应的是单个原子的体系。通过测量

单粒子的隧穿过程，可以得到
0s

 和 0s
 ，这两个隧穿速率是依赖原子状态  和 

的。为了减少参数，由于
s
 和 s

 是依赖于外势的，可以通过
0s

 和 0s
 的测量推测

出
s
 和 s

 的依赖关系。这样就只有两个独立的参量了。实验上直接可以测量的是单

个粒子和两个粒子在阱中的几率，根据（1.2.7）和（1.2.8）就可以逆推得到单粒子

和配对粒子隧穿的速率，从而分析系统的隧穿特性。实验结果表明在相互作用强度

0.59g   时是没有配对隧穿的。在强吸引相互作用区域 0.64g   ，配对粒子隧穿占

主导地位，单粒子的隧穿速率很小，可以认为两个粒子绑在一起形成了束缚态，相

互作用可看做是其内部的自由度。文献[25]通过 WKB 近似理论计算给出了隧穿率 s

和 p 随相互作用强度的变化，如图 1.4。 

1.2.3  双阱中的两个费米子 

实验上双阱可以由两束激光通过高分辨率的物镜聚焦产生，如图 1.5[3]。通过声

光偏转器独立的控制两束激光的强度和位置，可以调节双阱的隧穿耦合系数 J 和两

阱之间的偏差。众所周知，双阱是构成光晶格的基本单元。实验上可以实现制备

半满费米 Hubbard 模型。在 Hubbard 模型体系，两个粒子的空间波函数可以由基矢

 , , ,LL LR RL RR 展开。其中 L 和 R 分别表示单粒子在左阱和右阱的基态。

在这样的基矢下哈密顿量可以写成: 

 

2 0

0 0
.

0 0

0 2

U J J

J J
H

J J

J J U

    
   
  
 

    

  （1.2.9）  

这里 J 是隧穿能，U 是同一格点的相互作用能，双阱间能量偏移为2。 
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为了研究两个粒子在双阱的隧穿动力学。实验上首先将两个原子制备到 LL 态，

然后迅速将势垒降低到可以使原子在双阱中来回隧穿。为了观察动力学的结果，演

化到不同的时刻，迅速增加势垒的高度使原子在双阱中的空间分布锁定，然后通过

它们的荧光计测量每个阱中的原子的个数。重复测量多次得到每一时刻的占据几率。

实验可以给出不同参数下，占据几率随时间的振荡图像。实验上也可以将原子制备

到 系 统 的 本 征 态 ， 如 基 态 ， 激 发 态 ， 探 测 两 个 粒 子 在 不 同 阱 的 几 率
2 2

1P LR RL    和两个粒子在同一个阱的几率
2 2

2P LL RR    ，得

到相互作用强度对双势阱的本征态以及占据几率的影响。 

 

图 1.5 形成双阱的实验装置图[3] 

 

 

图 1.6 从少到多。谐振子势阱中一个单杂质原子（蓝色）和一个，少个，多个全同费米子相互作

用。在多体的情况，主要的分量可以可以看做是费米能为 FE 的费米海。[5] 
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1.2.4  少体到多体：观察费米海的形成 

知道一个物理体系什么时候可以具有宏观特性并且可以用多体理论很好的描述

是非常困难的。一维冷原子的少体实验通过精确控制单杂质系统中全同费米子的数

目来研究从少体到多体的跨越。首先制备一个 N+1 个粒子的系统，其中包括一个杂

质粒子和 N 个囚禁在细长光偶极阱基态的多数粒子，如图 1.6。实验上将超冷费米子

6 Li原子制备到两个精细态来实现这样的系统，这里少数粒子处在  态，多数粒子

处在  态。系统可以由哈密顿量 

  
2 2

2 2
|

0
|2

1
0

1

2 2

N

i i
ii

N

i

m x g xH x
m x

 


 
   


  

   
   （1.2.10） 

描述，这里 0x 是与 N 个同一分量原子相互作用的单个杂质粒子的坐标。 1x 到 Nx 表示

多数原子的坐标，m 是 6 Li原子的质量， || 是轴向谐振子势阱的角频率。这个哈密顿

量在两种情况下可以精确求解，一种是 N=1 的情况[9]，一种是多数粒子的个数为无

穷的均匀系统，即 || 0  [26]。 

 

图 1.7（A）无量纲相互作用能随相互作用 的变化。实线表示 N=1(蓝色)、N=2(绿色)、N  (橘

色)的理论计算的结果。颜色的点表示 N=1 到 5 实验测量的结果。（B）相互作用能和 N=1 的相互

作用能的差值。对于 4N  的这些能量就已经接近多体极限了，这表明费米海的形成[5] 

为了探测这个系统，实验上主要测量杂质和多数粒子间的相互作用能
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   , 1 , 0NE E N N E N N      随多数粒子数的变化。相互作用能的测量可以通过

RF 脉冲改变杂质粒子的内态来实现。如果没有多数粒子的存在，转变发生在频率 0 ，

对应杂质粒子初末态超精细能级差。对于有 N 个多数粒子存在的情况，杂质粒子和

多数粒子之间的相互作用引起一个  N 的频率移动。对于给定的相互作用强度，

相互作用能为  E N  。 

每个多数粒子的添加都会增加与杂质粒子相互作用的原子数目，因此随着粒子

数的增加，相互作用能是增加的。对于弱相互作用，满足 E N  。当 N时，

E 是发散的。因此，通过自然能量标度重新定义相互作用能，无量纲的相互作用能

为 / FE E E  ,这里 FE 是多数原子的费米能。由于只考虑相互作用能，因此忽略零点

动能，这意味着对于谐振子的情况 ||FE N   。为了补偿由于增加粒子数引起的密度

的改变，定义无量纲的相互作用参数  2/ / Fm g k   ，这里 2 /F Fk mE 。为了

判断系统是否达到多体极限，实验的数据要和两种极限情况比较，一种是 1N  的情

况，另一种是 N  的情况。前一种情况的相互作用能为 2 2 / FE E   ，如图 1.7 的

蓝色线。后一种情况是多粒子极限，单个杂质粒子浸入到无穷多个粒子形成的费米

中。一维均匀系统多粒子极限情况的相互作用能为[26] 

 1
2

2
1 tan ,

4 2 2F

E

E

    
   




           
   

     （1.2.11） 

如图 1.7 中的橘色线。对于 =0，相互作用能为 0。对于 ，系统达到费米化极

限，杂质粒子和 N 个多数费米子相互作用的能量与 N+1 个没有相互作用的全同粒子

的能量相同，因此这种情况的相互作用能与费米能量 FE 是相同的。 1N  和 N    两

种极限情况在 时结果是一致的，如图 1.7（B）。比较理论和实验的结果，可以

发现 4N  时的相互作用能和无穷多个粒子情况保持一致，也就是 4N  时，就已经

体现了多体的特性。 

1.2.5  一维势阱中的反铁磁 Heisenberg 自旋链 

在实验[8]中，介绍了 N 个自旋向上的粒子和 N 个自旋向下的粒子如何实现

Heisenberg 自旋链。实验中研究的系统有 ( , )N N  = (2,1)，(3,1)，(2, 2)。这些体系的

基态在强相互作用区域都表现出反铁磁态的特征。那么实验上是如何判断其是反铁

磁态的呢?在实验上通过两个独立的测量就可以确定。第一，利用隧穿技术去探测自

旋链最外边粒子自旋的方向。第二，利用波函数在单粒子能级的投影，探测自旋向

下粒子在 (2,1)， (3,1)体系中的空间波函数。 
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图 1.8 最右边的原子以能量 E 隧穿前后三个粒子的密度分布情况[8] 

在准一维的系统中可以通过磁 Feshbach 共振和束缚诱导共振，将不同组分间的

一维相互作用强度调到共振区域，即费米化区域。相同自旋组分的散射是被禁止的。

在费米化区域，原子之间是不可穿透的，因此原子在势阱的纵轴方向的排序是固定。

这样就可以通过隧穿确定最外边原子的自旋方向。如图 1.8，倾斜势阱最外边的原子

会隧穿出去。通过探测势阱中剩余自旋向上原子的个数，来判断隧穿出去的原子的

自旋，重复多次测量，计算几率，与理论结果比较。例如，对于 (2,1)系统，其基态

为 

  3

1
2

6
AFM        （1.2.12） 

自旋向下粒子隧穿出去的几率为 

 
2

3 .P AFM    （1.2.13） 

这里我们仅仅是举一个简单的例子，在实验中由于要加磁场梯度，因此，实际实验

计算结果要考虑外加磁场梯度使外势不对称引起的变化。通过以上的测量计算就可

以判断是否处在反铁磁态。 

对于强相互作用系统，相对坐标在 0i jx x x   的地方会产生一个尖峰，这个尖

峰会导致更高能量的能级占据。一个态空间波函数越对称，尖峰就会越多。因此单

粒子的能级占据数的分布直接反应了系统自旋的结构。不引入外势的情况下，两分

量间的强相互作用就可以使自旋链达到稳定，这使得在非格点模型中制备自旋链成

为可能，也为磁学性质的研究提供了一个新的平台。 

1.3  本文内容 

在本章中，我们已经对本文所涉及的少体实验进行简单的概述，在接下来的几

章，我们主要介绍双原子在亚稳态势阱和双阱中的量子隧穿问题以及在强相互作用
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下通过等效自旋模型，给出系统的能级排布和动力学特性。 

论文的结构和布局如下： 

第二章介绍了本工作涉及到的知识背景和理论基础。主要介绍了少体问题的一

些主要方法，量子隧穿理论 WKB 近似方法和自旋链模型。 

第三章介绍了两个相互作用粒子在亚稳势阱中的隧穿问题。根据 WKB 近似，分

区域给出波函数，来计算隧穿率，在势阱区域可以近似认为是谐振子势阱。对于谐

振子势阱，除了精确解，用变分法同样可以得到的基态的能量和试探波函数。 

第四章给出了双原子在双阱中的精确解，并且基于精确解的结果，研究了少体

系统中的隧穿动力学。 

第五章，通过 s-波相互作用和 p-波相互作用的映射结合微扰论，得到强相互作

用系统的等效自旋链，在此基础上，给出了自旋 1 系统的能级排布以及系统的对称

性，研究了此系统的自旋交换动力学，以及态传递动力学。 

第六章，通过求解 BA 方程，研究了一维 SU(n)费米子均匀系统的能级排布。在

强相互作用时，通过将等效自旋链模型，给出了具有 SU(n)对称性谐振子系统的能级

排布。 

第七章是对本论文的总结以及对未来工作的展望。 
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第二章  研究背景和理论基础 

在这一章主要介绍一些与本论文相关的背景知识及理论基础，为理解后面几章

的理论研究打下坚实的基础。在研究双原子在亚稳态势阱的隧穿时，需用到 WKB 近

似方法给出单粒子隧穿的几率。在研究强相互作用系统的等效自旋链时，将连续模

型转换成等效自旋链模型给出系统的能谱及排序等。下面我们主要介绍量子隧穿的

WKB 近似方法和自旋链模型的相变及分类。 

2.1  量子少体物理介绍 

尽管少体物理几乎在所有的物理分支都起着重要的作用，但是少体现象通常只

会被简单的描述，即使有，也仅出现在本科或者研究生的基础课程中。一般在教科

书上的少体问题会有哪些呢？这里我们举两个例子，天体力学中的三体开普勒问题，

以及量子力学中把氦原子中的核子看做是质点的三体问题。一般情况下，三体问题

很难退化到一个有效的单体问题。这一节，我们简单介绍一些囚禁在势阱中的玻色

子或费米子的少体问题，这些都是研究少体物理的理想模型。这些系统中有很多是

可以解析处理的，尽管存在很强的相互作用和很多的自由度，但是在某些情况下，

可以转换成单体问题来求解。 

如今，简并的玻色和费米气体在世界各地的实验室都可以产生。大多数的实验

小组都以碱金属原子作为研究对象，如 Li，Na，K，Rb，Cs，这些原子的共同特点

是最外层只有一个价电子。在超冷温度 T，即两体相互作用的有效力程 0r 远小于德布

罗意波长 dB 时，原子间的相互作用主要是以各向同性的 s 波碰撞为主。s 波碰撞的

效应可以通过 s 波散射长度 sa 参数化。在很多情况下散射长度是唯一的微观参数用

来描述大的系统[27][28]。一个经典的例子就是平均场 Gross-Pitaevskii 方程[29]-[32]，

只依赖于粒子数 N 和 s 波散射长度 sa 。Gross-Pitaevskii 方程将多体问题转换成一个

有效的单体问题描述弱相互作用稀薄玻色凝聚体的特性，其准确性在实验上也得到

了验证。除了碱金属原子，实验上也可以实现更复杂价电子结构原子的凝聚，如 Ca，

He，Cr，Yb，Sr。例如，两个 Cr 原子间的碰撞是各向异性长程的[33][34]。这些特

性会引起超出 s 波的物理，两原子间的相互作用除了依赖 s 波散射长度还依赖于偶极

动量的强度。 

粒子与粒子之间的相互作用与外势的几何结构会导致囚禁系统能谱的量子化。
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事实上，外部的束缚势可以看作是量子化连续自由系统的条件。实验上，单个囚禁

的少体系统可以通过所谓的微势阱囚禁少个粒子来实现[35]。一系列的少体系统可以

通过将多个原子囚禁在很深的光晶格中来实现，其中不同格点间的隧穿被抑制，近

邻相互作用可以忽略[36][37]。 

对于冷原子系统，一个鲜明特征是原子间的相互作用可以通过外磁场在

Fano-Feshbach 共振附近调节[22]。这个现象可以用两通道模型解释。两个原子最外

面的两个电子的相互作用可以由一个比较浅的三重态和一个比较深的单态的

Born-Oppenheimer 势能曲线来描述。超精细相互作用将单态和三重态的势能耦合形

成一个闭通道和一个开通道。当闭通道的束缚能量和开通道入口处的能量一样时就

发生 Fano-Feshbach 共振。Fano-Feshbach 共振在 1998 年第一次在超冷原子气体中观

察到[38]-[40]。它们的存在为理论和实验对比铺平了道路。 

一个特别有趣的少体现象是 Efimov 效应。早在 1970 年，俄罗斯核物理学家

Efimov 就发现在无穷大 s 波散射长度时，自由空间的两体系统只存在一个零能束缚

态，没有其它弱的束缚态。但是当加入第三个粒子以后，就会出现令人惊讶的结果，

相应的三体系统会出现无穷多个弱的束缚三体态，且束缚能有分立标度不变性

[41]-[43]（这里假设只有两体相互作用）。Efimov 预言，即 Efimov 效应，激发了很

多理论和实验的研究，直到现在仍然是少体物理中的重要研究课题。在氦的三聚物，

核物理，还有其它系统中都有三体 Efimov 效应和关联的 Efimov 共振的研究。然而，

它的第一个实验验证则是 2006 年由 Innsbruck 小组在铯原子气体中完成的[44]。从更

广的范围看，Efimov 态是 Borromean 环的一种，这一类物态的标志特征是只有三个

粒子会形成束缚态（环链），而其中任意两个都不互相束缚。这是一个纯粹由量子力

学导致的效应，有丰富而深刻的物理内涵。自从 Efimov 效应提出以后，研究者们还

关心一个问题，那就是 Efimov 效应是否可以推广到大系统中。尽管已经有很多进展，

但这仍然是一个开放问题。N 体系统（N>3）的能谱是如何依赖于三体参数的？在自

由空间或者有外势的情况，四体，五体和更多体系统的研究可能会给出答案。  

近年来超冷原子实验在准一维少体系统中也有突破性的进展。海德堡 Jochim 实

验小组首先将两个费米子囚禁在光势阱中，研究了强相互作用下费米子的费米化，

通过加一个磁场梯度，在排斥相互作用下研究了单粒子的隧穿[2]，在吸引相互作用

下研究了配对粒子的隧穿[3]。然后通过精确的一个一个的增加原子的个数，观察到

了费米海的形成。实验上通过测量单个杂质粒子与背景气体的相互作用能来研究从

少体到多体跨越，发现当原子数目达到五个的时候，在某些特征上已经呈现出多体
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的性质。双势阱可以认为是构成 Hubbard 模型的基本单元，通过双势阱的研究可以

对 Hubbard 模型有更深刻的理解。该实验组接着实现了两个原子在双势阱间的量子

隧穿，可以得到相互作用强度对双势阱的本征态以及占据几率的影响[3]。近期该实

验组在一维的谐振子势阱中准确的制备由自旋 1/2 费米子构成的反铁磁海森堡自旋

链[8]。Regal 小组用光镊子将单个原子冷却到它的振动基态[45]，随后扩展实验技术

将两个原子冷却到双阱的基态，通过两个粒子的干涉观察粒子的统计效应[46]。用这

样的方法也可以扩展到更多粒子的情况[47]。 

2.2  量子隧穿理论 WKB 近似方法 

量子隧穿效应是一种量子特性，是电子，原子等微观粒子能够穿过它们本来无

法通过的“墙壁”的现象。早在 1928 年，Gamov 运用量子隧穿效应解释了原子核的

 衰变。在经典力学里，粒子被牢牢地束缚在原子核内，主要是因为粒子需要很多

的能量，才能逃出原子核非常强的位势。所以，经典力学无法解释 衰变。在量子

力学里，粒子不需要拥有比位势还强的能量，就能逃出原子核，粒子具有波动性，

有一定的几率可以穿透位势，逃出原子核位势的束缚。 

隧穿效应的数学解析有一个特别问题。对于简单的外势，如，长方形势垒，通

过求解薛定谔方程，很容易给出解析解，得到隧穿概率，即穿透系数。这一类计算

可以清楚的表明隧穿效应的物理内涵。但是，如果考虑实际的物理隧穿效应，真实

情况势垒对应的的薛定谔方程，大多数时候是没有解析解的。很早以前，数学物理

学家就已经对此问题进行研究。他们研究出一些特别的方法来近似地求解这些方程。

在物理学里，这些特别方法被称为半经典方法。一个常见的半经典方法是 WKB 近似

[48]-[51]。下面我们主要介绍这一方法以及其适用条件[52]。 

WKB 近似方法主要是用来求解一维问题，当然通过不同方式的修正也可以求解

二维或者三维的隧穿问题。这里我们只介绍一维的情况。假设要近似求解的薛定谔

方程是 

  
2 2

2
,

2

d
V x E

m dx
    


               （2.2.1）  

令 

    exp / ,x iS x                     （2.2.2）  

将（2.2.2）式带入（2.2.1）式得到 
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2 2

2

1 1
,

2 2

dS d S
E V x

m dx i m dx
     
 


              （2.2.3）  

当 0 时，上式的形式上与经典力学中的 Jacobi-Hamilton 方程相同，S 对应于经典

力学的作用量。WKB 近似的核心在于，把  S x 按照做幂级数展开，然后逐渐近似

求解，令  

 
2

0 1 2S S S S
i i

     
 

                 （2.2.4）  

带入（2.2.3）式得到 

 

 
   

2
0 0 0 1

2
2

1 0 2 1

1 1
2

2 2

1
2 ,

2

S S S S
m i m

S S S S E V x
i m

    

           
 



 
       （2.2.5）   

比较的同幂次项，可以得到 

  2
0

1
,

2
S E V x

m
                    （2.2.6）   

 0 0 12 0S S S                       （2.2.7）   

 2
1 0 2 12 0S S S S                       （2.2.8）   

从（2.2.6）式，可以得到零级近似解 

  0
xS x kdx                     （2.2.9）   

其中 

   2 ,k m E V x                  （2.2.10）  

在经典极限下，k 是粒子的动量， 0S 为作用量。将（2.2.9）代入（2.2.7），可以得到 

  1/20
1

0

1 1
ln

2 2

S k
S k

kS


       


             （2.2.11）  

积分，得到一级修正 

 1/2
1 lnS k  常数               （2.2.12）  

下面分两种情况给出薛定谔方程一级近似解 

    （1）  V x E ，经典允许区，  k x 为实 



第二章  研究背景和理论基础 

17 

 

  1 2exp exp

1
sin

x x

x

C Ci i
x kdx kdx

k k

C
kdx

k





       
   
   
 

 



 



+

        （2.2.13）  

这里的 1C 和 2C 或者 C 和 由具体问题的边界条件及归一化条件确定。 

    （2）  V x E ，经典禁区，  k x 为纯虚 

   1 21 1
exp expx xC C

x k dx k dx
k k


        

     
+        （2.2.14）  

式中 1C 和 2C 也是由边界条件来确定。 

下面讨论一级近似的适用条件: 从（2.2.5）式可以看出，一级近似解（2.2.13）

和（2.2.14）成立的条件是 

 2
0 0S S                         （2.2.15）  

 2
0 1 02 S S S                         （2.2.16）  

结合（2.2.9）和（2.2.11），式（2.2.15）可以化成 

 2'k k                        （2.2.17）  

式（2.2.14）化成 

 
'k

k
k

  。                       （2.2.18）  

概括起来可以表示成 

 1
2

1,
dk d

k
k dx dx


                      （2.2.19）  

也可以表示成 

 
 

1
1

2

dV

k dxE V x  

  。                  （2.2.20）  

由此可以看出，一级近似解成立的条件是，（1）外势  V x 的变化足够缓慢，即在粒

子的 deBroglie 波长范围内，  V x 的变化 /xV p 比粒子的动能  E V x 小得多。（2）

显然，在“转折点”附近， 0p  ，近似条件不成立，因而一级近似解在转折点邻近

区域是不适用的。 
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图 2.1 势垒隧穿示意图 

    下面我们给出势垒隧穿问题的 WKB 近似解。如图 2.1，假设在区域 I， x a ， 

WKB 近似波函数的表达式为 

 

  2 1
sin

4

1
exp exp

4 4

a

x

a a

x x

x kdx
v

i i i i
kdx kdx

i v



 

   
 

               



 



 
-

         （2.2.21）  

式（2.2.21）中的相位 / 4 可以根据在 x a 邻近的严格解的渐近表达式与 x a 区域

WKB 给出的解作比较得到。 /v k m 表示入射粒子的速度。上式第一项和第二项分

别是入射波和反射波，且强度相同，流密度均为 1，只有当穿透概率 1T  时，这才

是一个很好的近似。 

在区域 II，a x b  中，WKB 波函数取负指数函数形式。能够将区域 I 和区域

II 的波函数光滑地衔接起来的波函数如下 

 

2 1 1 1
sin exp

4

a x

x a
kdx k dx

v v

x a x a

       
   

 

 
  。         （2.2.22）  

在 x a 区域   2k i m V x E i k   为纯虚数，上式右边可以改写成 

 
1 1 1

exp exp
b x

a b
k dx k dx

v

       
     

             （2.2.23）  

除了前面的常数因子，波函数的形式为 

 
1 1

exp
x

b
k dx

v

  
                       （2.2.24）  
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此波函数在势垒内部，且远离转折点 a 和 b 的地方适用。 

根据波函数延伸到势阱外的连接条件 

 

1 1 1
exp exp

4

( ) ( )

x x

b b

i i
k dx kdx

v v

x b x b

        
   
 

 
            （2.2.25）  

可以得到在 x b 区域中 WKB 波函数为 

 
1 1

exp exp
4

b x

a b

i i
k dx kdx

v

       
     

               （2.2.26）  

所以透射流密度为 

 
2 2

exp
b

t a
j v v k dx       

                    （2.2.27）  

考虑到入射流密度为 1，所以透射系数就是 

   2 2
exp exp 2

b b

a a
T k dx m E V x dx

            
  

          （2.2.28）  

这就是势垒透射概率公式。只要势垒满足一级近似成立的条件要求，隧穿几率总能

写成上式的形式。 

    这里只考虑了一级近似的结果，当考虑 的高阶关联，如二阶项 2 ，这些关联

对于处理隧穿能量接近于势垒顶端的情况非常重要。当然半经典近似的方法除了

WKB 近似，还有其它方法，如 Miller-Good 方法[53]。 

2.3  自旋链模型介绍 

自旋系统是凝聚态物理中的一个重要研究领域。许多著名的自旋模型对于理解

多体物理及量子磁现象都扮演着重要的角色。此外，还有很多自旋链模型都是可以

严格求解的，比如，Ising 模型[54]，2D 经典 Ising 模型[55]，一维海森堡自旋链模型

[56]等等。这些严格解模型也为数值或其它解析的方法求解更复杂的自旋链模型提供

了判断依据。下面主要介绍 S=1/2 和 1 的两种自旋链系统。 

2.3.1  S=1/2 自旋链模型 

对于 S=1/2 的自旋链，每个格点都有一个自旋 / 2i is  ，其中， i 是 Pauli 矩阵。

自旋的三个分量 , ,x y zs s s 满足如下对易关系 

 ,,s s i s
                     （2.3.1）   
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其中，  是完全的反对称张量。自旋算符在不同的格点是对易的。只考虑最近邻格

点的相互作用的自旋链模型是 

  1 1 1 ,x x y y z z
x i i y i i z i i

i

H J s s J s s J s s                  （2.3.2）   

这里 xJ ， yJ ， zJ 是耦合常数。上面的哈密顿量就是 XYZ 模型，对于这样的系统总

是可以用 Bethe Ansatz 方法严格求解。当保留了 xy 平面的旋转对称性，xy 平面的交

换系数和 z 轴方向的不同，即 x y zJ J J  ，系统就退化到熟悉的 XXZ 模型的哈密顿

量。如果 z y xJ J J  自旋间的相互作用在全空间都是旋转对称的，这就是著名的

Heisenberg 哈密顿量 XXX 模型。令 xy x yJ J J  ，做如下变换 

 

 
 

1 ;

1 ;

,

ix x
i i

iy y
i i

z z
i i

S S

S S

S S

 

 



                  （2.3.3）   

将引起耦合系数的改变 xy xyJ J ， z zJ J 。忽略耦合系数的符号，仅考虑 0xyJ  已

足够。当 z xyJ J 时，容易发现系统是各向同性的反铁磁链。当 z xyJ J  时，系统是

一个各向同性的铁磁链。 0zJ  时，是一个纯的 XY 模型。图 2.2 给出了不同区域随

zJ 的变化。 

 

图 2.2 随着 zJ 改变对应的不同自旋链模型 

前面提到的模型都是可以用 Bethe Ansztz 方法严格求解的，对于基态和元激发也

可以给出一个很好的结果。基于弦假设，在热力学极限的情况，也给出了这些模型

在有限温度情况下的特性[57]。 
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图 2.3 自旋 1 的量子相图 

2.3.2  S=1 自旋链模型 

对于自旋 1 的系统，自旋有三个分量，比自旋 1/2 的系统要复杂。自旋为 1 系统

的哈密顿量的一般形式是 

 

 

 

2

1 1 2 1
1

2

1 1
1

cos sin

N

j j j j
j

N

j j j j
j

H J J

J  

 


 


      

      





s s s s

s s s s

          （2.3.4）   

其中  , ,x y z
i i i is s ss 是第 j 个格点上自旋为 1 的算符 

 

0 1 0 0 0 1 0 0
1 1

1 0 1 ;   0 ;   0 0 0 ,
2 2

0 1 0 0 0 0 0 1

x y z

i

s s i i s

i

     
             
          

      （2.3.5）   

1J 和 2J 是耦合系数，
2 2

1 2J J J  和与 1J 、 2J 是一一对应的。系统的基态和激发态

的性质可以由角度确定。系统的基态可以通过 Monte Carlo 方法、精确对角化、级

数展开等数值方法求解。对于少个格点的自旋链模型总是可以求解的，选取自旋的

Fock 态作为基矢，对哈密顿量做对角化就可以得到系统的本征态和本征值。系统

（2.3.4）只有在特殊的一些参数的取值才有严格解，大部分情况是没有的。图 2.3

给出了取不同值所对应的不同量子相。在 3 / 4 / 2     的整个区域，基态是一

个反铁磁态，其特点是磁化消失， 0ii
M S 


。其中 / 4 / 4     区域是

Haldane 相区，此系统的基态是无序态，关联函数指数发散，元激发有一个能隙。在

Affleck-Kennedy-Lieb-Tasaki（AKLT）点，即 tan 1/ 3  点，已被严格求解，证明有
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能隙存在[58]。在 / 4  （Uimin-Lai-Sutherland 点[59]）系统进入一个元激发无能

隙的临界相（ / 4 / 2    ），系统处在三聚化相。这里需要说明 / 4  是一个无

穷阶相变。在这一相变点，系统具有 SU(3)对称性并且是可积的。在 / 4   时，

能隙消失[60]。但是在 / 4   时能隙重新打开，进入到一个有能隙的二聚化相。

由于 2Z 对称性，基态是二重简并的自旋单态，序参量是 dimer-dimer 关联函数。在严

格可解点 3 / 4   作为边界标志着系统进入铁磁相，特点是 0M 


，并且是一个阶

相变。在二聚化相和 3 / 4   之间存在着一个小的自旋向列区域[61]。 
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第三章  双原子在亚稳态势阱的隧穿 

由于冷原子少体实验的准确制备，使得在少体系统中研究隧穿问题成为可能。

隧穿理论的两个主要模型：一个是亚稳态势阱，另一个是双势阱。在这两种势阱中

研究隧穿已有很长的历史，最新进展包括隧穿的干涉效应以及共振隧穿 

[2]-[4][62][63]。亚稳态势阱的量子隧穿衰变是早已熟知的量子现象，如核衰变、量

子成核等。这些都是单粒子问题。这一章我们主要研究相互作用的双原子体系在亚

稳态势阱的隧穿问题。 

3.1  模型介绍 

对于两个质量为 m 的粒子囚禁在一个亚稳态势阱中的系统，其哈密顿量形式为 

  
2 22

1 22
1

( ) ,
2 i

i i

d
H V x g x x

m dx




 
     

 
 

          （3.1.1）   

这里 m 是粒子的质量，  V x 的具体形式是（1.2.1）式，图 3.1 给出了外势的形状。

这里不考虑两个原子在势阱外面的相互作用。如图 3.1 所示，将这样一个外势分成三

个区域：势阱（I），势垒（II）和真空（III）。边界是依赖于能量的经典隧穿点 ax 和 bx ，

因此第二个区域的范围是从 ax 到 bx （0 a bx x  ）。这里有两种单粒子态： 

（i）真空区域（III）的波函数  x 可以看做在势垒的地方反射，能量为 的平面波，

并且在势阱区域以指数衰减。这个区域的能量是连续的。在 WKB 近似下，波函数可

以写成 

 

1/2

1/2

( ) ( ) cos( ( ) / 4),

( ) ( ) exp( ( ) ),
2

b

b

x

bx

x

a bx

x Ck x k x dx x x

C
x k x k x dx x x x





 







   

    




        （3.1.2）   

这里 C 是归一化常数， 

      
1/2

22 /k x m V x    。          （3.1.3）   

对于 ax x ，  x 不再振荡，而是平滑的衰减到零。在 ax x 区域，  x 不是一个

好的解。 

（ ii）势阱区域（ I），在低能时，可以看做是谐振子势阱。因此势阱波函数

  ( 0,1, 2 )n x n   就是能量为  0 1/ 2n  的谐振子的波函数，并且在区域 II 有一个

尾巴，在区域 III 光滑的消失，其中， 0 是势阱底部的谐振频率。势阱的态在区域 III
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并不是一个好的解。上面的两种态都不能很好的描述整个区域，但是这两个态可以

近似认为是正交的。 

同样，  0 1 2,x x 和  , 1 2,m x x 是两个费米子整个系统的状态，与一个原子从区

域 I 向区域 III 转变不同。  0 1 2,x x 是能量为 0W 的两个粒子在势阱中的波函数。

 , 1 2,m x x 是一原子留在势阱的  m x 轨道，另一个原子隧穿出去处在真空态

 x ，且与原子没有相互作用，能量为 ,mW  的波函数，如图 3.1。因此  0 1 2,x x 是

两个相互作用原子在谐振子势阱中的波函数。在介绍隧穿理论之前，我们首先介绍

一下两个相互作用原子在谐振子势阱中的解。 

 

图 3.1 由（1.2.1）式给出的势阱  V x 。 是共振隧穿能。长度的单位是  1/2

0/HOl m  [24] 

3.2  双原子在谐振子势阱中的解 

3.2.1  解析解 

早在 1998 年 Busch 等人就给出了两个相互作用的超冷原子[9]在一维，二维，三

维情况下谐振子势阱中的精确解。谐振子势阱在实验上容易实现，理论上容易求解。

在这一节，我们主要介绍一维情况下的解析结果。两个相互作用的粒子在频率为的

谐振子势阱中的哈密顿量形式为 

 
2 22

2 2
1 22

1

1
,

2 2 i
i i

d
H m x g x x

m dx
 



 
     

 
 

          （3.2.1）   
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相互作用强度 g，可以通过 Feshbach 共振从弱相互作用到强相互作用很大范围内调

节。对于上面的两粒子哈密顿量，引入质心和相对坐标 

1 2

1 2

,
2

,

x x
X

x x x




 
                    （3.2.2）   

使得哈密顿量可以分离变量成两部分，质心坐标部分为 
2 2

2 2
2

1
,

2 2CM

d
H M X

M dX
  


                   （3.2.3）   

相对坐标部分为 

 
2 2

2 2
2

1
.

2 2rel

d
H x g x

dx
 


   


             （3.2.4）   

质心坐标部分的哈密顿量就是简单的总质量为 M=2m 的单粒子谐振子方程。它的解

在量子力学书上已经给出，其本征态和本征能量分别是 

   2 22 2
, 2

1
exp , ,

22 !
cl Xc

CM n c n cn

l M
X l X H l

n




     
       （3.2.5）   

1
.

2n n    
 

  

 nH x 是 Hermite 多项式。相对坐标部分哈密顿量的外势可以看作质量为 / 2m  的

粒子在谐振子势阱加一个 势阱或者势垒中的运动。文献[9]给出了该哈密顿量的精

确解，波函数和能级分别是 

   2 22 2
, 2

1
exp , ,

22 !
l X

r j jj

l
x l x H l

j




     
  

  （3.2.6）   

1
, 1,3,5

2j j j     
 

  

  2 2 2 21 1
exp , , ,

2 2j j jx A l x U l x         
   

      （3.2.7）   

1
2 , 0,2,4,

2j j j      
 

  

jA 是归一化系数，U 是合流超几何函数， j 是量子数，且满足下面的关系式 

 1
/ 0, 0,2,4,

2 2j j

g
j         

 
          （3.2.8）   

其中Г为伽马函数。给定一个相互作用强度 g的值, j 有无数多个解。以上我们可以
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看出相对部分的能级由两部分组成，对于偶宇称波函数（即满足粒子交换对称），能

级依赖相互作用强度的取值，对于奇宇称波函数（即满足粒子交换反对称），能级不

依赖于相互作用的取值。相互作用只对交换对称的波函数有影响。图 3.2 展示了能量

随相互作用变化的趋势。  

 

图 3.2 相对坐标部分的能量与相互作用 g 的关系，能量的单位是  ，相互作用强度 g 的单位是

3 /  ，黑实线表示相对部分波函数为奇宇称所对应的能量，蓝虚线表示偶宇称波函数对应

的能量 

3.2.2  变分法 

本节我们主要介绍另外一种求解相对部分哈密顿量基态的的方法，即变分法。

根据变分原理 

 
|

,
|
rel

GS

H
E

 
 


                 （3.2.9）   

首先需要确定一个试探波函数。如图 3.3 所示，外势可以由 x L  分成三个部分。L

是三个区域的边界，也是一个变分参数。在区域 II（ x L ）, 粒子可以同时感受到

接触势和谐振子势,由于在 0x  附近，接触势占主导，也就是说可以忽略谐振子势阱

的影响，因此这个区域的波函数可以由平面波叠加来描述。在区域 I 和 III（ x L ），

粒子只能感受到谐振子势阱，该区域的波函数可以设成简单的包含参数 的高斯波

包形式。 可以控制 I,III 区域波函数的衰减。试探波函数可以写成下面的形式 
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2

2

                     

                      

x
I

ikx ikx
II

ikx ikx

x
III

Ae x L

Be Ce x
L x L

De Ee x

Fe L x




















     


     
   


   

，

，

，

  （3.2.10）  

其中  x 是单位阶跃函数 

  
1, 0,

0, 0.

x

x
x


  

  （3.2.11）  

 

图 3.3 外势以及两个费米子系统相对部分基态的试探波函数  x 。波函数及其一阶导数在边界

x L  处都是连续的 

下面将不同区域的波函数通过边界条件连接起来。首先处理区域 II 的波函数。

在 x=0 的地方波函数连续可以给出下面的系数关系 

 .B C D E          

对本征方程 ˆ
II IIH E  从负无穷小到正无穷小积分，可以得到在 0x  的地方，波函

数一阶导数不连续的阶跃条件 

2

2
( ) 2 ( ),ik B C D E c B C


      


                    

这里 c=g/2。由于外势是轴对称的，基态的波函数必须是空间对称的，且没有节点，

因此可以得到 

, , .B D C E A F                    （3.2.12）  
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根据上面三个方程，可以得到 

2

2

2

.
2

c
ik

B C
c

ik














                    （3.2.13）  

在 x=-L 或者 x=L,通过波函数连续可以得到 

2 2

2

2

 ,
2

L ikL ikL

c
ik

Ae C e e
c

ik






 

  
  

 
 





               （3.2.14）  

一阶导数连续可以得到 

2 2

2

2

 2 .
2

L ikL ikL

c
ik

Le A Cik e e
c

ik





 
 

  
  

 
 





               （3.2.15）  

结合方程（3.2.14）和（3.2.15）可以得到一个限制条件 

2
2

2

2
2

 .
2 2

i kL
k i c k i L

e
k i Lk i c




 

 








                （3.2.16）  

这个公式和 Bethe ansatz 方程有相同的作用。但是它与边界条件（周期性边界或者开

边界条件）不相关。 

根据上面的限制条件，我们可以得到下面的归一化的基态波函数 

 
 

2 2

2 2

( ) ,

cos( )
 ,

cos( ) ,

( )

,

, ,

x L
I II

II

x L
III II

L e e x L

kx x
L x L

kx x

L e e L x

 

 

 
 




 





      


  
   

   


   

           （3.2.17）  

这里满足下面的关系式 

2

2
 arctan .

c

k

 


                （3.2.18）  

这个试探波函数都是由简单的初始函数构成的，让我们可以很直观的看到波函数的

分布情况。 
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图 3.4 囚禁在角频率为的谐振子势阱中两个全同费米子相对部分基态的能量。黑色的点线表

示解析的结果，(a)蓝色的实线表示将 Bethe ansatz 方程作为边界条件通过变分法得到的基态的能

量。(b)红色的实线表示将波函数的连续性作为边界条件得到的基态的能量 

    下面我们介绍如何通过变分法得到基态能量。首先选择 和 L作为参数，将哈

密顿量作用到试探波函数上面，求得能量表达式。我们的目的是找到能量的最小值。

根据变分原理，我们需要计算波函数的归一化因子 

 

22

1 cos(2 2 )
 | 1 erf ( 2 )

8

1
sin 2 2 sin 2 2 ,

2

L

kL
L

e

kL kL
k



   


 



     

     

        （3.2.19）  

这里误差函数 erf ( )x 的定义是 

2

0

2
 erf ( ) .

x tx e dt


                      （3.2.20）  

然后计算 relH 作用到试探波函数（3.2.17）上的期望值 
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2

2 2 2 2

2

2 2 2 2 3

2
2 2

3

1 erf (2 )
 | 1 cos(2 2 ) 4

2 816

sin 2 2 sin 2 1 cos 2
4 2 6

[ 2 1 sin 2 2 2 cos 2 2 sin 2 ].
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rel L

L L
H kL

e

k k L L
kL c

k L kL kL kL
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 （3.2.21）  

为了说明我们的结果是合理的，下面我们考虑极限情况：L→0，c→0。在极限情况

实际上就是简单谐振子势阱的结果。根据（3.2.1）式，我们得到 

2 2

, 0

|
 lim .

| 2 8
rel

L c

H   
   


 


              （3.2.22）  

能量的最小值可以通过对 求一阶导数，并令其等于零，得到能量最小值时 的取

值。我们将其记作 * ， / 2   。将 * 代入能量表达式，即可得到能量的最小

值 

, 0

| 1
 lim | .

| 2
rel

L c

H
 

 


  


                （3.2.23）  

这正是谐振子势阱的基态能量。 

对于该系统，试探波函数的限制条件（3.2.16）可以化简为 

 
 

2 2

2

tan 2
 .

2 4 tan

k kL c k

Lk cL kL













                （3.2.24）  

将其带入到（3.2.9）式中，给定相互作用强度 c 的取值，通过数值方法，取遍所有

L 和 k 的值，找到能量 E 的最小值。我们把最小值处的的参数取值分别记作 *L 和 *k 。

通过变分法我们可以找到两费米子系统的基态能量 随一维散射长度 1Da 的变化关

系，如图 3.4（b）所示。这里 

3

1

1
.

2Da
c 


 


                （3.2.25）  

我们结合变分法和波函数及其一阶导数的连续性条件得到的基态能量（图 3.4(b)红实

线）和精确结果（3.1.8）（图 3.4 黑色的点线）非常吻合。图 3.4(a)的蓝实线，展示了
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文献[64]的结果，文献[64]并没有考虑边界处波函数的连续性，而是用 Bethe ansatz

方程作为边界条件，显然这样的结果没有我们得到的结果吻合的好。 

 

图 3.5 相对部分基态波函数的密度分布。粒子间相互作用的单位是 3 /  。 (a) c=0.05, 

1Da =-10; (b) c=0.25, 1Da =-2; (c) c=20, 1Da =-0.025; (d) c=-0.5, 1Da =1; (e) c=-0.1, 1Da =5; (f) 

c=-0.05, 1Da =10;红色的实线是解析的结果，黑色的点线是变分法的结果。 

 

图 3.6 外势以及两个费米子系统相对部分基态的试探波函数  x 。波函数的一阶导数在边界

x L  处是不连续的[64] 

将 *L 和 *k 代入（3.2.24）式中，得到相应的 * 。对于给定的每个相互作用强度 c，
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试探波函数是由 *L 和 *k 和 * 这三个参数确定。图 3.5 给出了整个相互作用区域，相

对部分试探波函数的密度分布。从图中我们发现，变分法的结果和精确解的结果

（3.1.7）吻合的很好。图 3.5(a-c)给出了随着排斥相互作用的增强，波函数密度分布

的变化规律。图 3.5(c)已经表现出了费米化的特点。图 3.5(d-f)给出了随着吸引相互

作用减弱，波函数密度分布的变化规律。在吸引相互作用区域，基态的原子形成分

子态，密度主要集中在 x=0 地方。 

这里我们需要说明的是，在文献[64]中，由于试探波函数的一阶导数是不连续的，

因此并不能给出一个物理的试探波函数，如图 3.6 所示，在 x L  的地方一阶导数

明显是不连续的，与精确解的结果差别很大。 

 

3.3  准粒子隧穿理论 

根据隧穿理论，量子隧穿过程可以看做是从  0 1 2,x x 到末态  , 1 2,m x x 的跃迁

过程，其跃迁矩阵元为 ,mM  ，当能量守恒时， 0 ,mW W  ， 

 2
, , / 2 ,m mM J m                       （3.3.1）   

这里 ,mJ  正比于几率流密度算符的矩阵元， 

  
*2

,* 0
, 1 2 0 ,

1

,m
m i bar m

i i i

d d
J dx dx x x

dx dx


 
 

 


 
     

 
   

barx 是势垒区域 II 的任意一点。衰变率可以通过量子跃迁的费米黄金规则估算， 

  2

, 0 ,
,

1 2
m m

m

M W W 


 

  。           （3.3.2）   

对于两个无相互作用的粒子处于初态  的情况是很容易计算的。势阱的初态

0 就是 n=0 和 n=1 的史莱特行列式， 

          1 2 0 1 1 2 0 2 1 1

1
,

2
x x x x x x        。           （3.3.3）   

所有可能的末态中，几率最大的一种是 n=0， =3 /2  的组合 

          0, 1 2 0 1 2 0 2 1

1
,

2
x x x x x x         。          （3.3.4）   

通过计算，得到跃迁矩阵元为 
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3 /2*
,* 0

0,3 /2 0 ,

bar

m
m

x x

d d
J

dx dx

 


 

  




 
  
 



 。         （3.3.5）   

显然，上式是势阱的高占据轨道态  1 x 和真空态  =3 /2 x   之间的共振隧穿，单个

粒子隧穿的结果。剩下原子处在势阱的基态  0 x 。原则上，除了 0 =3 /2  , ，这里应

该还有其它的末态，例如，n=1， = /2  。然而，由于波函数的尾巴在势垒内部以能

量的指数衰减，因此对应的矩阵元非常小，可以忽略不计。 

对于两个可区分费米子的情况  的结果不再是平庸的了。不能写成简单的

史莱特行列式的形式。在上一节，我们已经给出了质心坐标部分波函数 CM 和相对

部分波函 r 的具体形式。这里可以简单记为 

  1 2
1 22CM r

x x
x x

     
 

。              （3.3.6）   

末态仍然是一个自旋单态，一个原子在势阱最低的能态，另一个在真空态   

          0, 1 2 0 1 2 0 2 1

1
,

2
x x x x x x         。         （3.3.7）   

这里的共振能量 由能量守恒来确定，与相互作用强度 g 有关。 

 

图 3.7 准粒子的波函数  QP x （黑线）和相对坐标部分波函数  r x （红线）随 g的变化。（a）

0g  。（b）  1/2
0/ 2 3.14HOg l  。（c）g  。（d）  1/2

0/ 2 3.77HOg l   。（e） 0g  。

（f）谐振子势阱的第一激发态（绿线）和准粒子波函数在相互作用强度为 g  时的比较[24] 
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将（3.3.3）和（3.3.4）式代入到（3.3.2）式中可以得到以下关于跃迁矩阵元的

重要的结果 

 
*

*
0,

bar

QP
QP

x x

dd
J

dx dx


 

 


 
  
  

,         （3.3.8）   

QP 是准粒子的波函数，其定义为 

      0

'
2 ' ' '

2QP CM r

x x
x dx x x x 





     
  。         （3.3.9）   

比较（3.3.5）和（3.3.8）式可以看出，在有相互作用时， 0,J  可以认为是真空态  x

和准粒子态  QP x 的共振隧穿。无相互作用的情况  ，准粒子态 QP 可以认为是

高占据轨道态  1 x 。 

 

图 3.8 （a）衰减时间随磁场的变化。黑色的虚线和实线分别是 WKB  0 和考虑准粒子波动方程

的修正的结果。绿色的表示通过微扰论考虑的非谐项贡献的结果。（b）相互作用强度和隧穿能量

随磁场的变化[24] 

在相互作用趋于无穷时， g  ，  r x 为费米化的波函数，如图 3.7 红（灰）
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线。从图 3.7(a)-(e)可以发现，准粒子波函数  QP x 与相对坐标波函数是不同的。 的

大小依赖于  QP x 在势垒的尾巴 [(3.3.8)式 ]。由于准粒子的波函数的规范

QPA   2

QPdx x  随着相互作用强度明显变化。 QPA 是单调递减的，在1/ g  时，

2QPA  ，在1/ g  时， 1/ 2QPA  ，在1/ 0g  时， 1QPA  。因此衰减率1/ 加一

个修正，可以写成 

 
0

1
,QPA

 
                       （3.3.10）  

这里只考虑一个末态，共振能量 由相互作用确定， QPA 也是依赖于能量的。图 3.8

给出了单粒子的衰减时间 0 随磁场的变化。这里的外加磁场是用来调节相互作用强

度的。s 波散射长度与外磁场的关系如下： 

 3
0

1 ,D bga a
B B

 
   

                  （3.3.11）  

其中， bga 是远离共振时两原子 s 波散射长度，也称为背景散射长度， 0B 是发生共振

时外磁场的强度，代表共振区域的宽度。在实验[2]中，对于 6 Li 原子参数的选取为

0 823B G ， 300G  ， 02000bga a  ， 0a 是玻尔半径。 

通过 WKB 近似可以得到  

   
0

1
exp 2

2

b

a

x

x
k x dx


 

  
。               （3.3.12）  

0 仅仅依赖于隧穿能量 和外势  V x 。如图 3.8 黑色实线所示加上修正以后明显与

实验的结果符合的更好。由于势阱部分并不是一个好的谐振子势阱，在求解势阱部

分的波函数时可以通过把非谐部分看做微扰，来计算其波函数和能量，得到一个更

准确的准粒子波函数，进而给 QPA 一个修正，使隧穿率的计算结果更准确，隧穿的时

间依赖于相互作用强度，如图 3.8 绿线所示。隧穿的准粒子理论给出一个很好地解释

少体冷原子的现象。 

3.4  小结 

这一章我们主要介绍了亚稳态势阱的隧穿理论和衰减率的计算，并且通过变分

法给出两个全同的有相互作用的费米子在谐振子势阱的基态能量以及基态波函数。

能量与精确结果吻合很好。与精确解相比，波函数的形式更为直观。与文献[64]相比
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我们给出了一个更准确的试探波函数，这里我们主要考虑了波函数一阶的连续性。

对于多个相互作用的费米子在谐振子中的情况是没有精确解的，谐振子又是实验中

常见的外势。这里我们也希望用变分法可以实现求解多个粒子的基态波函数以及能

量。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



第四章  双原子在双阱中的隧穿动力学 

37 

第四章  双原子在双阱中的隧穿动力学 

第三章，我们主要介绍了亚稳势阱的隧穿，这一章我们主要研究了相互作用原

子在双阱中的隧穿问题。双阱是研究超导比特 Josephson 振荡[65]和玻色爱因斯坦凝

聚中自囚禁现象[66]-[68]的典型模型。受到实验的启发，对于双阱的研究，目前大

部分的工作都是基于双模近似[69]，或者是数值求解[70]-[76]，并没有严格解的结果。

下面我们主要介绍双阱中的 Bethe ansatz 严格解。在严格解的基础上我们研究其隧

穿动力学问题。 

 

4.1  N 个原子的严格解 

我们考虑N个质量为m的玻色子囚禁在中间加 势垒的一维无限深方势阱的模

型。原子间的相互作用通过 s 波散射长度来调节。系统的哈密顿量可以写作 

   
2 2

2
1

 ( ) ,
2

N N

i i i j
i i ji

H d x V x g x x
m x

 
 

 
       
 

      （4.1.1）   

g 是相互作用强度，d>0 是 势垒的强度，无限深方势阱 

0
2 ( )

2

L
x

V x
L

x

  
 


                              

可以等价成开边界条件 

 0,   1, 2, , .
2i

L
x i N      

 
                  （4.1.2）   

1 2 ( , , , )Nx x x  是哈密顿量  H 的本征态。系统在没有 势垒的情况下，即 d=0 时，

就退化到开边界条件的 Lieb-Liniger 模型[77]，在无相互作用的情况下 g=0，就转换

为 单 粒 子 问 题 。 由 于 系 统 是 反 射 对 称 的 ， 这 里 我 们 定 义 宇 称 算 符

1 2 1 2 ( , ...) ( , ...)P x x x x     。因此我们可以将本征态分成偶宇称  P  和奇宇

称  P  两部分。这里我们只能得到奇宇称部分的严格解，主要原因是两个粒

子同时与 势垒散射不在我们的考虑范围之内，正如三体相互作用在 Lieb-Liniger

模型中是被忽略的一样。 势垒的添加使得系统变得不平庸，文献[75]已经将少数

粒子系统的基态性质在 Tonks-Giradeau 极限情况用 Bose-Fermi 映射，在有限相互作



冷原子物理中一维少体系统的研究 

38 

用强度下用精确对角化的方法进行了研究。这里我们根据 Bethe 假设和适当的波函

数连接条件给出一个解析的结果 

    波函数可以由 Bethe 假设给出，形式如下 

 

 

1 21 2
0 , 1

1

( , , , )

, exp ,

N

P

l l l

N

N Q Q Q
n Q P

N

n P P P Q
l

x x x x x x

A Q P i k x


 



    

   
 

 



 


 

       （4.1.3）   

这里  1 2 , , , NQ Q Q Q  和  1 2 , , , NP P P P  是   1, 2, , N 的两个排序。对于坐标

的排序，我们假设 n 个坐标是小于 0 的，剩下的是大于 0 的，即 

 
1 2 1

 0
n n NQ Q Q Q Qx x x x x


       。也就是说 n 个原子在 势垒的左边，N-n

个原子在势垒的右边。我们用下标 n 来标记这一块（block）区域。对于 N=2 的情

况系统的整个区域可看做是一个正方形，对于 N=3 的情况是一个立方体。（3.1.3）

式中对 n 的求和包含所有可能的 N+1 个块。 P 表示粒子向右运动  1P   或向左

运动  1P   ，在 势垒处粒子发生反射。对于玻色子，波函数是交换对称的 

( , ) ( , ),i j j ix x x x                  （4.1.4）   

这意味着 

   , , .n P n PA Q P A Q P                 （4.1.5）   

因此对于固定的 n，所有局域排序  1 2 3 , , , , NQ Q Q Q Q      的系数都相等。在这一块

区域，我们注意到开边界条件对于左边界和右边界是不同的，在左阱的粒子只能感

受到左边的边界条件 

0, 1, 2, ,
2iQ

L
x i n      

 
                （4.1.6）   

在右阱的粒子只能感受到右边的边界条件 

0, 1, .
2iQ

L
x i n N      

 
                （4.1.7）   

将波函数代入到上面的边界条件，我们可以得到反射矩阵  1R P  

 
 
   

1

1

1

1

, , ,
exp ,

, , ,
N

N

n P N

P

n P N

A Q P P
R P ik L

A Q P P


   








       （4.1.8）   

和  NR P  
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1

1

1

, , ,
exp .

, , , N

n P N

N P

n P N

A Q P P
R P ik L

A Q P P


  








       （4.1.9）   

这里有两种特殊情况:所有的粒子都在左阱或者都在右阱，这时就只有一种边界条件

（4.1.8）或者（4.1.9），也就是说对于 n=0 或者 n=N 的块区域只有一个反射矩阵

 NR P 或者  1R P 。通过（4.1.8），（4.1.9）式，我们发现只有最右边或者最左边的

粒子才能在边界上反射，得到一个相位。 

 

图 4.1，左图代表第 n 个粒子在块区域 1n  与右边邻近粒子依次散射的过程，右图代表第 n 个

粒子在块区域 n 与左边邻近粒子依次散射的过程 

下面我们讨论两个粒子的散射。假设 ix 和 jx 是相邻两个粒子的坐标并且位于双

阱的同一侧（不同阱的两个粒子不能发生散射）。由于粒子间的相互作用是 相互

作用，波函数相对坐标的一阶导数不连续 

0 02
| | 0,

i j i jx x x x
i j

m
g

x x    

   
           

       （4.1.10）  

上式可以连接同一个块区域的不同子区域。在每一个块区域都有 N(N-1)/2 个这样的

方程。（4.1.10）式在不同的块区域都是等价的。一个特殊的例子是 N=2：这样的方

程只有一个，分别在 n=0 或者 n=2 的块区域，在 n=1 这个块区域则没有粒子间的碰

撞。将波函数代入（4.1.9）式，我们可以得到描述两个粒子碰撞的散射矩阵 ,P i P ji j
P PS   

 
 

2

,

2

, , , ,
.

, , , ,

i i j jj i

P i P ji j

i j
i i j j

P P P Pn P j P i

P P

n P i P j P P P P

m
k k i gA Q P P

S
mA Q P P k k i g

 
 

 

  
 



 

  

   
 （4.1.11）  

矩阵  1R P ，  NR P 和 ,P i P ji j
P PS  与开边界 Lieb-Liniger 模型的定义是一样的。上面我

们只研究了固定一个块区域的一些性质。与 Lieb-Liniger 模型比较，这里少了一些
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散射矩阵和反射矩阵，例如在块区域 n，这里没有第 n 和第 n+1 个粒子的散射矩阵。

这使得我们现在还不能得到 Bethe ansatz 方程。接下来我们要给出不同块区域间的

连接条件。这个条件对于给出此系统的精确解起到很关键的作用。 

通过对方程（4.1.1）从 0
nQx  到 0

nQx  积分，我们可以得到在 0
nQx  的阶

跃条件。该条件可以连接块区域 1n  和 n， 

0 0 02

2
| | | 0. 

Q Q Qn n n

n n

x x x
Q Q

m
d

x x   

  
    

    
      （4.1.12）  

该式描述了第 n 个粒子从右阱跳到左阱的过程。将波函数代入到上式，我们就可以

得到下面的关系式 

   

   

1 12 2

2 2

, , , , , ,

, , , , , , 0.

n n

n n

P n n P n n

P n n P n n

m m
ik d A Q P ik d A Q P

m m
ik d A Q P ik d A Q P

 
         
   
           
   

   
 

   
 

              

（4.1.13）  

这个式子看上去很复杂，实际上就是块区域 1n  和 n 中四个系数的一个关系式。通

过前面的分析，我们知道，使第 n 个粒子的动量改变方向，也就是反号是可以通过

散射结合反射实现的。比如，在块区域 1n  ，要想使第 n 个粒子的动量反号，首先

应该和右边最邻近的粒子依次散射 N n 次，直到没有粒子可以散射到达最右端，

然后和边界反射改变符号，再向左边依次散射，回到原先的位置。这样的一系列散

射就会使 nP 的符号改变，如图 4.1 左图。我们用矩阵 ,P i P ji j
P PS  和  NR P 就可以得到

在块区域 1n  改变 nP 符号的两个系数 A 的比值为 

   
 

1
1

1

2 2

1
2 2

, , ,

, , ,

.
n i n n i n

Pn

n i n n i n

n n
n n

n n

N n P P P Pik L

i
P P P P

A Q P
R P

A Q P

m m
k k i g k k i g

e
m m

k k i g k k i g

 

 













   
  

   


 
 

 

 

       （4.1.14）  

注意当 n=N 时 1( ) ( )n n NR P R P  。用同样的方式，可以改变在块区域 n 中第 n 个粒

子动量的符号，要想使第 n 个粒子的动量反号，首先应该和左边边最邻近的粒子依

次，达最右边，然后在边界 / 2L 反射改变符号，再向右边依次散射，回到原先的

位置。在块区域 n 改变 nP 符号的两个系数 A 的比值为 
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       （4.1.15）  

同样当 n=1 时 1( ) ( )n nR P R P 。在方程（4.1.13）中，我们利用（4.1.14）（4.1.15）

将含有 nP 的系数 A 用含 nP 的系数替代，得到第 n 个粒子和 势垒的散射矩阵 

   
 

     

     
1 12

,
1

2

1 1, , ,
,

, , , 1 1

n

n

n

P n n n n
n n

d P
n n

P n n n n

m
ik R P d R PA Q P

S n
mA Q P ik R P d R P

 



  
 

  

  
 



（4.1.16）  

该散射矩阵将粒子从块区域 1n  散射到 n 。其逆散射过程可以定义为

   , ,1 /
n nP d d PS n S n 。也就是粒子从块区域 n 跳到 1n  。  , nd PS n 括号中的指标 n

表示排序 P 中 nP 的位置。通过波函数在 0
nQx  的连续性条件 0 0| |

Q Qn n
x x     ，

我们可以得到另一个第 n 个粒子和 势垒的散射矩阵 

   
 

1
,

1

1n

n n
d P

n n

R P
S n

R P





。               （4.1.17）  

 

 

图 4.2 描述了两个粒子和 势垒的两种散射过程，黑线 d 代表 势垒，蓝线和绿线分别分别代

表两个粒子。每一个交点则表示一次散射。散射过程是从上到下 
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结合（4.1.16）和（4.1.17）我们得到存在势垒时准动量 jk 满足的 BA 类型的方程 

 
 

 
 

1
2

1

1 1 2
,

1 1n

n n n n
P

n n n n

R P R P m
ik d

R P R P




  
 




  
  

        （4.1.18）  

这里 , 1, 2, ,nn P N  。由于外势是关于 x=0 对称的，块区域 n 和 N-n 是对称的，在

左阱中 n 个粒子和 N-n 个粒子的系统本质上是相同的。因此总共有

1 2
10

1
2

2

N j N
Nj

N C N
 


 这样的 BA 类型的方程。 

这里两个粒子在散射过程中满足动量守恒，同时会改变它们的内部状态。自封

闭要求要求粒子间的碰撞顺序不会影响最后的结果。下面我们给出类 Yang-Baxter

方程 

       
1 1 1 1, , , , , ,1 1 ,

n n n n n n n nd P d P P P P P d P d PS n S n S S S n S n
   

     （4.1.19）  

该式描述了从  1, ,n nd P P  到  1, ,n nP P d 的两个等价过程，如图（4.2）所示。方程

（4.1.19）左边表示块区域 1n  的两个粒子先碰撞，然后依次和 势垒碰撞。该方

程右边表示两个邻近的粒子先后和 势垒碰撞，然后这两个粒子再碰撞。通常情况

下 Yang-Baxter 方程是一些散射矩阵的乘积，Yang-Baxter 方程在量子反散射方法中

是最基础的代数结构，也是判断系统可积的重要依据。（4.1.19）式不同于常规的

Yang-Baxter 方程，这里存在两种不同形式的散射矩阵，一种是描述两个粒子之间的

散射，另一种是描述粒子和 势垒间的散射。动量{k}要满足（4.1.19）式。我们发

现两个近邻的原子在不同的块区域散射矩阵是相同的，因此（4.1.19）两边可以消

掉共同的因子
1,n nP PS

，化简成 

       
1 1, , , ,1 1 ,

n n n nd P d P d P d PS n S n S n S n
 

       （4.1.20）  

在与 势阱散射前，左阱的粒子数等于 1n  或者 1N n  时，我们可以得到相同的

方程，因此当 N>2 时，存在    2 4
20

1
1 1 2

4

N j N
Nj

N N C N N
 


   个不同的方程。

当 N=2 时，只有一个。相同的方程可以通过空间反演对称得到。通过求解（4.1.18）

和（4.1.20），就可以得到准动量，相应的能量为
2 2

1

/2
N

i
i

E k m


  。 

下面我们考虑极限情况，d=0 和 g=0。我们知道这两种情况都已经有精确解的

结果。当 d=0 时，方程（4.1.18）将变成 
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  （4.1.21）  

这里的 i n 。这就是我们熟知的开边界情况下的 Bethe ansatz 方程。当 g=0 时，方

程（4.1.18）将化简成 

 
2

tan / 2 0,n

n

P
P

k
k L

m d
  


                （4.1.22）  

这正是单粒子的结果。  

4.2  两个粒子的情况 

 

图 4.3 一维无限深势阱两个粒子情况由 1x 轴， 2x 轴和 21x x 的线划分成 6 个区域。相邻的区域

可以通过波函数的连续性和波函数一阶导数的阶跃条件连接。除了这些线的地方，波函数都是

自由粒子 

对于两粒子的情况，我们可以将一个两粒子的一维问题转换成单粒子的二维问

题，如图 4.3 所示。我们将 1 2x x 的盒子分成 6 个区域。区域 I 和 II 构成了块区域 0，

区域 III 和 IV 构成了块区域 1，区域 V 和 VI 构成了块区域 2。当 N=2 时，（4.1.18）

式可化简成 
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（4.2.1）   

另一个 BA 类型的方程可以通过交换 1k 和 2k 的位置得到。（4.1.20）式则化简成 
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1 2 1 2

2 2
2 22 1
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sin sin arctan arctan
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2 2

m m
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k k k k

m m
g gk L k L

k k k k

    
                          
    
                          

 

 

  （4.2.2）   

我们通过数值求解（4.2.1）和（4.2.2）式就可以得到两粒子在双阱中的能谱图。图

4.4 展示了极限情况 d=0 和一个中间值的情况 d=2 的能谱随着相互作用强度 g 的变

化。在没有 势垒的情况下，我们发现奇宇称和偶宇称的解析解是都存在的，如图

4.4（a）。图 4.4（b）展示了 0d  的情况，我们发现系统只存在奇宇称的解（除了

g=0 的情况）。这里我们需要强调的是，对于 g>0 的情况，准动量的解都是实数，对

于 g<0 的情况，准动量有两种解，一种是实数，对应的态是亚稳态，另一种是复数

解，解的形式是一对互为共轭的复数 1,2k i  ，对应的态是束缚态。 

图 4.5 展示了两个有相互作用的原子在 势垒高度为 d=2 时的波函数的密度分

布
2

1 2 1 2( , ) ( , )x x x x   。我们选取 4 个相互作用参数 g=-6.295,-0.5,1.5,50 分别对应

图中的每一列，g=-6.295 是一个能级交叉点，可参考图 4.4（b）。图 4.5 展示了不同

能级的两体关联函数，每一行都对应一个能级，且从下往上能量是增加的，能量和

图 4.4（b）是一一对应的。我们发现，当我们 d 的取值，吸引相互作用时，从下往

上数第一，二，四行是分子态，密度分布主要主要集中在对角线 1 2x x 上，也就是

两个原子倾向于在同一个阱里形成二聚物，第三行则是一个亚稳态，在吸引相互作

用时，两个原子在二、四象限的几率明显比较大，也就是说亚稳态时，每个原子倾

向于呆在不同的阱里面。对于排斥相互作用，随着相互作用强度 g 的增加，原子的

几率分布从一、三象限向二、四象限扩展，也就是说双占据的几率减少，向单占据

几率转移。在强相互作用区域，粒子在各个能级的几率都表现为单占据和双占据的
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几率几乎相同。 
 

 

图 4.4 一维无线深势阱中加一个 势垒系统的能谱。势垒强度(a) d=0 (b) d=2。表示相互作用

强度 g=0 的能量。红虚线表示波函数为偶宇称的能谱。黑实线表示奇宇称的能谱 

 

图 4.6 主要展示了势垒的高度对密度分布的影响，这里我们固定相互作用强度

为 g=1.5。我们选取了 4 个 势垒强度的参数 d=0.5，1.5，10，50。最下面一行，我

们发现随着势垒的高度增加，双占据几率逐渐增加，两个原子趋向于处于同一阱中。

第三行和第四行表现了同样的特点，第二行则表现为随着势垒高度的增加，两个原

子趋向于位于不同的阱中。  
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图 4.5 不同相互作用强度 g，两个粒子在势垒强度为 d=2 双阱中的波函数的密度分布 1 2( , )x x 。

每一列分别表示 4 个不同的相互作用强度 g=-6.295,-0.5,1.5,50。从下到上表示四个最低能量的

态。每一个子图坐标范围是
1 21 , 1x x    

 

 

图 4.6 不同势垒强度 g，两个粒子在相互作用强度为 g=1.5 双阱中的波函数的密度分布

1 2( , )x x 。每一列分别表示 4 个不同的相互作用强度 d=0.5，1.5，10，50。从下到上表示四个

最低能量的态。每一个子图坐标范围是
1 21 , 1x x    
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4.3  布居数及隧穿动力学的研究 

这一节我们主要研究本征态随相互作用强度变化的几率分布和双阱的隧穿动

力学。海德堡实验小组在 2014 年展示了两个 6 Li原子的在双阱中的隧穿过程[6]。我

们都知道双阱是构成光晶格的基本单位。左右对称双阱在双模近似下的哈密顿量可

以写成: 

 

0

0 0
.

0 0

0

U J J

J J
H

J J

J J U

  
   
  
 

  

  （4.3.1）   

这里 J是隧穿能，U是同一格点的相互作用能。通过求解哈密顿量，我们可以得到

四个本征态和本征能量分别是 

 

   

   

1
; ;

2
1

; ;
2

a LL A LR A RL RR b LL RR

c LL A LR A RL RR d LR RL

 

 

     

     
      （4.3.2）   
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                   （4.3.3）   

其中 

 
2

1
16 ,

4

U U
A

J J

          
         （4.3.4）   

基态 a 和第二激发态 c 是依赖与隧穿能和相互作用强度的，文献[6]也给出了实验

结果，并且这两个态都是满足交换对称的。我们发现基态 a 的双占据几率随着排

斥相互作用的增加而增加，第二激发态 c 则相反，双占据几率随着相互作用的增加

而减小，参见图 4.7。 b 和 d 这两个态的占据几率则不依赖于相互作用强度。 d

是交换反对称的态，其占据几率不随相互作用强度改变。但是 b 是交换对称的态，

实验中并没有给出这个态的占据几率随相互作用强度的改变。另一方面从这几个态

的宇称对称性来看， a 和 c 是偶宇称态， b 和 d 是奇宇称态。 
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图 4.7  (a)基态 a 和 (b)激发态 c 的占据几率随相互作用的变化。绿色的线代表测量每个

阱里有一个粒子的几率。蓝色的线代标测量两个粒子在同一个阱里的几率。对于基态 a ，随着

排斥相互作用的增强，双占据几率被抑制。这表示从金属区域向莫特绝缘区域的转变。对于吸

引相互作用，双占据增强，表示进入了电荷密度波区域。对于激发态 c ，在强排斥相互作用的

区域，过度到电荷密度波区域。图来自文献[6] 
 

 

图 4.8 上图描述了占据几率随相互作用强度的变化。黑色的线表示两个粒子在同一阱中的几率。

蓝色的线表示每个阱里都有一个粒子的几率。实线和点线是我们精确解的结果。点虚线和虚线

是双模近似的结果。下图描述了不同相互作用强度(a) g=-10, (b) g=-0.5, (c) g=1.5, (d) g=50,下 b

态的两体密度
1 2( , )x x  
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图 4.9 上图描述了两个原子在同一个阱中的占据几率随时间的演化图。黑实线，蓝虚线，红点

线分别表示不同的相互作用强度 g=0.5，1.5，20。势垒高度突然从 d=300 降到 0.5 在 t=0 时刻。

下图分别描述了 g=1.5 和 20 在一个周期里不同时刻的密度分布图，这里坐标 1x 和 2x 的单位是

L/2 

双模近似下 b 是一个两粒子的 NOON 态，是量子力学两体的最大纠缠态。

NOON 态是量子力学多体纠缠态 

 NOON

0 0
,

2

i

a b a b
N e N




  

表示有 N 个原子在模式 a，0个原子在模式 b 与 0个原子在模式 a，N 个原子在模式

b 的叠加态。两粒子的 NOON 态是 Fock 态 2, 0L Rn n  和 0, 2L Rn n  的叠加。

这个态在研究原子的频率测量[78]、干涉[79][80]和物质波陀螺仪[81]起到很重要的

作用。上一节我们已经介绍了两个粒子的解析结果，我们的研究结果发现 b 态的

占据几率是随相互作用改变的，如图 4.8。这与双模近似的结果差别很大。双模近
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似的结果单占据几率和双占据几率都不随相互作用强度改变，而我们的解析结果发

现随着排斥相互作用的增加，双占据的几率减小，单占据几率则增加，强相互作用

时双占据和单占据的几率都接近 50%。对于研究 b 态的占据几率，双模近似并不是

一个好的方法。 

下面我们主要研究两个原子在双阱中的隧穿动力学。首先，我们制备一个初态，

将两个原子制备在一个无限高 势垒的 NOON 态 b ，这里我们数值上选取强度

d=300。然后我们将 势垒的强度突然降低到 d=0.5，这就使得原子可以在两个阱间

隧穿。这里我们势垒强度 d 和相互作用强度 g 的单位都取作 22 / mL  时间 t 的单位

为 2 / 4mL 。实验上在系统演化的不同时段，突然升高势垒把原子锁住，通过测量

原子的荧光来数粒子在双阱中的分布情况，重复多次，然后来计算不同时刻的几率

分布，从而得到占据几率随时间的变化规律。我们通过求解（4.2.1）和（4.2.2）得

到最低能量对应的准动量 1k 和 2k ，然后将其带入到波函数（4.1.3）中，得到初态

 0 1 2( , ) / 2x x LL RR   。关联函数定义为  1 2 1 2 1 2, , ( , , ) ( , , )x x t x x t x x t   。

初始波函数为 0 1 2( , )x x ，随时间演化的态由 

1 2 0 1 2 1 2( , , ) ( , ) ( , )
i

i i
Ht E t

i i
i

x x t e x x C e x x 
 

         （4.3.5）   

决定，这里 1 2 0 1 2( , ) | ( , )i iC x x x x  是初态和系统降低势垒强度后能量为 iE 的第 i

个本征态 1 2( , )i x x 的交叠积分。对应的关联函数可以写成： 

 
 

 

2

1 2 1 2
1

1 2 1 2

, , ( , ) 2

( , ) ( , ) cos / .

i i i j
i i j

i j i j

x x t C x x C C

x x x x E E t


 

  

    

 


       （4.3.6）   

在理论上我们定义 n 个粒子在左阱和右阱的几率分别为  RnP t 和  LnP t ，系统

在演化过程中左阱和右阱的几率是相同的，也就是    =Rn LnP t P t 。在左阱的平均粒

子数我们定义为      2 12 R RN t P t P t  ，对于一个在左右阱的粒子占据几率是平衡

的初态，也就是说在左右阱的平均粒子数为常数 1。两个粒子在同一个阱的几率和

在不同阱的几率分别是[72]  

     

     

/2 /2

2 2 1 2 1 20 0

0 /2

1 1 1 2 1 2/2 0

2 2 , ,

2 , ,

L L

R

L

R L

P t P t x x t dx dx

P t P t x x t dx dx






 

 

 
 

，

。
          （4.3.7）   

对隧穿导致占据几率从  2RP t 向  2LP t 转移，或者从  2LP t 向  2RP t 转移，并且转移
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的几率是相同的，在双阱中的对隧穿相互抵消，只有单粒子隧穿对占据几率从双占

据  2P t 到单占据  1P t 的转移有贡献。为了研究隧穿动力背后的物理现象，我们给

出了相互作用强度对双占据几率  2P t 演化过程的影响，如图 4.9 所示。由于高激发

态的权重 iC 非常小，所以我们做一个截断，选取 30 个本征态 1 2( , )i x x 作为基矢来

研究隧穿动力学。从图 4.9 我们可以看到，原子在双阱中来回振荡。随着排斥相互

作用强度从弱到强，双占据几率  2P t 振荡过程的振幅逐渐增强。强排斥相互作用

使得振荡不再完整，双占据几率不能再 100%回到初始 NOON 态。振荡周期从相互

作用强度为 g=1.5 时的 0.64  变到相互作用强度为 g=20 时的 0.6  。图 4.9 下图

展示了相互作用强度分别为 g=1.5 和 20 的两体密度分布在一个周期内的变化。 

4.4  小结 

我们给出了 N 个粒子在双阱中的 Bethe-ansatz 类型的精确解。重点研究了两个

粒子的情况，给出了 b 态的占据几率随相互作用强度的变化，发现占据几率明显的

依赖于相互作用强度，与双模近似的结果差异很大。接着研究初态为 NOON 态的

隧穿动力学，得到了不同相互作用强度下，占据几率的振荡规律。 
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第五章  强相互作用系统的等效自旋链 

强相互作用系统有很丰富的物理，但通常情况下求解是非常困难的。然而有一

种情况除外，即相互作用趋于无穷时。对于无穷大相互作用极限的情况，不论是玻

色子还是费米子都表现出无自旋费米子的行为，每个粒子占据不同的位置，不可穿

透，也就是说具有了费米化的特点，因此相互作用趋于无穷时的系统是容易处理的。

对于强相互作用区域，相互作用强度为有限值的连续系统可以等效成自旋链模型，

在实验上已经实现了自旋 1/2 的费米子系统[8]。近年来，很多理论小组在不同的体

系，如多组分的系统，同时考虑 s 波和 p 波的系统和玻色费米混合系统都给出了等

效自旋链模型，并且研究了系统的能谱，磁学性质，密度分布，动量分布，以及相

变[82]-[100]。这一章我们主要介绍如何从连续模型得到等效自旋链模型，通过求解

等效自旋链模型，给出系统的能级排布，并且得到其动力学性质。 

5.1  玻色费米映射 

在某些特殊情况下，一个比较难处理的系统可以映射到一个在理论上容易处理

的系统。玻色费米映射[101][102]就是一个很好的例子。它将一维无限相互作用强度

的玻色子系统（称为 Tonks-Girardeau（简称 TG）气体）映射到无相互作用无自旋

的费米子系统。隐藏在背后的原因是 N 个全同粒子在子空间 1 2 Nx x x   就已经

包含了整个波函数的全部信息。由于在相互作用强度为无穷时，两个全同玻色子的

波函数在 i jx x 时等于 0，这与无自旋的全同费米子性质完全一样。我们知道无自

旋的费米子的波函数就是简单的史莱特行列式 

 1,
0, 1

1
det ,

!
N N

F n j n jx
N

 
 

                   （5.1.1）   

其中  n jx 是单粒子的波函数。因此 TG 气体的波函数根据玻色费米映射就有这样

的关系 

     1 1 1, , , , , , ,TG N N F Nx x A x x x x            （5.1.2）   

其中    1, , sgnN i ji j
A x x x x


  ，  sgn x 是符号函数。对于 TG 气体的基态

波函数可以简化成    1 1, , , ,TG N F Nx x x x   ，这样就可以精确的求解 TG 气

体。随后这个映射被 Cheon 和 Shegehara 推广到有限相互作用强度情况：s-波相互

作用强度为 g，接触相互作用的形式为[103][104] 
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 ,s ij ij i j
i j

V g x x x x


                     （5.1.3）   

的无自旋玻色子系统映射到短程 p-波相互作用强度为 1/g，赝势形式为[105]-[108] 

 4
,

ij ijp x ij x
i j

V x
g




                       （5.1.4）   

的无自旋费米子系统。这个想法后来被 Girardeau 和 Olshanii[109][110]推广到了一

维任意分量的费米子系统和玻色子系统都可以相互映射，即偶数分波相互作用（例

如， sV ）的系统可以映射到奇数分波相互作用（例如， pV ）的系统。接触相互作用

等 价 于 一 个 边 界 条 件 ， 比 如 sV 和 pV 对 应 相 同 的 边 界 条 件 为

   0
lim 2 '

ij
ij ijx

g x x 
 。 

    对于一维旋量气体，不论是玻色子还是费米子，s 波接触相互作用的哈密顿量

可以写成 

 
2

0 2
1

1
,

2

N

s i s
i i

H H V V x V
m x

 
       

             （5.1.5）   

这里 0H 是单粒子外势为  V x 的哈密顿量。它可以映射到一个 p 波相互作用费米子

气体和自旋链的直积。形式为 0 pH H H  ，其中 

   
1

, 1
1 1 2

1

14 !
.

2i i

N
i i

p x i i N x
i

PN
H x x x x x

g
 








           （5.1.6）   

这里的映射通过  1 2 Nx x x    只定义到一个坐标的子空间。

 1 2 Nx x x    是由一系列的单位阶跃函数构成的。当 1 2 Nx x x   ， 等

于 1，其它情况都等于 0。 , 1i iP  是置换算符，用来交换第 i 个粒子和第 i+1 个粒子的

自旋。对于玻色子取“+”号，对于费米子取“-”号。这个映射对于任意 g>0 都是

精确有效的，但是只有在强相互作用系统才可以有效的处理。该系统可以映射到弱

p 波相互作用无自旋的费米气体，从而可以用微扰法进行计算。 

5.2  自旋 1/2 的等效自旋链 

对于自旋 1/2 的 s-波强相互作用的系统映射到 p 波的弱相互作用系统， pH 相对

于 0H 作为微扰。没有微扰项的系统是理想的费米子气体，基态 F 由简单的最低 N

个单粒子本征态的史莱特行列式构成。其对应的能量为 ( 1) / 2FE N N    。保

留到一阶微扰时，可以得到 
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                （5.2.1）   

这里系数 iJ 的定义为 

  
222

1 1 12 ! ( ) ,F
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i
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m x

  

  
     


         （5.2.2）   

依赖于两个近邻原子波函数的交叠。置换算符 , 1i iP  的定义为 

1
, 1

1
.

2
i i

i iP
  




                       （5.2.3）   

 

图 5.1 三个费米子的海森堡自旋链。(a)在一维耦合常数 g  时，两个自旋向上和一个自旋

向下的原子在谐振子势阱中波函数的草图。如果两个可区分费米子的相对坐标波函数是对称的，

强相互作用会导致在相对部分波函数出现一个尖端（左边的）。这会使它们像全同费米子一样分

开（右边）。(b)费米化区域的两个自旋向上和一个自旋向下的原子在谐振子势阱中的密度分布。

深灰色，深绿色，深蓝色的区域分别表示单粒子对总密度分布（淡灰色），自旋密度分布（淡绿

色表示自旋向上的，淡蓝色表示自旋向下的）的贡献。像费米子的 Wigner 晶体，铁磁（左边的）

中间态（中间的）反铁磁（右边）的总密度是相同的，但他们的自旋密度分布是不同的，可以

由海森堡自旋链得到。图来自文献[8] 

（5.2.1）式是我们熟悉的海森堡自旋链，这里的耦合系数 J 不再是一个常数。

对于一个强相互作用量子系统可以用不均匀的自旋链描述。这个等效自旋链被很多

理论小组用不同的办法推导出来。上面用的方法是[85]文献所采用的。这样就可以

把一个不容易求解的强相互作用系统的问题转换为求解等效自旋链了。通过简单的

对角化方法，就可以很容易的求解，进而来研究系统的能谱以及态密度的分布。在
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强相互作用区域，粒子的空间总的密度分布可以近似认为就是极限情况下 g  时

的密度分布，这里主要考虑自旋交换相互作用对系统有哪些影响。图(5.1)给出了三

个粒子，两个自旋向上，一个自旋向下的系统三个态的密度分布情况。在强的排斥

相互作用时 0g  ，系统的是一个反铁磁海森堡自旋链。在实验上已经实现了少个

冷原子在一维囚禁势的反铁磁海森堡链。当相互作用是吸引相互作用 0g  ，等效

的自旋链是一个铁磁海森堡自旋链，但是这并不是基态，是一个激发态，所以并不

能有效的得到铁磁态。对于如何在囚禁的强相互作用费米子系统实现铁磁态有很多

文章都有介绍[83][85][111]。 

下面我们主要介绍一下其能谱，首先我们发现在强相互作用极限，能量关于 1/g

成线性关系。由于系统具有 SU(2)对称性，且总自旋是系统的守恒量，因此能级可

以由总自旋 S 来标记，如图 5.2 所示。这里简单的给出了能级排布与总自旋的关系。

对于自旋 1/2 具有 SU(2)对称性的费米子系统满足 Lieb-Mattis 定理[112]，其能级排

布的特点也有很多研究[111][113]。 

 

图 5.2 对于不同总自旋 S 基态能量随-1/g 变化的草图。当-1/g 绝缘的扫过共振点，排斥区域自

旋为 S 的的每个态连续的演化到在 STG 区域的激发态，而不是调到真正的基态上，也就是更低

能量的分子态（红色的虚线）。在排斥相互作用区域，能级的排布满足 Lieb-Mattis 定理，能量

随着总自旋 S 的增加而增加。基态为自旋单态。在吸引相互作用区域，能量随着总自自旋 S 的

增加而减小[111] 
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5.3  自旋 1 的等效自旋链 

这一节，我们主要考虑 N 个自旋 1 的原子在谐振子势阱中的情况。系统的哈密

顿量为 

      0 2
1

· ,
N N

i i j i j
i i j

H h x c c x x
 

     s s          （5.3.1）   

其中，  , ,x y z
i i i is s ss 是第 i 个原子自旋 1 的矩阵，  0 0 22 / 3c g g  ，  2 2 0 / 3c g g 

这里 0g 和 2g 分别是 S=0 和 2 两个散射通道的耦合常数[114][115] 。对于 F=1 87 Rb，

系统的磁性质由总自旋 0 通道和 2 通道的 s 波散射长度的差值 2 0a a a   确定。当

a 为正时，系统表现出铁磁的性质，当 a 为负时，系统表现出反铁磁的性质。两

个通道的背景散射长度分别是 0 101.8 Ba a , 2 100.4 Ba a ，则 1.45 Baa   ，其中玻

尔半径 0.0529nmBa  。Chapman 实验小组通过高分辨率的原子光缔合谱[116]使 a

的大小和符号可以在很大范围内调节，其范围从 7 Ba 到7 Ba 。 a 正比于 2c ，其符

号从负变到正，经过一阶相变点 2 0g g ，对应着从反铁磁向铁磁相的转变。通常情

况下在实验上将两个通道同时调到强耦合区域是非常困难。传统调节相互作用强度

的方法：三维的 Feshbach 共振和一维的束缚诱导共振都只能将其中一个自旋碰撞通

道的相互作用强度调到共振附近。文献[117]展示了通过外加一个自旋翻转的射频

场，实现多通道的散射共振，即多通道的相互作用强度同时调到强耦合区域。在我

们的系统中两个通道的相互作用就可以通过这样的方式同时调到共振附近。单粒子

哈密顿量为： 

 
2 2

2 2
2

1
,

2 2
z xd

h x m x Gxs s
m dx

    


        （5.3.2）   

其中是谐振子势阱的角频率，每个粒子感受到一个强度为的横向磁场和一个强

度为G的依赖于自旋的磁场梯度。这里的和G都吸收了朗德g因子和玻尔磁子 B .

在我们的系统中这些项都很弱，在弱相互作用时几乎没有影响。但是在强相互作用

系统就会带来很大影响，后面我们将仔细分析。这里相互作用可以通过多通道的散

射共振来调到强相互作用区域。 

在强相互作用区域，根据上一节提到的方法，我们可以得到自旋 1 玻色子的等

效自旋链： 

   
1

0 2
1 0 2

1 1
, 1 , 1 .

N
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H J P i i P i i
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         （5.3.3）  
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这里我们用两个格点的总自旋 S 的碰撞通道来代替模型中按照近邻自旋置换算符

,i jP 的定义。对于自旋 1 的原子我们定义在总自旋 S=0 和 2 的通道的投影算符分别

为 

   2

1
0

· 1
, 1 ,

3
i iP i i  

 
s s

                  （5.3.4）  

   2

1 1
2

· · 1
, 1 ,

6 2 3
i i i iP i i     

s s s s
              （5.3.5）  

iJ 的定义在上一节（5.2.2）已经给出。哈密顿量的结构和海森堡双线性双二次型

(HBB)自旋链[118][119] 

 2
1 1· ( ) .i i i i

i

H     s s s s               （5.3.6）  

是一样的。唯一的区别是由于外势导致粒子密度分布不均匀，所以近邻自旋的耦合

系数是不同的。系统包含的对称性算符包括总自旋
1

N

ii
 S s 的平方，总自旋 z 分

量
1

N z
z ii

S s


 和宇称算符 1, 2, 1N NP P   。因此 effH 的本征态可以用这三个量子数

来分类：总自旋 S，总的磁量子数 zS ，和宇称。 

 

图 5.3 粒子数为 N=2,3,4,5 的 effH 的能谱随相互作用 0 2/g g 的变化。能级都用总自旋 S 标记。

我们放大了 0 2/ 1g g  附近的区域，主要观察能级交叉的规律。在 0 2/ 1g g  的区域，能量 n
SE

是随总自旋 S 的增加而增加的，对于 N=2,4，基态是 S=0 的单态，对于 N=3,5，S=1。在 0 2/ 1g g 

的区域，能量 n
SE 是随总自旋 S 的增加而减小的，基态是 S=N 的铁磁态 

5.3.1  能级排布 

首先我们研究在相互作用很强但是有限值，即 0 2, 0g g  的情况下，这个等效

自旋链模型的本征值和本征态。对于最简单的情况，两个粒子 N=2，我们很容易看



第五章  强相互作用系统的等效自旋链 

59 

到在 S=2，1，0 三个通道的的本征值分别是 1 2/J g ，0， 1 0/J g  。对于反铁磁自

旋链，大家更关注单态和三重态的简并点 1/ 3   ，恰好与我们所研究的模型的

TG 极限情况 0g 对应。我们关注五重态和三重态的简并点，即 SU(3)可积点

0 2g g 附近的特性。由于两种情况 J 的符号是不同，因此两种情况的能级排布顺序

相反，基态能级的交叉点也不同。在图 5.3，我们给出了能级随着 0 2/g g 的比值变化

的关系。每一个能级在总自旋 S 通道都有 2S+1 重简并。这里我们将图中的每个简

并点包含的能级都定义为一束。用束来对不同的简并点分类。为了指定这些能级，

我们将本征态表示成 , ,n
S zE S  ，其中 n 表示出现在 0 2g g 时的第 n 个简并态的束。

磁量子数 0zS  的两个粒子本征态可以写成 

 
 
 

1
2

1
0

2
1

, 0,1 1, 1 2 0,0 1,1 / 6,

, 0,1 1, 1 0,0 1,1 / 3,

, 0, 1 1, 1 1,1 / 2.

E

E

E

    

    

    

                  

 

图 5.4 上图： 1m   （左边），0（中间），1（右边）分量上粒子感受到的外势。下图：在 0zS 

子空间， 1m   （蓝色的点-虚线），0（红色的实线），1（黑色的虚线）分量的密度分布。

2 2
22 /G g  ， 0 2/ 1g g  。（a）N=3; （b）N=4; （c）N=5。坐标 x 的单位是 /hoa m  。

相互作用强度 2g 的单位是 3 / m 。 
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2, 1zS    的态可以通过作用自旋的升降算符 S  来得到。其中两个能级属于第一束

n=1，剩下一个能级属于第二束。对于磁量子数 0zS  三个粒子的情况,七个能级分

成了四束，每一束对应的能级个数分别是 2，2，2，1。对于总自旋 S=3 的态对应的

能量为 1 22 /J g ，与 S=1 态的能量   2

1 2/ 2 1/ 2 2 2 1 5 / 4J g       竞争，在

1  处有一个能级交叉点，这里  2 02 / 1 / 3g g   。以上我们研究的 N=2，3 的情

况，能级排布的特点并不依赖于外势，外势的信息主要包含在耦合系数 J 里面，显

而易见两个粒子的情况，只有一个耦合系数，三个粒子的时候，由于外势的对称的，

则 21J J ，因此外势只要是对称的，就不会影响能级的排布。 

 

图 5.5  磁场梯度 2 2
22 /G g  ，粒子数为 N=4(a)和 N=5 系统的最低的几个能级随相互作用

强度的变化。这里我们用 zS 来标记不同的能级。显然对于 N=4（N=5）的最低能级是 0zS 

（ 1zS   ） 

通过在自旋 Fock 态基矢 1 2 Nm m m 下数值对角化等效自旋链哈密顿量（5.3.3）

可以得到 N=4,5 粒子数的能谱，如图 5.3（c，d）所示。这里 im 是第 i 个粒子的自旋。

很明显能谱关于可积点 0 2g g 是不对称的，基态有（N+1）（N+2）/2 重简并。属于

相同束能级的本征态具有相同的宇称，对于基态的那一束总是偶宇称（ 1  ）。粒

子数 N 为奇数时，这一束包含（N+1）/2 个能级，粒子数为偶数时，包含（N+2）

/2 个能级。这一束包含的总自旋有 S=N，N-2，N-4，…。对于激发态的那一束能级

对应的本征态则都是奇宇称，包含（ 1N  ）个能级。第一激发这一束包含的总自旋

为 S=N，N-1，…，1。从图中我们发现，当偏离可积点（能级交叉点），不同总自

旋的束缚态能级简并消除，对于铁磁耦合 0 2/ 1g g  ，基态的总自旋 S=N，对于反铁

磁耦合 0 2/ 1g g  ，偶数个粒子时，基态的总自旋 S=0，奇数个粒子时，基态的总自
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旋 S=1。在铁磁区域，每一束的能级排布都满足随着自旋的增加能量在减小，也就

是当 1 2S S ，则
1 2

n n
S SE E 。在反铁磁区域，每一束的能级排布满足随着自旋的增加

能量也是增加的，即， 1 2S S ，则
1 2

n n
S SE E 。对于 N>3 的情况，外势的影响会体现

出来，比如 4 个粒子的情况， 31 2J J J  ，耦合系数不再均匀，但是并不会影响能

级的排布规律，仅对能级有微小的偏移。我们这里研究的这些能级排布的规律同样

适用于没有外势的情况。最低那一束能级在 0 2g g 出现能级交叉点表示从反铁磁到

铁磁的一阶相变。 

 

图 5.6 横向磁场和相互作用对基态自旋分量 1(黑虚线)，0(红实线)，-1(蓝点虚线)的密度分布的

影响。粒子数为 N=5， 2 2
22 /G g  。(a)-(d) 0 2/ 1g g  ，(e) 和(f) 0 2/ 2g g  。(a) 和(d)

是 1zS   的两个简并态， 0  。(b) 和(e) 0.001    。(c) 和(f) 0.05     

对于总自旋，系统的能谱是高度简并的。下面我们考虑加上一个弱的依赖自旋

的磁场梯度 G，在单粒子哈密顿（5.3.2）中已经介绍过了。如图 5.4 所示，不同自

旋分量的原子感受到不同的外势，对于自旋 1m   的两个分量的粒子感受到的谐振

子势向左（右）平移 2 /hoG Ga    个单位，向下平移 2 2( ) / 2G m 。对应的有效自

旋链在强相互作用区域可以写成 

 ,z
eff eff i i

i

H H G D s                （5.3.7）   

这里  2

1 1
!

N

i i F N jj
D N x x x dx 


   表示第 i 个粒子的平均位置。磁场梯度会破

坏总自旋守恒和宇称守恒，意味着 effH  与 2S 和不再对易。然而我们发现 effH  与
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1

N

jj
T a


  [120]是对易的，这里 

0 0 1

0 1 0

1 0 0
ja

 
   
 
 

                            

用来将第 j 个粒子的自旋翻转。这里简单的可以看出 , 0zT S  ， , 2z zT S TS 。T

作用到一个能量的本征态 ,i zE S 上，将变成另一个简并的态 ,i zE S ，也就是 

, , .i z i zT E S E S                              

从图 5.5 我们发现，磁场梯度部分消除了能谱的简并。总的磁量子数 zS 和 zS 的态

仍然简并。此时，系统的基态是使能量达到最低的所有总自旋态的混合，且出现了

自旋分量的分离（图 5.4 的下图），在 0 2g g 的一阶相变也消失了。对于偶数个粒

子，基态的总磁量子数为 0zS  （图 5.4（a））。对于奇数个，最低能量态的总磁量

子数为 1zS   （图 5.4（b））。 

 

图 5.7 (a)给出粒子数为 N=3,自旋 1 或者-1 分量的占据几率的频率和振幅随 0 2/g g 的变化规律。

(b)给出了相互作用强度 0 2/ 2g g  和 0 2/ 0.5g g  时，占据几率 mP 作为 2/t g 的函数关系，这

里 m=0, 1 。频率的单位是 1 2/ 2J g ， 2/t g 的单位是 3 3/m  (这里的 m 表示质量)。红实

线展现的是 m=0 分量的占据几率，绿点线是 m=-1 分量的占据几率，黑虚线是 m=1 分量的占据

几率 

第 m 个自旋分量的密度分布可以定义为 
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( ) ( )( ) ( ),i i
m m

i

x x                  （5.3.8）   

这里 

 
1

2

, , 1 ,, , |
N i

i
m m m N m mm m               （5.3.9）   

是第 i 个自旋的磁量子数等于 m 的几率，  
2( )

1 1( ) ! ( ) ( , , )i
N i N Fx N dx dx x x x x          （5.3.10）  

是发现任意自旋第 i 个原子在 x 的位置的几率。在图 5.4 的下图，我们展示了梯度

取值为 2 2
22 /G g  时的密度分布。由于在 SU(3)对称性可积点 0 2g g ，相互作用

是不依赖于自旋的，所以各个自旋分量的粒子数是守恒的[121]。在磁量子数 0zS 

的子空间，当粒子个数为偶数时，基态的自旋 0 分量的占据几率是零。当粒子个数

为奇数时，基态的自旋 0 分量的占据的粒子数为 1（图 5.4（a）（c））。我们可以这

样理解这一现象，对于费米化的原子总是从低到高一个一个的填充能级，由于外加

的梯度使左右两边的势阱降低 2 2( ) / 2G m ，因此两边势阱的能量要低，原子更倾

向于填充在两边。 

当我们给有效哈密顿量 effH  再加一个横向磁场 xS 时，哈密顿量与 zS 也不对易

了，这时简并完全消除。然而 effH  和算符 T 依然是对易的。当加入一个很小的时，

可以看做是一个微扰，对于偶数个粒子， 0zS  的基态的密度分布与没有加横向磁

场的情况相比几乎没什么改变，但是对于奇数个粒子情况就很不同了。基态可以认

为是没有加横向磁场的情况 1zS   两个基态（如图 5.6（a）和（d））的叠加态，即， 

 0 0

1
, 1 , 1 ,

2
odd z zG E S E S               （5.3.11）  

且满足 odd oddT G G 。横向磁场可以将两个简并的基态耦合在一起，由于守恒量

T 算符是一个将空间反演和自旋翻转联合的算符，使自旋 1 和自旋-1 的的密度分布

彼此对称（如图 5.6（b）），且基态的能量降低  。随着的增加，由于非对角项 xS

将不可避免的耦合更高的激发态，使得自旋 0 分量的几率显著的增加（如图 5.6（c））。

当然，如果系统离开可积点，自旋 0 分量的几率也会增加，如图 5.6（e）和 5.6（f），

0 2/ 2g g  ，可以明显看到自旋 0 分量的增加。 

5.3.2  动力学 

自旋 1 超冷原子的自旋混合动力学在多体系统中一直受到很大的关注。其主要

的研究方法是在平均场理论下通过求解多组分的 GP 方程来处理弱相互作用的玻色
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凝聚体 [122]-[131]。实验上通过囚禁 23 Na 和 87 Rb 来实现自旋 1 的旋量原子

[132]-[137]。在这一节，我们研究一个完全相反的情况，即强相互作用少体系统的

混合动力学。 

 

图 5.8 自旋 1 粒子数为 N=4 到 8 系统态传递保真度的最大值。黑色点线是 HHB 自旋链的

结果。红色实线是等效自旋链的结果。垂直的虚线表示相变点 0 2/g g =1 

囚禁冷原子实现等效自旋链为研究微观的磁现象提供了重要的应用。为了研

究这个系统的动力学，首先将强相互作用原子制备到一个依赖于自旋梯度为

2 2
22 /G g  的弱磁场中系统的基态  0 。由于总的磁量子数 zS 仍然是守恒量，

所以系统可以在一个 zS 的子空间进行演化。然后突然关闭磁场梯度，系统的演化主

要受等效自旋链哈密顿量 effH 控制。初态是非零 G 等效自旋链 effH  的基态。时间演

化的波函数的方程从初态  0 出发可以表示为 
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   0 ,
eff i

i i
H t E t

i i
i

t e c e  
 

                （5.3.12）  

这里  0i ic   是初态和系统能量为 iE 的第 i 个本征态的交叠积分。我们引入自

旋占据的定义，自旋 m 分量的占据几率为      i
m m

i

P t t ，其中    i
m t 是将表达

式（5.3.9）中的    i
m t 做这样的替换： (0) ( )t  。对于自旋 1 的系统两个在-1

和+1 两个态的原子碰撞散射有一定的几率变成两个在自旋为 0 态的原子，这就会导

致占据几率从    1 1P t P t  到  02P t 的转移，或者是其逆过程，但是总的几率守恒

 mm
P t N 。在任何时刻系统满足    1 1 zP t P t S   。在这一节我们只考虑总磁

量子数 0zS  的子空间的动力学演化，在这种情况下，一定有 1 1P P  。图 5.7 主要

解释了自旋各分量占据几率的动力学。当粒子数 N=3 时，相互作用参数 0 2/ 0.5g g 

和 2 两种情况，初态三个自旋分量的占据几率与可积点 0 2g g 的占据几率很接近，

也就是三个分量的几乎都是相等。从这样一个初态出发，自旋分量 0， 1 占据几

率随着时间做类似 Rabi 振荡，如图 5.7(b)所示，这与 0 2g g 的差别很大， 0 2g g 时

由于粒子数守恒，所以各个分量的占据不随时间改变，始终等于 1。受到自旋碰撞

动力学实验[138]的启发，我们在整个相互作用范围，对振荡曲线进行傅里叶分析得

到自旋 1 和-1 分量占据几率的振荡的频率和振幅(图 5.7(a))，发现振荡的振幅与基

矢前面的权重系数有关，振荡频率与能差有关， 1 1 3
1 3 3, ,E E E 这三个能级在自旋交换振

荡动力过程中起主要作用。在可积点，振荡的频率或振幅将等于 0，这可以保证每

个分量的占据几率保持常数，即，粒子数为 N=3 时， 0 1( ) ( ) 1P t P t  ，粒子数 N=4

时， 0 1( ) 0, ( ) 2P t P t  。导致这个现象的根本原因是，在这一点能级是高度简并的。

从图 5.7(a)可以看出能差 1 1
1 3E E 对应的振幅和另外两个相比要大很多，因此这一能

差对应的频率起着决定性作用。因此离开可积点，振荡频率都是增加的，且右侧比

左侧增加的缓慢。动力学性质在这里可以用来探测自旋 1 链的量子相变。 

下面我们研究另外一种动力学：量子态的转移。自旋链在量子模拟和量子计算

中有很重要的应用。自旋链被广泛的作为量子通道在小的量子网络中用来研究态的

转移[139]-[141]。一个近邻耦合自旋链的量子态的转移对于处理量子信息传递过程

是非常重要的。两相邻自旋的相互作用能在平移不变的 HBB 自旋链上是相同的，

可以用哈密顿量(5.3.6)来描述，这里我们令 2 0(2 / 1) / 3g g   ，但是在等效自旋链

中相互作用能(5.3.6)是格点依赖的。这里我们主要研究非均匀等效自旋 1 的链作为

量子通道的优越性。 

从一个地方传到另一地方传输一个已知或者未知的自旋 1 的量子态已经有很多
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研究结果[142][143]。最初的方案是，量子态的转移涉及到初始化 N 个格点的自旋

链，第一个自旋在任意态
2

1 0 11 0 1 ( 1)mm
         ，且与剩下的链是

没有耦合的。在 t=0 时刻，第一个自旋的自旋链突然耦合到一起，然后让系统在自

旋链上自由演化。在 t 时刻，量子态  传输到自旋链上最后一个自旋的能力可以

通过计算在格点 N 获得态  的保真度来衡量。理想的传输过程意味着某一时间使

自旋链的最后一个自旋达到  。我们考虑一个简单的情况，在 t=0，系统处在

 0 1,1 1    状态。我们的目的是探测在 t*时刻，1, 1, 1 态达到的最大几率。

定义态传递的保真度为 

   
2

|1 1, 1 ,F t t                 （5.3.13）  

它依赖于本征态 n
SE 在基矢 1 1, 1 和 1,1 1  上的展开系数。  F F t 表示在中

间某个时刻获得的最大值。图 5.8 给出了态转移的最大保真度随 20 /g g 的变化。对

于粒子数 N=4 的系统，当势阱频率为 40kHz  ，相互作用强度 3
2 20 /g m  时，

最大保真度出现的时间 *t 的范围是从 210 s 到 1.5s，随着 20 /g g 是随机变化的。我们

比较了长度为 N=4 到 8 的 HBB 和等效自旋链的保真度 F，发现等效自旋链转移态

的最大保真度整体上比 HBB 自旋链要高，特别是较长的自旋链。随着粒子数 N 的

增加，最大保真度 F 是减小的。在可积点 20 / 1g g  ，两种自旋链模型的保真度都达

到最大值，而在整个相互作用区域，有效自旋链总是提供了一个传递量子态更有效

的方式。 

5.4  小结 

一维多组分束缚势阱强相互作用系统可以用等效自旋链来描述。对于玻色子和

费米子都是适用的。外势的不同会导致不同格点间的耦合强度不同。我们主要研究

了自旋 1 玻色子系统的能级交叉以及能级排布随总自旋的变化，给出了铁磁和反铁

磁区域能级的排布规律。同时还研究了依赖于自旋的磁场梯度以及横向磁场对系统

的影响。依赖于自旋的磁场梯度和横向磁场都会降低系统的对称性，消除能级简并。

对于多组分的系统，混合动力学是一个很有趣的现象。基于等效自旋链的方便求解，

我们研究了强相互作用区域的自旋交换动力学。研究其振荡的规律。对于自旋 1 的

系统，希尔伯特空间要比自旋 1/2 的系统大，为量子信息的传递和编码提供了更安

全的通道。进而，我们还研究量子态传输的最大保真度，发现格点依赖的不均匀的

耦合参数导致量子态传输过程中的最大保真度更大。 
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第六章  费米子 SU(n)对称系统能级的精确排布 

超冷原子实验的精确可控为研究新奇的物理现象提供了一个很好平台，在固体

系统中是不容易实现的[144]。例如，超精细大自旋冷原子系统由于其内在的 SU(n)

高对称性表现出奇异的量子磁性，不同于通常只具有 SU(2)对称性的大自旋固体系

统。具有 SU(n)对称性的大自旋碱金属和碱土金属费米子已经在实验上实现

[145]-[153]。实验进展也激发了相关的理论研究，展示了 SU(n) 高对称性给量子磁

性和配对超流带来哪些不同的特点[154]-[158]。在强相互作用极限下，一维多组分

系统可以用自旋交换模型来描述，并用来研究 SU(n)对称的自旋系统的量子磁性

[159]-[167]。 

对于一维囚禁的单粒子问题，波函数的节点个数就可以确定能级的排布。振荡

定理（或称为 Sturm 定理）给出基态波函数的节点数目为 0（无穷远点除外），第 n

激发态的波函数的节点数目为 n。单粒子的能级排布问题还是很容易的，但是对于

相互作用的多粒子一维系统，给出其能级排布并不是那么容易。Lieb-Mattis 定理给

出了能级排布与波函数对称性的关系。但是仍然有一些不能比较，这一章，我们通

过求解少体系统，研究 SU(n)系统的能级排布。 

 

6.1  Lieb-Mattis 定理 

Lieb-Mattis 定理 I：囚禁在一维对称势阱中的 N 个电子，这里的外势不能依赖

自旋和速度，这时系统的能级排布与总自旋有关，如果 'S S ，则 E  S >E  'S [112]。 

这里用两个费米子的情况来解释 Lieb-Mattis 定理 I，两个自旋 1/2 粒子的哈密

顿量可以写成为 

 
2 2 2 2

1 22 2
1 2

, ,
2 2

d d
H V x x

m dx m dx
   

 
         （6.1.1）   

这里的 V 可以是任意对称的外势。也就是说，粒子相互间可以有相互作用，或者有

外势存在。这时总自旋是一个好量子数，总自旋可以是 S=0 或者 1，这个定理告诉

我们基态的总自旋是 S=0。我们知道系统的波函数由两部分构成，一部分是坐标波

函数，一部分是自旋波函数。由于整体的费米子波函数是满足交换反对称，总自旋

S=0 对应的本征态的形式为 
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  0 1 2, ,S x x                 （6.1.2）   

这里  1 2,S x x 是满足交换对称的实函数。总自旋 S=1 对应的本征态的形式为 

 1 1 2, ,A x x                                

这里  1 2,A x x 是满足交换反对称的。这里自旋部分的波函数我们选取的是磁量子数

1zS  的，也可以选取其它的。S=1 的三重态都是满足交换对称的。对于交换对称

的波函数可以满足  1 2, 0S x x  ，但是对于反对称的波函数  1 2,A x x ，在 1 2x x 的

地方一定是等于0的，因此S=0本征态的能量总是小于S=1本征态的能量。如果  E S

表示给定自旋 S 的最低能量，那么    0 1E E 。对于多粒子的情况也是满足的，但

是上面的定理只适用于两组分的情况，对于多组分就不再适用，S 就不能很好的排

序能级了。在某些特定的情况，Lieb-Mattis 定理 I 推广到多组分的情况，但不能用

S 来标记能级。 

能级的排布和波函数的对称性是相关的。对于多组分的费米子来说，波函数由

自旋部分和坐标部分波函数构成，虽然整体的波函数是满足交换反对称的，但是自

旋部分和坐标部分分别满足不同的对称性，就会导致能量有所不同。对于对称性分

类，最熟知的方式就是用杨图来区分。杨图对应的杨算符是一个对称操作的算符。

在介绍下一个定理以前，首先介绍一下杨图。每个杨图可以和一组整数配分数

1 2( , , , )n   对应，满足 

 1 2 .n      

i 表示杨图中第 i 行的格子数目。在杨图中上面行的格数不少于下面行的格数，左

面列的格数不少于右面列的格数，例如 

                                  

对应 1 2  ， 2 2  ， 3 1  ， 4 0  ， 5 0  。杨图的列数或者行数不超过总的格子

数目 n。横向的格子对应置换对称的操作，纵向的格子对应置换反对称的操作。杨

图对应的对称操作是所有横向置换之和乘以所有纵向的反对称置换之和。例如，

表示交换对称操作 12(1 )P ， 表示交换反对称操作 12(1 )P ,这里 12P 是置换算符。因

此对称性分类可以用杨图表示。 

    下面介绍 pouring 原则， 和 是两个不同对称性分类，如果 对应的杨图向

右移动格子，可以得到 对应的杨图。我们可以说 灌注 ，也可以认为 的反对
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称性要高于  。更一般的表达方式为，  的杨图每一列格子的个数满足

1 2 3n n n  ，  的满足 1 2 3n n n    ，如果满足 1 1n n ；  1 1 2 2n n n n    ；

   1 1 2 2 3 3n n n n n n       ；等等，这里只要有列消失了就可以认为是 n=0。对于两

分量的系统，总自旋和杨图具有共同的本征态，对应坐标部分波函数的杨图只有两

列，自旋部分波函数的杨图只有两行。因此所有的对称性分类都满足 pouring 原理。

当 的杨图向左移动一个格子，再向右移动一个格子得到 ，这时就不满足 pouring

原理，因此两个杨图中至少有一个要有三列或者三行才不满足这个原理。 

Lieb-Mattis 定理 II： 和 属于不同的对称性分类，  E  和  E  分别是表示

两个对称性分类的基态能量。如果 可以灌注 ，则    E E  。 

Lieb-Mattis 定理 II 是 Lieb-Mattis 定理 I 的一个扩展，同时也包含 Lieb-Mattis

定理 I。对于费米子系统只要满足 SU(n)对称性，外势与自旋和速度无关，满足 pouring

原理的对称性分类，总是可以比较能级的。 

6.2  SU(n)对称性系统的能级排布 

对于一维 n 组分具有 SU(n)对称性的费米子系统，可以用下面的哈密顿量描述 

    
2 2

2
.

2

N

i i j
i i ji

H V x g x x
m x




 
      
 

  （6.2.1）   

这里假定不同组分间的相互作用强度 g 是相同的。由于相互作用不依赖于自旋，各

个组分的粒子数是守恒的。 

6.2.1  均匀系统 

首先，我们考虑均匀系统的情况：在 ( / 2, / 2)ix L L  区间   0iV x  ，在其他区

域V   ,在开边界条件下波函数满足  / 2 0ix L    ，为了方便，引入相互作用

强度 2/c mg  ，并且在下面的计算中选取自然单位 2 2 1m  。这个系统可以用

BA 方法精确求解[168]-[170]，对应的 Bethe ansatz 方程为：  

1
1 1

1

2 2 , 1, 2 , ,
/ 2 / 2

M
j j

j j

k k
k L I j N

c c
 



 
  



     
               

  （6.2.2）   
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  （6.2.3） 

其中 0 ,k     2arctan ,x x  0 ,M N 0nM  。这里 rM 按照降序 0 1 1nM M M  

取整数。量子数 jI 和 rJ 也是整数。 jk 是准动量， r
 是自旋快度，用来描述自旋波

的运动。每个自旋分量的粒子数 rn 与量子数 rM 有关，关系为 1r r rn M M  。我们

假设每个分量的粒子满足排序 1 2 nn n n   。对于排斥相互作用 0c  ，这里没有

束缚态，准动量{ }jk 都是实数。本征能量为 2
1

N
j jE k  。 

 

图 6.1 给定量子数 rM ，N 个粒子具有 SU(n)的对称性系统状态的杨图。左边和右边的杨图分别

表示坐标和自旋波函数的对称性分类。两者互为共轭 

对于一组给定的{ }( 0, , 1)rM r n  ，这里存在唯一的杨图与之对应，杨图的

行或者列的格子数由粒子数分布{ }rn 唯一确定（如图 6.2）。下面我们考虑粒子数 N=4

具有 SU(4)对称性的情况，{ }( 0, ,3)rM r   有 5 种分类，即{ }rM = {4,3,2,1}，

{4,2,1,0}，{4,2,0,0}，{4,1,0,0}，{4,0,0,0}，相应的 5 种粒子数分布为{ }rn ={1,1,1,1}，

{2,1,1}，{2,2}，{3,1}，{4}，每一种粒子数分布对应的基态的波函数都属于不同的

对称性分类。对称性分类是可以用杨图来表示的，上述的 5 种粒子数分布可以用图

6.2(b)的杨图 Y= 4(1,1,1,1) (1 ) ， 2(2,1,1) (2,1 ) ， 2(2,2) (2 ) ， (3,1)， (4)从左到右
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分别表示。 1 2 3 4( , , , )n n n n 中的 rn (r=1,…,4)表示杨图中第 r 列的格子的个数。第 r 列

的格子的个数与第 r 分量的粒子数目 rn 是相同的。例如 (1,1,1,1)表示杨图，

与各分量的粒子数分布为 1 2 3 4 1n n n n    是对应的。这里我们用的杨图的表示并

非常规的表示方式，但是与文献[171]是相同的。 

根据LM定理 II，对于高对称系统，不同对称分类的基态的能量如果满足pouring

原理就可以比较。对于 SU(2)的系统所有的对称性分类都满足 pouring 原理。然而对

于 SU(n)总是有一些对称性分类是不满足 pouring 原理的，例如，对于六个粒子满足

SU(4)对称性系统的两个对称性分类(3,3)和 2(4,1 ) 就没有办法比较，因此我们利用

LM 定理 II 就不能确定哪个能量更低。 

 

 

图 6.2 对于粒子数(a) N=4 和(b) N=6 具有 SU(4) 对称性系统，不同置换对称性分类的基态能量

随无量纲相互作用强度 的变化。(a)从虚点点线到实线分别对应不同对称性分类的基态。相应

的对称性可以由坐标部分波函数的杨图(b)来描述。(c)从实线到点虚线对应的不同对称性分类可

以用(d)中的杨图来描述 
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图 6.3 (a)不同的对称性分类的最低能量随无量纲相互作用强度 的变化。离散的符号表示通过

求解有效自旋链得到的结果。实线是通过求解 BA 方程得到的结果。(b) 对于 N=6 具有 SU(4) 对

称性的谐振子，通过对角化等效自旋链得到不同对称性分类的最低能量。这里我们用自旋部分

波函数的杨图(b)来描述不同的对称性分类，这里的杨图和图 6.2(d)坐标部分波函数的杨图是互

为共轭的 

根据 BA 方程中量子数和对称性分类独特的一一对应的关系，我们可以数值求

解 BA 方程计算出每个给定的对称性分类的最低能量。BA 方程中求解给定粒子数

分布的最低能量的的量子数的选取为{ {1,2, , }}jI N  和{ } {1,2, , }r
rJ M   。在图

6.2 中我们展示了自旋 3/2 具有 SU(4)对称性的费米子气体的结果。图 6.2(a)给出了

对于粒子数为 N=4 的情况，5 种不同的粒子数分布对应的最低能量排布与对称性分

类的关系          2 44 3,1 2,2 2,1 1E E E E E    ，这个排布在除了 TG 极限情况
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下 的整个区域0   都满足，这里 /cL N  是无量纲的相互作用强度。在

TG 极限情况下，能量都是相同的。显然，这与 LM 定理 II 给出的能级排布的结果

是一样的，这五个不同的对称性分类根据 pouring 原理都是可以比较的。然而对于

粒子数为 N=6 的情况， 2(3 )和 2(4,1 )彼此就不满足 pouring 原理，因此 LM 定理 II

就不能判断 2(3 )E 和 2(4,1 )E 哪个能量更低。同样，利用 pouring 原理， 3(3,1 )E 和 3(2 )E

也是不能比较的。与 N=4 的情况类似，对于 N=6 的情况所有的对称性分类都能通

过求解 BA 方程来确定，能级排布的结果展示在图 6.2(c)。通过对称性分类所有的

能级都能给出了一个排序，很明显 2 2(4,1 ) (3 )E E ， 3 3(3,1 ) (2 )E E 。我们的结果超

出了 LM 定理 II 比较能级的范围。 

下面我们重点研究强相互作用区域的能级排布。在强排斥区域  / 1cL N  ，自

旋快度  r
 正比于 c，准动量 jk 是有限值。将方程(6.2.3)式展开到 /jk c 的一阶，准

动量可以写成  3
2 2 2 /j j jk L I k c O c     ，可以得到  / 1 /j jk I L cL   ，这

里 
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来确定。这个方程是通过将第二个 BA 方程(6.2.3)式展开得到的，也就是说让方程

(6.2.4)中的 r=1，展开到 /jk c 的一阶。上面的方程不能完全的确定 1
 ，因为还包含

了 2
 ，需要反复的迭代下面的方程 
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  （6.2.6） 

1, , ( 2, 1)rM r n     ，这里 /r r c   。SU(n)费米子系统的基态能量保留到 1c ，

可以得到 
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这里 
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  （6.2.8） 

是 c  时的能量，与完全极化费米气体的能量相同，符合一般的玻色费米映射

[113][172]-[174]。 

 

图 6.4 对于粒子数为 N=6，具有 SU(6)对称性系统的 11 个对称性分类的基态能量随无量纲相互

作用强度 的变化。从暗红的实线到深蓝的点线对应着不同对称性的分类的最低能量。图中的

插图是不同对称性分类的杨图 

方程(6.2.5)和(6.2.6)正是开边界条件具有 SU(n)对称性的海森堡自旋链 

 
1

, 1
1

( 1),
N

S i i
i

H J P





    （6.2.9） 

的 Bethe 方程，这里 , 1i iP  是交换第 i 和第 i+1 个粒子自旋态的置换算符。J>0 时， SH

的基态能量是 SE J  [175]。通过与 (6.2.7)式比较，发现在强相互作用极限下等
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效哈密顿量可以由 eff F SH H E H   给出。这里交换参数为 2 /FJ   ， /F FE N

是平均费米子能量。图 6.3(a)展示了粒子数 N=6 均匀系统在强排斥相互作用极限下

H 的能谱。在无穷排斥相互作用极限 ，所有不同对称性分类的能级简并。当

相互作用强度离开 TG 极限，能级劈裂，对于属于不同对称性分类 SH 的基态能量取

不同的值。劈裂能级的排序可以用不同的自旋部分波函数的杨图来区分。自旋部分

波函数的杨图和空间部分波函数的杨图互为共轭（如图 6.1）。 

我们的结果可以推广到 n 很大的情况，多组分 SU(n)对称性的系统。例如，对

于 6 个粒子 SU(6)对称性的系统，我们求解 n=N=6 的 BA 方程，得到 11 个对称性分

类的基态能量，如图 6.4 所示。与 SU(4)的情况比较，这里多了两个对称性分类(5,1)

和(6)，同样这里存在由 pouring 定理不能比较的对称性分类，例如 2(3 )和 2(4,1 )，同

样还有 3(3,1 ) 和 3(2 ) 。然而我们的结果证明不同的对称性分类的基态能量由杨图唯

一的确定，能级排布为 4 6(6) (5,1) (4,2) (2,1 ) (1 )E E E E E     ，只有在 TG 极限

的情况下，等号才是成立的。结果表明在相互作用的整个区域排序都是不变的。 

6.2.2  非均匀系统 

在上一章我们介绍了强相互作用系统可以很好的用等效自旋链来描述。上一节

我们也给出了均匀系统的等效自旋链。这一节，我们主要研究非均匀具有 SU(n)对

称性系统的能级排序。非均匀具有 SU(n)对称性系统的等效自旋链为 

 
1

, 1
1

( 1),
N

eff i i i
i

H J P





    （6.2.10） 

这与均匀系统不同的是交换系数是格点依赖的， iJ 的定义在上一章已经给出。下面

我们考虑外势为谐振子 2 2( ) / 2V x m x 的情况。当粒子数为 N=6，交换参数为

3 cJ J ， 1 5 0.5743 cJ J J  ， 2 4 0.8956 cJ J J  ，这里 cJ 表示在势阱中心的两个自

旋的等效交换强度。通过直接对角化对应的自旋链模型，就可以得到强相互作用非

均匀系统的能级排序，如图 6.3(b)所示，能级排布可以由他们的对称性唯一的确定，

与均匀系统的结果是一致的。我们的结果表明从一维无限深势阱过渡到谐振子势阱

不会影响对称性分类的能级排布。 

6.3  小结 

这一章，我们主要研究了一维多组分 SU(n)对称性系统的能级排布。Lieb Mattis

定理可以给出满足 pouring 定理的不同对称性分类的能级排布。对于不满足 pouring
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定理的对称性分类是不能比较的。我们基于 BA 的精确解结果，给出均匀系统能量

排布与量子数的对应关系。量子数分布与基态波函数的对称性分类是一一对应的。

因此我们可以给出所有对称性分类的能级排布，包括不满足 pouring 定理的对称性

分类。对于强相互作用区域，通过将 BA 方程做级数展开，系统可以用交换系数为

常数的 SU(n)自旋交换模型来描述。对于非均匀的系统，外势为谐振子势阱的情况，

同样可以用自旋交换模型来描述，唯一的不同是自旋交换系数不再是常数。通过求

解等效自旋链，可以发现我们的排序规则同样适用于非均匀的系统。我们的结果为

高自旋 SU(n)对称性体系提供了一个更一般的能级排序规则。 
 

 

 



第七章  总结与展望 

77 

第七章  总结与展望 

随着冷原子实验迅速发展，实验上的精确操控，使得少体系统的研究成为目前

关注的热点。本论文主要受到当前冷原子少体实验的启发，通过变分法，Bethe ansatz

方法，以及微扰论分析求解少体系统。本论文的主要内容可以分成三大部分：第一

部分也就是文章的第一章主要介绍了本论文工作涉及到的部分研究背景知识和相

关实验进展等内容；第二部分主要研究了一维两体问题，用不同的方法求解了亚稳

态势阱及双势阱中两个原子的能谱以及密度分布，涵盖了第三，四章；第三部分主

要研究了强相互作用的自旋 1 和具有 SU(n)对称性的少体原子系统，通过等效

Heisenberg 自旋链模型，给出系统的能级排布，研究其动力学性质，涵盖了第五，

六章。 

第三章介绍了两个粒子在亚稳态势阱的隧穿理论和两个粒子在谐振子势阱中

的精确解。然后给出一个试探波函数，通过变分法给出两个有相互作用的费米子在

谐振子势阱的基态能量以及基态波函数。与文献[64]中的试探波函数比较，我们主

要考虑了波函数一阶导数的连续性，代替了 Bethe ansatz 的边界条件给出一个更准

确，更符合实际情况的试探波函数。基态能量和密度分布与精确结果都吻合的很好。

与精确解相比，我们给出的波函数的形式更为直观。由于多个相互作用费米子在谐

振子中的情况是没有精确解的，谐振子又是实验中常见的外势，这里我们也希望用

变分法可以实现求解多个粒子的基态波函数以及能量。 

第四章首先通过 Bethe-ansatz 假设给出了 N 个粒子在双阱中的波函数，利用边

界条件给出波函数中系数的比值关系，化简得到准动量的限制条件，即一组

Bethe-ansatz 方程，求解这些方程得到系统的能谱。接着重点研究了两个粒子的情

况。用 Bethe ansatz 给出的精确结果，只能求出奇宇称的解。通过求解 Bethe-ansatz

方程给出了 b 态的占据几率随相互作用强度的变化，发现占据几率明显的依赖于相

互作用强度，与双模近似的结果差异很大。接着研究初态为 NOON 态的隧穿动力

学，得到不同相互作用强度下占据几率的振荡规律。 

第五章，我们主要研究了强相互作用系统，通过玻色费米映射结合微扰论给出

一维多组分束缚势阱强相互作用系统的等效自旋链，适用于玻色子和费米子。外势

会导致格点间的耦合强度的不同。对自旋 1/2 系统的等效自旋链，分析了波函数的

密度分布和能级排布的规律。然后重点研究了自旋 1 玻色子系统，给出能级交叉以
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及铁磁和反铁磁区域能级排布随总自旋的变化规。同时还研究了依赖于自旋的磁场

梯度以及横向磁场对系统的影响。依赖于自旋的磁场梯度和横向磁场都会破坏系统

的对称性，使系统的对称性降低，能级的简并消除。对于多组分的系统，混合动力

学是一个很有趣的现象。基于等效自旋链的方便求解，我们研究了强相互作用区域

的自旋交换动力学。对于自旋 1 的系统，希尔伯特空间要比自旋 1/2 的系统大，为

量子信息的传递和编码提供了更安全的通道。进而我们还研究了量子态的传输最大

保真度，发现格点依赖不均匀的耦合参数量子态传输过程中的最大保真度更大。等

效自旋链为研究强相互作用系统提供了一种手段，目前很多理论小组都以此为基础

研究少体系统的基态相变，动量分布，能级的占据几率等等。 

第六章主要研究了一维多组分 SU(n)对称性系统的能级排布。对于两组分的系

统，满足 SU(2)对称性，此时系统的能级排布可以用总自旋 S 来标记。对于多分量

的系统，Lieb Mattis 定理可以给出满足 pouring 定理的不同对称性分类的能级排布，

对于不满足 pouring 定理的对称性分类是不能比较的。我们基于 BA 的精确解结果，

给出均匀系统能量排布与量子数的对应关系。量子数分布与基态波函数的对称性分

类是一一对应的。因此我们可以给出所有对称性分类的能级排布，包括不满足

pouring 定理的对称性分类。对于强相互作用区域，通过将 BA 方程做级数展开，系

统可以用交换系数为常数的 SU(n)自旋交换模型来描述，也就是等效自旋链。对于

非均匀的系统，外势为谐振子势阱的情况，同样可以用自旋交换模型来描述，唯一

不同的是自旋交换系数不再是常数。通过求解等效自旋链，可以发现我们的排序规

则同样适用于非均匀的系统。我们的结果为高自旋 SU(n)对称性体系提供了一个更

一般的能级排序规则。 

量子少体问题是当前的一个研究热点问题。少体系统的研究对于理解微观现象

有很大的帮助，也为研究多体系统奠定了基础。 
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