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中 文 摘 要 

非厄米量子力学的研究是量子力学探索微观系统在环境作用下系统特征变化的

重要延伸。近几十年得到了迅猛发展，其中以 PT对称的发展最为显著。它在理论和

实验上都有重大发现，吸引了很多科研工作人员的关注。 

首先我们研究了在两个光场和一个射频场共同作用下，宇称和时间反演对称的

有效两能级原子系统的动力学性质。通过调节射频场强度和相对相位，可以使该系

统从 PT对称未破缺态进入到 PT对称破缺态。相比厄米系统，我们也观察到了 Rabi

振荡，在非破缺的 PT对称态中可通过改变射频场强度和相对相位调整其振荡特性。

在奇异点，Rabi 振荡消失。为了更好地了解该系统的特性，我们研究了其有效的布

洛赫动力学模型，找出了不动点的 z分量出现在 PT对称破缺和 x-y 平面上的投影，

相比标准的 PT对称二能级系统其是可以进行高精度控制的，我们的成果对研究复杂

PT对称模型的动力学行为有非常重要的意义。 

其次我们研究了在中间阱有耗散情况下的非厄米三阱系统的动力学性质，当两

端两阱中的化学势相同且非线性相互作用被忽视，将始终存在一个暗态，其本征能

量为零，且暗态上的投影不随时间和损耗因子的变化而变化。损耗因子的增加使得

从阻尼振荡衰减到过阻尼衰减。然而，当引入非线性相互作用时，两端两阱的相互

作用项是相同时，暗态上的投影将明显减弱。同时，损耗因子的增加也会加剧耗散。

在这个过程中，中间阱的相互作用不起作用。当两端两阱的化学势或相互作用不均

匀时，将随时间消失。此外，当我们把三阱系统扩展到一般的（2n＋1）个阱时，在
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没有非线性相互作用的情况下，系统将有 n2/1 被损耗掉，大大降低了耗散。实验上

可以用来提高信号在某些介质内传播时抗耗散性能的方法，对于实际应用有重要的

指导意义。 

 

关键词：非厄米；PT对称；动力学；破缺；暗态；布洛赫模型； 
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ABSTRACT 

Non-Hermitian quantum mechanics is an important extension of 

quantum mechanics to study the property of the microscopic system affeced 

by environment. In the past decades it has developed rapidly, of which 

the progress of parity- and time-reversal (PT) symmetry is the most 

noticeable. Thus the significant discoveries in theory and experiment 

attract many researchers' attention. 

We investigate the dynamics of PT symmetric two-energy-level atoms 

in the presence of two optical and a radio-frequency (rf) fields. The strength 

and relative phase of fields can drive the system from unbroken to broken PT 

symmetric regions. Compared with the Hermitian model, Rabi-type 

oscillation is still observed, and the oscillation period and frequency are also 

adjusted by the strength and relative phase in the region of unbroken PT 

symmetry. At exception point (EP), the oscillation breaks down. To better 

understand the underlying properties we study the effective Bloch dynamics 

and find the symmetry breaks when the z  components of the fixed points 

are not zero and the projection in yx −  plane can be controlled with high 

flexibility compared with the standard two-level system with PT symmetry. 

These are help to study the potential character of the system with PT 

symmetry. 

We investigate the dynamical properties for non-Hermitian triple-well 

system with a loss in the middle well. When chemical potentials in two end 

wells are uniform and nonlinear interactions are neglected, there always 

exists a dark state, whose eigenenergy becomes zero, and the projections onto 
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which do not change over time and the loss factor. The increasing of loss 

factor only makes the damping form from the oscillating decay to 

over-damping decay. However, when the nonlinear interaction is introduced, 

even interactions in the two end wells are also uniform, the projection of the 

dark state will be obviously diminished. Simultaneously the increasing of 

loss factor will also aggravate the loss. In this process the interaction in the 

middle well plays no role. When two chemical potentials or interactions in 

two end wells are not uniform all disappear with time. In addition, when we 

extend the triple-well system to a general )12( +n -well, the loss is reduced 

greatly by the factor n2/1  in the absence of the nonlinear interaction. This 

can be used to improve the fidelity of signals when propagating in some 

media, which has important guiding significance for the practical application. 
 

 

Key words：Non-Hermitian; PT symmetry; Dynamics; Broken;Dark State; 

Bloch Mode 
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第一章  绪论 

1.1 引言 

1.1.1 研究背景简介 

非厄米（Non-Hermitian）理论作为传统量子力学的补充和发展，可解决很多

传统量子力学不能解决的问题。和经典物理一样，量子力学系统也会受到不可控

制的环境作用影响，而且此类影响很难被忽略。另外，对环境自由度的完全微观

描述或控制，仅仅是部分可行甚至是完全不可行的，这就导致量子系统的完全隔

离是不可能的。因此，大多量子系统必须被看做是开放系统，对其研究过程中非

厄米理论将起着至关重要的作用[1]。应用非厄米理论对开放系统的持续研究，是

量子力学理论探索微观系统在环境作用下系统特征变化的重要延伸[2]。同时，

Landau 和 Lifshitz 也在其非相对论量子力学的相关著作上，提到了非厄米量子力

学的重要性。 

一般情况下，非厄米系统的哈密顿量由厄米部分加上虚数势能项构成。引入

虚数项有很重要的物理意义，在包括光学、材料物理等物理学分支上都有极高的

应用价值。例如，在描述光场与多能级原子系统的相互作用过程中，考虑自发辐

射而引入的衰减项[3]；BEC 在局部开放的势阱中，边界有衰减或泄漏的情况下，

都可以通过引进负虚数能量来描述[4-10]。而且，复数能量的虚部若为正可用来

描述增益，为负则可描述耗散，如光在某种媒介传播时发生的增益或者散射现象。 

在过去的二十年中，研究人员对非厄米算符的物理特性表现出了越来越浓厚

的兴趣。1998 年，Bender 在理论上提出了研究 PT 对称的非厄米系统的本征谱

[11]，从而在某些参数区域得到纯粹的实数特征值[11-12]，通过引入一个适当的

内积可以定义封闭系统的一个连续量子理论[13]。近期，光学系统中 PT 对称的

研究成果越来越多[14-16]，2016 年肖艳红等人第一次在热原子
87Rb 蒸气中实现
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了反 PT 对称[17]，该研究组在实验中通过光与Λ型三能级原子耦合，分别通过

蓝失谐和红失谐的两束光控制激发能级和一个基态能级之间的跃迁，从而得到一

个关于能级跃迁的有效反 PT对称哈密顿量。 

非厄米量子动力学不具有幺正特性，因此其很多特征远远没有被真正理解。

不断的对耗散系统的研究发现，从最初利用 Lindblad 方程描述耗散系统[18，19]，

发展到了用哈密顿量中的负虚数能量来描述耗散[11，13，20-22]，目前这一领域

已经吸引了越来越多的科研人员关注。另外，耗散在实验中也可以得到很好操控

[23]，光在光纤中传播时具有复数形式的折射率，由于其虚部描述了增益或耗散

特性[2]，因此其在局域位置的损耗很容易实现控制。一个有耗散的开放量子系统，

可通过薛定谔方程来描述其时间演化[11，13，17-21]，或者可以通过系统与环境

耦合的主方程来研究[10，23，24]。 

非厄米量子系统的本征态不是正交完备的，但哈密顿量右手态矢量和左手态

矢量组成的双正交基矢满足正交完备归一[25]。且这两个共轭哈密顿量的本征值

在某个奇异点相等，相位关系具有手征性。目前对于非厄米系统的很多研究还处

于探索阶段，山西大学李禄小组研究了 PT 对称条件下非线性波导中对称孤子和

非对称孤子解的存在性、稳定性及其动力学演化的特性[26]。南开大学的宋智小

组研究了 PT 对称的周期格点模型的物理特性[27]，中科院物理所陈澍小组对一

维格点拓扑模型，如 Su-Schrieffer-Heeger（SSH）模型的本征值和拓扑边界态在

引入非厄米 PT对称虚化学势项后受到的影响，以及两个一维非厄米 PT对称格点

模型的散射过程[22,28]，另外他们还具体分析了具备手征对称性的非厄密系统，

并给出其几何解释。其定义了哈密顿量的投影围绕两个奇异点（EPs）的缠绕数.

系统的缠绕数可以看作是这两个缠绕数的和的一半。在开边界条件下会出现其系

统缠绕数数值二倍数量的边界态。而围绕异常点的缠绕数的差值也是表征手征对



第一章  绪论 

3 

称性非厄密系统的拓扑量。这两个拓扑量共同标定了系统的拓扑状态，这和厄密

系统是有巨大差别的[29]。德国 Wunner 小组在 PT对称模型研究领域做了大量的

工作，2014 年他们研究了 PT 对称的双势阱非线性量子动力学问题[30]。黄国翔

教授在 2013 年研究了
87Rb 和

85Rb 两种原子三能级的操控，找到了其折射率满足

PT对称的条件[31]。2016 年肖艳红研究员构建的 PT反对称的哈密顿量[17]，极

大地增加了非厄密光学的研究范围，展现了更多有趣的光学性质，并发展了新的

光调控技术手段。这些工作都为相关的理论研究者们提供了广阔的研究前景，在

此基础上，我们研究了 PT 对称下有效两能级系统的哈密顿量及动力学行为，发

现在相变前后的演化以及临界点（Exception Point，简称 EP）的演化有所不同：

在对称区间满足类似于 Rabi 振荡的动力学行为，而在相变点和相变后系统都将趋

于某个稳定态。这种行为，在布洛赫球上可用固定点来描述，而且相关固定点也

很好的反应了相变的特征[32]。 

另一方面，PT 对称的研究最早是在光波导中实现的[33]，波导折射率

)()()( 21 xinxnxn += ，其中描述线性材料基础折射率的实部 )(1 xn 满足偶宇称， )(2 xn

满足奇宇称，其表征材料的增益和耗散对应为虚部，因此 )()( * xnxn −= ，由折射率

决定的势函数满足[34-35] 

)()( * xVxV −=  

这可以帮助进一步研究 PT 对称系统的物理特性。另外，其虚部的可操控性为我

们研究非厄米系统提供了理想的平台，在此基础上我们研究了在光波导中有耗散

的三阱系统动力学及 Kerr 非线性的出现对动力学的影响[36]。 

本章首先介绍了 PT 对称算符，同时对研究非厄米系统的一些原理做了简要

介绍，包括 PT 对称的双阱模型、双正交完备基矢等。接下来，我们介绍了光与

三能级原子的相互作用模型，并在此模型基础上利用大失谐近似计算得到了一个
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有效的两能级哈密顿量，求解了Λ型三能级系统暗态的精确解。 

 

1.1.2 PT对称算符简介 

量子力学中的宇称算符 P 是空间反演对称的算符，具体操作是所有坐标同时

变号：如在宇称算符操作下坐标 xx −→ ，动量 pp −→ ，波函数 ( ) ( )xx −→ψψ ，由

坐标变号引起的对称称之为宇称对称。时间反演算符 T 是时间变号的算符，表示

运动反演，由时间变号所具有的对称性称之为时间反演对称。时间反演算符 Τ是

反幺正的反线性算符，也不是自逆算符。时间反演算符作用后位置空间不变，运

动方向相反，反线性算符的性质要求所有复数的系数变为其复共轭，所以其作用

效果是：坐标 xx → ，动量 pp −→ ， ii −→ 和 ( ) ( )xx *ψψ → 。对于一般的哈密顿

量 

( )xp V
m

H +=
2

2

 

其中m 是质量， ( )xV 是势能。如果该哈密顿量满足 PT对称，即 ΤPΤP HH = ，则

势能函数满足 ( ) ( )xx −= *VV 。换句话说， ( )xV 可分解成实部和虚部两部分

( ) ( ) ( )xxx IR ViVV ε+= （ ε为描述势能虚部的参数），其中实部是偶宇称函数而虚部

是奇宇称函数，哈密顿量 H 和 PT对称算符 PΤ可具有共同本征态。当 0=ε 时，哈

密顿量是厄米算符。Bender 研究了 PT对称的哈密顿量 ( )vixxmH 22 2/ += p （ 0≥v ），

并发现其动力学演化服从幺正的时间演化算符，其与传统的量子力学并不矛盾

[12，13，20，37-39]。 

有关 PT对称系统的第一个实验是在光学领域实现的，在具有 PT对称的光波
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导中见证了 PT对称相变[40-41]。光学，尤其是光电子与光子学是 PT对称实验

很好的实现手段和途径[42-43]。而在凝聚态物质和经典电动力学方面，PT 对称

的实验也已经实现[44-45]。另外在扁平的微波腔[46]、光学腔[47-50]以及回音

壁模[51-52]等，实验上也已经实现了 PT对称的模拟工作。2016 年肖艳红实验组

采用光与原子实现的反 PT对称的哈密顿量[17]，其实验装置如图 1.1 所示： 

 

图 1.1 在热的
87Rb 气室中，通过快速原子相干输运实现反 PT对称 

（a）系统装置的三维立体视图 

（b）Λ型三能级原子 EIT 组态下实现反 PT对称的系统的两个通道[17] 

 

图 1.1（a）描绘了温度在 40
。
C 时两束空间分离的光通道（ch1 和 ch2），每个通道

都利用弱的探测光场和强的控制光场在电磁感应透明条件（EIT）下进行操控。图

1.1（b）为光与Λ型三能级原子相互作用的原理图，其中两个基态分别是塞曼子

能级 0,2 == FmF 和 2,2 == FmF ，而激发态是
87Rb D1线的 1,1' ' == FmF 。 ( )1

1Ω 和
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( )2
1Ω 分别是两个通道 ch1 和 ch2 的强控制光场，操控 31 → 跃迁； ( )1

2Ω 和 ( )2
2Ω 分别

是两个通道 ch1 和 ch2 的弱探测光场，操控 32 → 跃迁，但是这里两个通道的光

场分别是符号相反、大小相同的失谐量 0Δ ，稳态下原子主要占据基态 2 。通过控

制实验参数，可以实现反 PT对称的有效的哈密顿量 

2'HIH Beff +−= δ                       （1.1） 

在实验中 Bδ 指的是与系统本征值的偏差， I 是一个 22× 的单位矩阵。而 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−
−

=
120

120
2 '

'
'

γΔΓ
ΓγΔ

ii
ii

H
c

c
                    （1.2） 

描述两个本征-EIT 模式的有效作用关系， pcγ ΓΓγ 2' 1212 ++= ，其中 12γ 是基态退相

干率， cΓ 是两个通道之间基态相干耦合率， pΓ 是控制光场的泵浦率。哈密顿量

（1.2）的本征值为 

22
012' ci ΓΔγω −±−=±                     （1.3） 

本征谱如图 1.2 所示，理论和实验模拟结果得到了很好的吻合，这个实验为我们

做的课题研究提供了有力的支撑。 

 

图 1.2 各项同性的热原子
87Rb 气室中 EIT 通道的反 PT对称耦合模式 

（a）本征频率的实部 ]Re[ω ，（b）本征频率的虚部 ]Im[ω [17] 
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1.2 研究非厄米系统的一些原理 

在本节中，我们将介绍非厄米系统的一些基础内容。实验上可以在各种装

置中通过三能级原子来模拟实现两能级的非厄米系统，如束缚在阱中的离子，

光学腔以及光晶格中的原子等，原子态的操控如图 1.3 所示，一般情况下可通

过测量是否发生自发衰减来判断是否为非厄米系统[53-55]。近几年非厄米模型

因其丰富的物理行为[2，56-58]，引起了很多人的兴趣，例如局域化[59，60]、

PT 对称[11，61-62]，以及空间凝聚序[63]等，都是研究的热门方向。图 1.3

给出了通过测量是否发生自发衰减来描述非厄米系统。 

 

   

图 1.3 通过三能级原子来模拟实现两能级的非厄米系统 

（a）一系列原子的实验装置图，通过测量来自辅助态 a 散射的光子数来确定其占据情况； 

（b） a 态上零占据预示着系统是非厄米的，例如缺少荧光； 

（c）能态 ↑ 自发辐射到 a 态； 

（d）利用一束激光激发原子从 a 态跃迁至高能级，通过荧光（箭头所示）来探测。[64] 
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1.2.1 PT对称的双阱模型 

本节中将讨论非厄米哈密顿量与厄米哈密顿量在求解本征方程时的区别，为

方便起见，我们以 PT对称的双阱哈密顿量为例，如图 1.4 所示： 

 

图 1.4 PT对称的双势阱示意图 

忽略态对空间的依赖，即在局域格点空间[65-68]，PT 对称双阱的哈密顿量

为 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−

=
γ

γ
iJ
Ji

H2                       （1.4） 

其中两个阱具有复数化学势 γi± ，分别描述阱 1 的增益和阱 2 的耗散，γ 为增益耗

散的强度。 J 是原子在两阱之间的跃迁能量。因为双阱是对称的，因此其具有空

间反射对称性，宇称算符为[69] 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

01
10

P                       （1.5） 

时间反演算符为复共轭操作： ii −=ΤΤ 。我们可以发现 ΤΤ PP 22 HH = ，因此哈密顿

量（1.4）具有 PT对称的性质。其本征值为 

22 γ−±= JE                      （1.6） 
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图 1.5  1=J 时，PT对称的双阱的本征谱 

 

当 γ>J （ 0, >γJ ）时，系统的两个本征值都为实数；而当 γ<J 时，本征值为两

个互为复共轭的复数。这里把本征值有实本征解的参数区域 γ>J 称为 PT对称区

间，而只有复数解的区间称为 PT对称破缺区间。 γ=J 这个点被称为奇异点（EP）

或者临界点。能量本征谱如图 1.5 所示，其与实验本征谱图（1.2）所示规律一致。 

1.2.2 双正交完备基矢 

接下来我们计算哈密顿量（1.4）的本征态，并找出非厄米完备基矢满足的性

质。本征态为 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−+−=+

J
Ji 22 γγψ                   （1.7a） 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−−−=−

J
Ji 22 γγψ                   （1.7b） 

也称为右手本征矢量，但 αββα δψψ ≠ （ ±=βα , ）不满足正交归一和完备性。哈
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密顿量（1.4）的厄米共轭 

†
2

i J
H

J i
γ

γ
− −⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
                     （1.8） 

其中 †H H≠ ，其本征值与（1.6）相同，对应的本征态也称为左手本征矢量 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−+=+

J
Ji 22~ γγψ                  （1.9a） 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−−=−

J
Ji 22~ γγψ                  （1.9b） 

我们可以发现（1.7a）、（1.7b）和（1.9a）、（1.9b）之间满足正交关系： 

0~~ == +−−+ ψψψψ                   （1.10） 

此外还满足 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

−−

−−

++

++

10
01

~
~

~
~

ψψ
ψψ

ψψ
ψψ

              （1.11） 

其中 

2222 222~ γγγψψ −−−=++ JiJ  

2222 222~ γγγψψ −+−=−− JiJ  

（1.11）是非厄米系统哈密顿量（1.4）的本征态完备关系，右手本征矢量和左手

本征矢量一起形成了双正交关系，这与厄米系统是完全不一样的。 

 

1.3 光与三能级原子的相互作用 

两模光场与三能级原子的相互作用具有多种形式，可产生很多有趣的物理现

象。其中Λ型三能级原子在两模光场作用下，通过大失谐近似可绝热消除激发能

级，从而实现两个基态能级和光场的耦合。 
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1990 年 Hemmer 等人在该理论的基础上，在实验中观察到了两个基态之间利

用激光诱导共振拉曼跃迁的缀饰态也可以利用微波场直接得到[70]。2009 年

Scully 等人在理论和实验上研究了 Rb 原子气体中两束光和另外附加的微波场与

Rb原子超精细结构耦合的模型，其中微波场只作用于近简并的两个基态能级[71]。 

接下来的内容中，我们将介绍半经典近似下光与三能级原子的相互作用模型。 

1.3.1 模型介绍 

我们考虑充满三能级原子的气室里，两束光沿着 z 轴穿过气室，光场的场强

可表示为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1( , ) cosz t k z t z,t z,tε ω + −= − = +E e E E           （1.12） 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2cosz,t k z t z,t z,tε ω + −= − = +E e E E          （1.13） 

 

图 1.6 Λ型三能级原子的能级示意图 

这里取 21 Δ=Δ ， g 和G 是两束光的 Rabi 频率， 'Ω 是微波场的 Rabi 频率 
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如图 1.6 所示，两束光分别作用于 21 → 和 23 → 之间的跃迁。 αe 和

( )2,1=αεα 是对应光场偏振方向的单位矢量和振幅， αω 是对应光场的频率， αk （沿

z 轴方向）是对应的波矢。 ( ) ( )z,tα
+E 和 ( ) ( )z,tα

−E 分别是对应光场的正频和负频部分 

( ) ( ) ( )1 exp
2

z,t i k z tα α α α αε ω± = ± −⎡ ⎤⎣ ⎦E e               （1.14） 

气室被置于一个微波腔中，其电场强度为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )cosE k z t z ,t z ,tμ μ μ μ μ μ μ μ μ με ω + −= − = +e E E           （1.15） 

其中 μe 、 με 、 μk 和 μω 分别是微波场的偏振方向单位矢量、振幅、波矢和频率。

它也可写成（1.14）式的形式。半经典近似下，自由的三能级原子哈密顿量可写

为 

3311
2 0201

2

ωω −−=
m

pH A                （1.16） 

这里以能级 2 为零点能， 02,01ω 分别是 2 和 1 、 3 之间的能级差。在旋波近似

下，原子和电磁场之间的相互作用为 

( ) ( ) ( ) ( )+−−+ ⋅−⋅−= EdEdAFH                     （1.17） 

其中，总电场强度E 也被分为正频和负频部分 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1,2

z,t z ,tα μ μ
α

± ± ±

=

= +∑E E E                 （1.18） 

同时偶极算符d分解为正负旋转分量[72] 

( ) ( )

1 2 3

† † †
1 2 3

1 2 3 2 1 3

2 1 2 3 3 1

σ σ σ

σ σ σ

+ −= +

≈ + +

+ + +

d d d
d d d

d d d

 

在这里对角项被忽略。另外上式的第二行描述正旋转分量，第三行是负旋转分量。
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定义 211 ≡σ 、 232 ≡σ 和 313 ≡σ ，则对应的共轭项为 †
1 2 1σ ≡ 、 †

2 2 3σ ≡

和 †
3 3 1σ ≡ 。其哈密顿量的相互作用项变为 

( ) ( )
( )

1 1 1 2 2 2

3

exp exp

' exp . .

AFH g i k z t G i k z t

i k z t h cμ μ μ

σ ω σ ω

σ ω

= − − − − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤− Ω − − +⎣ ⎦

    （1.19） 

其 中 Rabi 频 率 被 定 义 为 2
21 11 ed ⋅≡ εg ， 2

23 22 ed ⋅≡ εG 以 及

2
31' μμε ed ⋅

≡Ω ，这里近似的认为这些 Rabi 频率都是实数。这时的哈密顿量是

随时间变化的 

AFA HHH +='                       （1.20） 

为方便计算，我们做幺正变换，选择幺正算符为 

( ) ( )1 2exp 1 1 3 3U t i t i tω ω= +                   （1.21） 

在此旋转框架下，有效哈密顿量为 

( ) ( ) ( ) ( )
†

† '
dU t

H i U t U t H U t
dt

= +                （1.22） 

其中在计算后一项时，我们需利用数学关系式 

[ ] [ ][ ]+++=− BAABABBee AA ,,
!2

,
2ξξξξ            （1.23） 

我们发现几个关键的结果分别是 

( ) ( ) ( ) ( )1 1† † † †
1 1 1 1,i t i tU t U t e U t U t eω ωσ σ σ σ−= =  

( ) ( ) ( ) ( )2 2† † † †
2 2 2 2,i t i tU t U t e U t U t eω ωσ σ σ σ−= =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1- -† † † †
3 2 3 3,i t i tU t U t e U t U t eω ω ω ωσ σ σ σ −= =  
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则在幺正算符（1.21）作用下，我们可以得到一个不含时的哈密顿量： 

( ) ( )
( )

1 1 2 2

2

1 2

† †
1 1 2 1

†
3 3

1 1 3 3
2

'

ik z ik z ik z ik z

ik z ik z

H
m
g e e G e e

e eμ μ μ μ

σ σ σ σ

σ σ

− −

−

= + Δ + Δ

− + − +

− Ω +

p

 

如图 1.6 所示，我们考虑两束光与对应原子能级之间的失谐相等，即 0111 ωω −=Δ

和 0222 ωω −=Δ （其中 3020121 ωωωωω =−=− ）。若两束光距离气室的位置是相同的，

则为了方便，我们假设光沿 z 方向，而相对相位定义为 k zμ μϕ ≡ 。Λ型三能级原子

与两束光和微波场的相互作用的哈密顿量可以写成 

( ) ( ) ( )

2

1 2

† † †
1 1 2 1 3 3

1 1 3 3
2

' i i

H
m
g G e eϕ ϕσ σ σ σ σ σ−

= + Δ + Δ

− + − + − Ω +

p
      （1.24） 

这个结果和 H. Guo 等人研究的哈密顿量一样[73]，不同之处是他们利用射频场

将 1 和 3 能级耦合在了一起。接下来，我们介绍如何在此基础上利用大失谐近似

计算得到一个有效的两能级哈密顿量。 

 

1.3.2 有效两能级的哈密顿量 

因为 Γ>>Δα ，Γ是激发能级 2 的自发辐射率（衰减率），因此我们可以忽略

能级的自发衰减。这里主要利用薛定谔方程描述系统的演化。薛定谔方程为 

ψψ H
t

i =
∂
∂

                     （1.25） 

态矢量分解成内态组合的形式 

321 321 ψψψψ ++=  
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其中 ( ) αψψα ≡t 。我们可以得到如下的运动方程 

12323

312

32111

'

'

ψψψψ

ψψψ
ψψψψ

φ

φ

i
t

t

i
t

eGi

Ggi
egi

Ω−−Δ=∂

−−=∂
Ω−−Δ=∂ −

 

接下来三个等式整体平移能量 Δ− ，其中
( )

2
21 Δ+Δ≡Δ 。因为 Δ<<Δ−Δ 12 和

Γ>>Δ ， 2ψ 将会随时间快速变化达到平衡状态，满足 02 =∂ψt 。则可以得到 

312 ψψψ
Δ

−
Δ

−=
Gg

                  （1.26） 

注意在导出这样关系的过程中，是选择适当的能量转移 Δ− ，减少了绝热消去后

引起的态的转换。利用这个关系，我们得到了两个基态的耦合方程 

31

2

11 ' ψψψ φ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Ω−
Δ

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ

+Δ=∂ −i
t egGgi  

13

2

23 ' ψψψ φ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Ω−
Δ

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ

+Δ=∂ i
t egGGi  

由此，我们可以得到有效的哈密顿量为 

2 2

1 21 1 3 3

' 1 3 ' 3 1

eff

i i

g GH

gG gGe eϕ ϕ−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= Δ + + Δ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −Ω + −Ω⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

     （1.27） 

 

1.3.3 Λ 型三能级系统暗态的精确解 

为了更好地理解两能级模型，本节介绍求解哈密顿量（1.24）暗态解的一种

方法[73]。这里，我们首先将（1.24）写成矩阵形式 
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Δ−Ω−
−−
Ω−−Δ

=

−

2

1

'
0

'

Ge
Gg
eg

H
i

i

φ

φ

              （1.28） 

其中忽略了动能项，仅有原子态。满足的本征方程为 

iiiH ψλψ =                     （1.29） 

其中 ( )±= ，0iiλ 分别是哈密顿量的三个本征值，对应的态是本征态。本征态可表示

成： 

( )[ ] ( )[ ] ( )3'2'1 22
2

i
i

i
i

ii
i

i gGegeGGe λΩλΔΩλΔλψ φφφ −+−++−+−= −−− （1.30） 

另外本征值满足 iλ 是以下方程的解 

( ) ( ) ( ) 0cos'2' 211
22

2
2222223 =ΔΔ+Δ−+Δ−+Ω+Ω++− λλλφλλ GggGGg （1.31） 

若要消除激发能级 2 ，只要态矢量（1.30）中对应的系数满足 

( ) 0' 02 =−Δ+Ω − λφigeG                  （1.32） 

其中 0λ 定义为相应的本征值。一般情况下，这个态定义为暗态。哈密顿量（1.24）

是厄米算符，其本征值 iλ 一定是实数，因此 φie− 要求 0=φ 或π 。接下来分两种情

况讨论： 

a）当 0=φ 时，将方程（1.32）的关系带入到（1.31），我们可以得到 

( )22
21

' Gg
gG

−
Ω

−=Δ−Δ                  （1.33） 

其中 21 Δ−Δ 是双光子失谐量。关系式（1.33）就是相对相位 0=φ 时暗态解存在的

条件。 

b）当 πφ = 时，同样的方法我们可以得到暗态解的条件是 
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( )22
21

' gG
gG

−
Ω

−=Δ−Δ                  （1.34） 

这与 Scully 相关著作上的结果一致。需要注意的是，我们要讨论的模型射频场不

为零，但是要满足双光子共振，那么必须要求 Gg = 才有暗态解。 

两种情况对应的暗态形式相同 

310 gG +−=ψ                      （1.35） 

对应的本征值为 

φφλ ii e
g

Ge
G

g ''
210

Ω
+Δ=

Ω
+Δ= − 。              （1.36） 

另外两个本征值和本征态也能参照上述方式求解，但我们更关心的是暗态的情况，

这里就不详细描述了。 

 

1.4 我们的工作 

大多量子系统必须被看做是开放系统，对其研究过程中非厄米理论将起着至

关重要的作用。应用非厄米理论对开放系统的持续研究，是量子力学理论探索微

观系统在环境作用下系统特征变化的重要延伸。本文主要研究三个量子态下非厄

米系统的动力学研究： 

第一部分研究Λ型三能级系统在双光子和射频场的作用下，并且在大失谐的

条件下，约化为有效两能级系统（在第一章已经介绍）。在此基础上我们研究了

PT对称下该模型的本征谱以及动力学。更进一步，研究布洛赫矢量的动力学，发

现在 PT对称区间，奇异点，以及 PT破缺区间固定点发生了变化。而我们的模型
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对研究具有平衡的增益和耗散的光与原子相互作用的系统具有一定价值。 

第二部分我们研究了中间有耗散的三阱系统，研究了三阱中化学势，耗散因

子，以及相互作用对达到平衡时系统的影响。该研究对出现耗散的情况下，如何

设计减小耗散具有重要的意义。 
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第二章  PT对称的两态系统动力学特性 

上一章我们已经对非厄米系统，尤其是PT对称的哈密顿量性质有了初步的了解。

本章将主要介绍一个非厄米两态量子系统模型的动力学，以便为下一章中介绍我们

研究PT对称有效两能级模型的工作做相关知识准备。这里首先了解一下数值计算双

阱BEC波函数的一个工作，在此基础上可更好的了解非厄米两态量子系统模型的动

力学性质。 

 

2.1 GP 方程数值解 

对于两空间分离的弱耦合 BECs，其所在的双势阱对该凝聚体的动力学性质影响

很大，不同双势阱中 BECs 的动力学性质将会有很大的差异，该特点将对我们研究

BECs 带来极大的帮助。研究不同的双势阱中 BECs 动力学性质时，很重要的一点是

必需得到左右两个阱中的凝聚体波函数，很多时候波函数需用数值的办法才能计算

得出。本节主要介绍一种数值计算方法，用以研究对称势阱中 BECs 的动力学性质。 

 

2.1.1 对称势阱中弱耦合玻色-爱因斯坦凝聚体的动力学方程 

在有囚禁势 )(rV 存在的情况下，相互作用玻色子的二次量子化的哈密顿量为

[74]： 

2
† 2

† †

ˆ ˆ ˆd ( ) ( ) ( )
2

1 ˆ ˆ ˆ ˆd d ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

H V
m

U

ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

⎡ ⎤
= − ∇ +⎢ ⎥

⎣ ⎦

′ ′ ′ ′+ −

∫

∫∫

r r r r

r r r r r r r r

          （2.1） 

其中， †ˆ ( )ψ r 和 ˆ ( )ψ r 分别是在 r 点的产生和湮灭算符， ( )U ′−r r 是相互作用势。 
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当弱相互作用的玻色气体为非均匀凝聚体时，即在有外场的作用的情况下，使得

凝聚体的性质，如凝聚粒子数比率、临界温度以及玻色气体热容量等，都依赖于囚

禁势的形式。 

此时，玻色子的场算符变为： ˆ ˆ( ) ( ) ( )ψ ϕ= Ψ +r r r 。此处， ˆ( ) ( )ψΨ =< >r r ，即 ( )Ψ r

是玻色子场算符在系综水平上的统计平均值，通常称之为凝聚体的波函数。而 ˆ( )ϕ r 是

非凝聚体各态的场算符，在凝聚体的耗散很小时一般是一个小量，满足 ˆ( ) 0ϕ< >=r 。 

在稀化的玻色气体中，原子间的相互作用一般都较弱，所以我们可以使用一个简

单的近似来简化原子间的相互作用势： 

2 3( ) 4 ( )U a mπ δ=r r /  

其中m 是玻色子的质量，a为 s 波散射长度，用 ( )δ r 表征玻色子之间的相互作用是碰

撞相互作用。 

将玻色子的场算符和相互作用玻色子的二次量子化的哈密顿量代入到海森堡方

程，并将简化后的原子间相互作用势代入，定义 24 /g a mπ≡ ，并在计算过程中考虑

玻色-爱因斯坦凝聚体的特性，可以得到： 

2
2 2( ) | |

2
i V g

t m
⎡ ⎤∂Ψ

= − ∇ + + Ψ Ψ⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦
r             （2.2） 

此即 Gross-Pitaevskii(GP)方程。 

考虑置于对称势阱中的玻色-爱因斯坦凝聚体，其波函数形式可通过求解含时 GP

方程（2.2）得到，我们寻找如下形式的解： 

1 1 2 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( )t c t c tΨ = Φ + Φr r r             （2.3） 

)(riΦ 为局域于势阱 )2,1( =ii 的解， ( ) ( ) exp[ ( )]i i ic t N t i tθ= ， ( )iN t 为势阱 i中的原子
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数，总的原子数 2 2
1 2 1 2| | | |N N N c c≡ + = + 是一个常量， ( )i tθ 为势阱中 BECs 的相位。 

通过 )(riΦ ，我们可以构造系统的对称和反对称解： 

2
,

2
2121 Φ−Φ

=Φ
Φ+Φ

=Φ −+                    （2.4） 

在对称势阱情况下 )(riΦ 满足正交归一条件 1 2d 0Φ Φ =∫ r 和 2
1,2d | | 1Φ =∫ r 。将其代入

GP 方 程 ， 同 时 引 入 一 个 描 述 双 阱 间 原 子 数 目 布 居 数 差 值 的 变 量

[ ] 2 2
2 1 2 1( ) ( ) ( ) / | | | | /t N t N t N c c Nη ⎡ ⎤≡ − ≡ −⎣ ⎦ 和相对相位： )()()( 12 ttt θθϕ −= ，我们得到

了新的原子数目布居数差与相对相位随时间演化的动力学方程： 

( ) ( )2 2
02 1 sin 1 sin 2J JE E Eη η ϕ η ϕ′= + − − −            （2.5） 

( ) ( ) 2
0 0 2

2 cos 2 cos 2 1 cos
1

U J J JE E E E E Eηθ η ϕ η ϕ η ϕ
η

′ ′′= Δ − − + + + − −
−

（2.6） 

其 中 0 1 0 2dE H= − Φ Φ∫ r ， [ ]0 1 0 1 2 0 2dE H HΔ = Φ Φ −Φ Φ∫ r ， 4
1dUE Ng= Φ∫ r ，

3
1 2dJE Ng= − Φ Φ∫ r ， 2 2

1 2dJE Ng′ = Φ Φ∫ r ， ( )3 3
1 2 1 2d dJE Ng′′ = Φ Φ − Φ Φ∫ ∫r r 。 

从上述表达式可看出，若要研究对称双阱中弱耦合 BEC 动力学演化的特性，则

必需求出局域于势阱 i的波函数 )(riΦ 。下面我们介绍如何用数值方法求得 )(riΦ 。 

 

2.1.2 克兰克-尼克尔森法 

由 John Crank 和 Phyllis Nicholson 发明的隐式差份格式，是基于求解网格中在行

之间的点 ( ), / 2x t k+ 处的抛物型方程 

2
2

2

d ( , ) d ( , )
d d

u x t u x tc
t x

=                  （2.7） 

的数值近似解。应用中心差分公式得到求解d ( , / 2) / du x t k t+ 处的近似值公式，表示
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为： 

2
d ( , ) ( , ) ( , )2 ( )

d

ku x t u x t k u x t O k
t k

+ + −
= +                 （2.8） 

其中 2 2d ( , / 2) / du x t k x+ 的近似值可以由为 2 2d ( , ) / du x t x 和 2 2d ( , ) / du x t k x+ 近似值的

平均值得到，精度为 2( )O h ，表示为： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

2
2 2

d ( , ) , 2 , ,12 ( )
d 2 , 2 , ,

ku x t u x h t k u x t k u x h t k
O h

x h u x h t u x t u x h t

+ − + − + + + +⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

+ − − + +⎢ ⎥⎣ ⎦
 （2.9） 

将式（2.8）、（2.9）代入式（2.7）中，并忽略误差项 2( )O h 和 2( )O k ，然后可得到采

用符号 ( , )j
i i ju u x t= 表示的差分公式： 

1 1 1 1
2 1 1 1 1

2

2 2
2

j j j j j j j j
i i i i i i i iu u u u u u u uc

k h

+ + + +
− + − +− − + + − +

=       （2.10） 

令 22 / hkcr = ，可得： 

1 1 1
1 1 1 1(2 2) (2 2 ) ( )j j j j j j

i i i i i iru r u ru r u r u u+ + +
− + − +− + + − = − + +     （2.11） 

根据初始条件及边界条件，式（2.11）中右边的项都是已知的，因此可以将其化为

三角形线性方程组 BAX = 的形式，这样我们就可以通过迭代的方法求得（2.7）的

数值解。 

 

2.1.3 对称双阱中波函数的数值求解 

对于 GP 方程（2.2），我们考虑一维的情况，并将其无量纲化和引入虚时间 itτ = ，

则其可化为： 

2
2

12

1 d ( ) | |
2 d ext dV x g

xτ
⎡ ⎤∂Ψ

= − − Ψ Ψ⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦
            （2.12） 
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其中 extV 为有效势， 1dg 描述玻色子间的相互作用强度。 

选取任一试探函数 0Ψ ，然后对其归一化后得到初始函数 ∫= dx2
00 / ΨΨΨ 。考

虑玻色子相互作用远小于势函数时，将试探函数代入（2.12）并在虚时间内演化足

够长的时间即可得到 BECs 对应的波函数，于是（2.12）式可根据克兰克-尼克尔森

法化为： 

1
1 1 1
1 1 1 12

2 1
1

1 [( 2 ) ( 2 )]
4

1 [ ( ) ]( )
2

j j
j j j j j ji i
i i i i i i

j j j
ext i d i i i

k h

V x g

+
+ + +
+ − + −

+

Ψ −Ψ
= Ψ − Ψ +Ψ + Ψ − Ψ +Ψ

− + Ψ Ψ +Ψ
      （2.13） 

其中 ( , )j
i i jx τΨ = Ψ 。令：

2

1[ ( ) ]n
i ext i d iV k V x g= ⋅ + Ψ ， 2

kA
h

= ，有： 

1 1 1
1 1(2 2 4)j j j

i i i i iA A V A R+ + +
− +Ψ − + + Ψ + Ψ =              （2.14） 

其中： 1 1(2 2 4)j j j
i i i i iR A A V A− += − Ψ + + − Ψ − Ψ ，可化为三角形线性方程组 BAX = 的形

式。考虑到边界条件 0∞ −∞Ψ = Ψ = ，这样我们就可以通过迭代的方法求得波函数Ψ。 

由（2.4）我们知道，对称势阱中的玻色-爱因斯坦凝聚体，其基态及激发态波函

数对应 +Φ 和 −Φ ，且 +Φ 、 −Φ 分别具有对称性和反对称性。因此若初始的试探波函

数为偶函数，则可以通过上述方法求得 +Φ ，反之试探波函数取奇函数可求得 −Φ 。

这样通过式（2.4）就可求得局域于势阱 )2,1( =ii 的波函数 )(riΦ 。 

我们可举一例以说明，假设空间中有效势的形式为 ( )
2

2
x
c

extV x ax be
−

= + ，即为一

谐振子势和高斯势的线性叠加，其中 a 、b 、c为和外势有关的系数，在数值计算中

由式（2.2）无量纲化过程中确定。试探波函数分别选 ( ) ( )2 20.5 0.5x d x de e− − − +
+Ψ = + 和

( ) ( )2 20.5 0.5x d x de e− − − +
−Ψ = − ，即分别是对称和反对称的形式，系数 d 与外势的选取有关，

视具体的计算情况可很容易确定。根据上述方法，我们可很容易的得到 )(riΦ ，如图
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2.1 所示。应用此方法，只需在程序中改变 extV 的形式即可求出任意的对称势阱中

BECs 的波函数 )(riΦ ，同时将 )(riΦ 代入（2.5）（2.6），则该势阱中 BECs 的动力学

性质则可以得到清楚的认识。 

 

图 2.1 对称势阱中 BECs 波函数 

在本节中，我们从最基本的相互作用玻色子二次量子化哈密顿量出发得到 GP 方

程，再通过推导两空间分离弱耦合 BECs 动力学方程说明了计算双阱中 BECs 波函数

的重要性，最后介绍了应用克兰克-尼克尔森方法通过数值计算得出任意对称双阱左

右阱中 BECs 的波函数。这一套完整的方法可以用来研究任意对称势阱中 BECs 的波

函数及其动力学性质，大量工作表明，不同的对称势阱对其中 BECs 动力学特性影响

非常大，该特点为我们加深对 BECs 的认识将会提供极大的帮助。 

 

2.2 非厄米两态系统的本征谱 

上一节中，我们研究了对称双阱中BEC波函数的数值计算方法。在此基础上，

我们考虑一个开放的玻色哈伯德两态量子系统哈密顿量[75] 
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† † † † †
2 1 1 2 2 1 1 1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) 2 ( )H a a a a i a a J a a a aχ γ= − − − +        （2.15） 

其中 jâ 和 †ˆ ja （ 2,1=j ）分别是第 j 个格点的湮灭和产生算符。χ是模式1离中心位

能的偏差，模式2偏差为 χ− 。另外模式1的在位能量是复数， γ是描述模式1的耗散

强度的参数。 J 是两个模式间的耦合常数。这里我们仅考虑没有相互作用的动力学

问题，此时哈密顿量可以写成 22× 的矩阵形式 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

=
χ

γχ
J

Ji
H

2
0                     （2.16） 

其中参数χ、 J 和 γ都是实数，且 0>γ 。对非厄米哈密顿量（2.16）做能量平移：

IiHH ⋅+→ γ00 ，相当于对应的态做了变换： teγψψ → 。这样可将一般的有耗散非厄

米系统过渡至另一种所谓的 PT对称形式，其表达式为 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−

−−
=′

γχ
γχ

iJ
Ji

HPT                  （2.17） 

因为 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−
−−−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−

−+
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=′

γχ
γχ

γχ
γχ

ΤΤ

iJ
Ji

iJ
Ji

HPT 01
10

01
10

PP
       （2.18） 

仅当 0=χ 时，哈密顿量（2.17）才满足 PT对称，即 PP ΤΤ PTPT HH ′=′ 。其本征方程 

λλλ =′PTH                      （2.19） 

对应的本征值为 

( ) ±±± Γ−=+−±= iEJi 22γχλ              （2.20） 

其实部和虚部随 γ的变化如图 2.2 所示： 
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图 2.2 两能级哈密顿量本征谱的实部和虚部随 γ的变化曲线，这里 1=J  

（a） ,0=χ （b） 1.0=χ  

尽管哈密顿量（2.17）不是厄米算符，但在某些参数区间有纯粹实数谱。如当

0=χ 时，在参数区间 J≤γ ，如图 2.2（a）所示，能谱是实数谱（与图 1.5 结果一

样）。其对应的本征矢量同时也是 PT算符 ΤP 的本征态，这个区间被看做是未破缺的

PT对称区间。当 J>γ 时，能谱出现复数本征值，这个区间被看做是破缺的 PT对称

区间。当 0≠χ 时，如图 2.2（b）所示本征值始终是复数，系统一直处于 PT对称的

破缺态。有耗散的哈密顿量（2.16）的本征值 

( ) ( )γγχγλ 22 22 +Γ−=+−±−=′ ±±± iEJii  

虚部 02 >+Γ± γ ，总是负的复数谱。它们在 0=χ 和 γ=J 处发生简并。当 0=γ 时，

系统约化为厄米的两能级模型[75]。当 0≠γ 这个点就是奇异点（EP）[9,77-79]，

非厄米系统的奇异行为本质将变得明显。在奇异点，不仅两个本征值相同而且对应

的本征态重合，除去重合奇异点希尔伯特空间的本征矢量又不足以作为完整的希尔

伯特空间来做基矢。换句话说，处于奇异点的哈密顿量不是对角的，而是相当于 Jordan 

block。奇异点的出现，对系统的物理行为有很重要的影响[9,15,16,80-81]。对于

PT对称的哈密顿量（2.17），EP 点标志着本征值为复数的 PT对称破缺区域的边界

+E  

−E  

+Γ

−Γ

+E

−E

+Γ  

−Γ  

J/γ J/γ
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[77]。 

 

2.3 非厄米的两态量子系统的动力学演化方程 

在没有破缺的 PT对称区域，哈密顿量（2.17）的本征态体现出了赝闭合行为，             

这就意味着引入一个合适的內积时间演化可以被用幺正的方式表达出来。不同于量

子力学中守恒系统的波函数是正交归一完备的，其内积空间
2ψ 可描述几率。系统

（2.17）在本征值为实数的情况下，塌缩到对应本征态矢量的时间演化是守恒的，

但是由于本征态矢量之间不满足正交性，故一般来说对于任意的初态将不再成立。

接下来，我们研究在某一个初态下的动力学行为。 

对于不随时间变化的哈密顿量，在给定某个初态： 

( ) 00 ψψ ==t  

薛 定 谔 方 程 ψψ PTt Hi ′=∂ 可 利 用 ( ) ( ) 0ψψ tUt = 来 计 算 ， 其 中 演 化 算 符 为

( ) ( )tHitU PT′−= exp 。根据级数展开公式 

( )∑
∞

=

′− ′−=
0 !

1
n

n
PT

tHi tHi
n

e PT                     （2.21） 

在展开过程中，由于 

( ) ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

=′
10
01

-
2

2
2

pPT iJ
Ji

H ω
γχ

γχ
 

( ) ( ) ( ) ( )⎟⎟⎠
⎞

⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

=′
γχ

γχ
ω

γχ
γχ

iJ
Ji

iJ
Ji

H pPT --
2

3
3

 

( ) ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

=′
10
01

-
4

4
4

pPT iJ
Ji

H ω
γχ

γχ
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其中 22 Jp += ζω ， γχζ i-= （本征值 pωλ ±=± ）。当 0≠pω ，演化算符可以写成 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
=

tittiJ

tiJtit
tU

p
p

pp
p

p
p

p
p

p

ω
ω
ζωω

ω

ω
ω

ω
ω
ζω

sincossin

sinsincos
       （2.22） 

然而当 0=pω 时，对应的点就是奇异点。在其附近演化算符有这样的关系： 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
→ tiJt

iJtt
tUEP

p ξ
ξ

ω 1
-1

lim
0

                   （2.23）  

另外波函数总的模平方
2

2
2

1 ψψ +=n ，动力学演化由关系式 

( )2
2

2
12 ψψγ −−=n                       （2.24） 

决定。我们可以发现，总的模平方演化依赖于两个模式占据数差。而对于仅有耗散

的哈密顿量（2.16），因为它与（2.17）的关系满足 IiHH PT γ+′=0 ，其对应的波函数

则满足变化 ( ) ( )tet tψψ γ−→ 。接下来我们讨论一下初态为仅能级 1 被占据的动力学演

化情况，即初态 ( )T0,10 =ψ 。 

    图 2.3 给出了 0=χ ， 1=J 时，不同γ 取值的系统动力学行为。左侧一列 4幅图

描述了 PT对称下，两个能级上波函数模的平方以及两个能级上模方总和随时间变化

的情况，而右侧 4幅图是在相同参数取值下对应能级 1有耗散的动力学行为。右列

图对应的波函数和左列图对应的波函数遵从变化关系 ( ) ( )tet tψψ γ−→ 。我们可以发现，

PT对称区间 J<γ ，模平方的振荡周期随着γ 的增加而增大，当γ 增大至接近奇异点

即 J=γ 时，模方发散到无穷大。初始
2

1ψ 的衰减率最大，而当
2

1ψ 和
2

2ψ 相当时，

增大和衰减平衡，占据
2

2ψ 最大时增加率最大。在γ 取值很小的时候，系统的动力学

行为是在两个能级之间作类似 Rabi 振荡。当接近 EP 点时，如图 2.3 左侧第三幅的

两个能级占据由振荡变成平行，在 EP 点振荡行为完全停止，周期变得无穷大，模方 
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图 2.3 左侧图是 PT对称哈密顿量（2.17）在初态为 ( )T0,10 =ψ 的动力学行为 

右侧图是哈密顿量（2.16）对应的动力学行为 

其中参数 0=χ ， 1=J 以及不同的γ 值：自上而下 5.1,1,5.0,1.0=γ  

波函数分量的绝对值
2

1ψ （点线）和
2

2ψ （虚线），总的几率
2

2
2

1 ψψ +=n （实线） 
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按照代数形式增长。这里可以通过解析方式得到 ( ) ( ) ( )0ψψ tUt EP= ，对于

( ) ( )T0,10 0 ==ψψ ，有 

( ) 222
2

2
1 221 tJJttn +−=+= ψψ  

γ 值较大时，PT对称破缺，如图 2.3 所示模方按照指数增长。 

另一方面，仅有耗散的系统（2.16）我们将观察到模方的单一衰减情况，衰减

不是按照指数变化的，直觉上是从能级中的一个发生衰减。因此，衰减是由这个能

级上的占据情况决定的。当系统不是处于其本征态时，衰减是随时间变化的。相比

PT对称系统而言，对仅有耗散的系统，非常有趣的是不能追踪到明显的 EP 特征。 

由于波导的光波传播方程与薛定谔方程具有相似性，使得我们可能观察到具有

平衡增益和耗散的光学波导结构动力学及 PT对称相关的相变，这不仅在理论上被研

究[14，16]，而且最近在实验上得到实现[40-41]。 

 

2.4 利用布洛赫球研究动力学 

尽管非厄米的薛定谔方程使得模方不守恒，但描述系统的动力学与局限于布洛

赫球表面的布洛赫矢量就时间演化而言是一致的。为了这点，首先定义重整化的态

矢量： 

2
2

2
1 ψψ

ψ
ϕ

+
= j

j                       （2.25） 

则有耗散的哈密顿量（2.16）和 PT对称的哈密顿量（2.17）的动力学由非厄米有效

薛定谔方程 

( )
( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−−

−−−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2

1

2

1

1
1

ϕ
ϕ

κγχ
κγχ

ϕ
ϕ

iJ
Ji

dt
di          （2.26） 
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决定，其中
2

2
2

1 - ϕϕκ = 。另外，重整化后的态矢量满足归一性 

12
2

2
1 =+ ϕϕ                     （2.27） 

接下来利用重整化的波函数定义布洛赫矢量分量 

( )
2211

2121
2121 **

**

2
1

2
1

ψψψψ

ψψψψϕϕϕϕ
+

+
=+= ∗∗

xs               （2.28a） 

( )
2211

2121
2121 **

**

2
1

2
1

ψψψψ

ψψψψϕϕϕϕ
+

−
=−= ∗∗

ii
sy              （2.28b） 

( )
2211

2211
2211 **

**

2
1

2
1

ψψψψ

ψψψψϕϕϕϕ
+

−
=−= ∗∗

zs               （2.28c） 

三个分量满足归一化条件 4/1222 =++ zyx sss 。根据有效的薛定谔方程（2.26），我们可

以计算得到 

zxyx ssss γχ 42 +−=                        （2.29a） 

zyzxy ssJsss γχ 422 ++=                    （2.29b） 

( )2412 zyz sJss −−−= γ                      （2.29c） 

重整化后的两能级波函数的模方和不含时，即不依赖于含时的模方和
2

2
2

1 ψψ +=n 。

n 可以通过布洛赫动力学计算得到 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

,4

,
2
14

ns

nsn
z

z

γ

γ
                   （2.30） 

等号后的第一行是仅有耗散的哈密顿量（2.16）对应的波函数模方和与布洛赫矢量

的关系，第二行是 PT对称下的哈密顿量（2.17）所具有的的特点。 

布洛赫动力学的一个很重要的特点就是固定点，也叫稳定态，可以通过解析计

算四阶多项式的实数解得到 

( ) 0416 2222242 =−−++ χγχγ zz sJs               （2.31） 
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另外 ys 和 xs 可以通过 ( )241 zy ss −= γ 和归一化条件计算得到。 

 

图 2.4 非厄米两能级系统的布洛赫动力学，其中 1=J ， χ 和γ 取不同值 

顶部两个图和底部左侧图分别是 0=χ 和 75.0=γ ，1， 25.1  

底部右侧图对应的是 1.0=χ 和 75.0=γ [73] 

 

图 2.4 了给出了 0=χ 和三个不同γ 值以及一个 1.0=χ 和 0≠γ 时的布洛赫动力

学。左侧第一个图描述了 J<γ 时，系统围绕两个固定点中的一个做拉比类的振荡，

这两个固定点都处于 0=zs 的 x-y 平面上，与厄米情况相比，图形发生变形，中心不

再是 0=ys 。但是随着γ 的增加，两个固定点沿着赤道朝向 2/1=ys 和 0=xs 彼此相遇。

厄米情况下，即 0=χ ， 0=γ ，由于宇称对称则 0== yx ss 。当 0≠γ 时，满足 PT对
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称的哈密顿量（2.17）在 PT对称区间要求 0=zs 。 

如图 2.4 所示顶部右侧描述的是奇异点 J=γ 的情形，两个固定点相遇，对称被

破坏。对于更大的γ 值，固定点中的一个变成了动力学的下沉点，而另一个固定点则

变成了源点，这两个点都满足 0≠zs ，也就是系统偏向于占据其中的一个能级，这将

可被看是做有耗散的俘获。随着γ 的增加，下沉点趋向于布洛赫球的南极靠近，而源

点向北极靠近，这是由于布洛赫动力学描述剩余占据的平均值向远离耗散中心移动。

对于 0≠χ 的情况，系统不满足 PT对称，讨论的情况都将改变。对于任意小的γ 值，

固定点变成一个是下沉点，一个是源点，如图 2.4 底部右侧图所示。 

 

2.5 本章小结 

本章一开始先讨论了 GP 方程数值解，从对称势阱中弱耦合玻色-爱因斯坦凝聚

体的动力学方程出发，应用克兰克-尼克尔森法求解了对称双阱中波函数，这为第四

章中三阱的动力学数值计算打下了非常好的基础。接下来，我们讨论了非厄米的两

态量子系统的本征谱，考虑一个开放的玻色哈伯德两态量子系统哈密顿量，仅考虑

没有相互作用时对非厄米哈密顿量做能量平移，这样可将一般的有耗散非厄米系统

过渡至另一种所谓的 PT对称形式，尽管哈密顿量不是厄米算符，但在某些参数区间

有纯粹实数谱。对于不同的参数取值，我们区分了未破缺的 PT 对称区间和破缺的

PT对称区间，并讨论了奇异点（EP）的相关特性。在本章第三节中，我们介绍了非

厄米的两态量子系统的动力学演化方程以及不同参数取值对系统动力学行为的影
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响，观察到了系统动力学演化中 Rabi 振荡的特征。接下来，我们引入了布洛赫球用

以研究动力学，布洛赫动力学的一个很重要的特点就是固定点，该方法将在本文第

三章中用来研究 PT对称的有效两能级系统及其动力学。 
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第三章  PT对称的有效两能级系统及其动力学 

在过去的几十年中，非厄米哈密顿量描述开放物理系统吸引了越来越多研究者

的兴趣，特别是 PT对称的哈密顿量实数能谱（本征值）的测量已完全得到了实现[11，

12]。在这个领域中，科学家们在不同的物理系统中实现了实验测量，范围从光波导

结构[40-41]、平面微波腔[46]、光学腔[47-50]、电子电路[45]、回音壁模[51-52]

和网格[83]等。同时，国内外多个研究小组对 PT对称的哈密顿量相关特性进行了广

泛的研究，包括特征值、特征函数和动力学演化等。在所有的 PT对称系统中，基于

PT对称的最小系统两能级耦合模型，在等幅增益和损耗下的物理特性非常令人感兴

趣[84-88]。也有研究将 PT对称下的两模模型推广到多模的情况，例如玻色—哈伯

德两态量子系统[75，89-90]和一个具有两个共轭虚势的一维紧束缚链[41]。 

在实验中，二能级原子与近共振辐射场耦合可以描述成一个双模耦合系统，两

个能级之间的耦合可以用多种方式来实现。例如两模耦合的超精细能级，可以在Λ型

三能级原子系统中通过拉曼激光绝热消除第三能级[91-93]产生，这两个超精细能级

可以直接通过微波场或射频场[70]进行调制。利用微波场和拉曼激光，共同调制这

种三能级系统产生了很多非常有意义的物理现象。Scully 小组发现，电磁感应透明可

以通过拉曼激光与微波场之间的相对相位来控制[71]，更多的物理特征也在两能级

耦合系统中被发现[17，73，94]，增益和损耗也可能包含在耦合的两能级原子系统

中，实现两能级系统中的 PT或反 PT对称[13，17，41，89-90，95-96]。此外，也

可以通过激光控制，例如激光与三能级或四能级原子[31]之间的相互作用,来设计更
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多的能级来满足 PT对称性的物理系统[97]。 

本章中，从理论上研究了 PT 对称二能级原子在三种体系中的动力学行为，即

未破缺 PT 对称、EP 和破缺 PT 对称。我们首先对二能级厄米系统的时间演化进行

了研究，通过Λ型三能级系统耦合两个光场和射频场并绝热消除第三能级得到 PT对

称的有效两能级系统的哈密顿量，然后讨论了系统在平衡增益和损耗下的本征值和

动力学性质，重点讨论了 Rabi 振荡和相对相位对系统的影响，并给出了详细的计算

结论。 

 

3.1 PT对称的有效两能级系统的哈密顿量 

根据第一章我们通过大失谐条件下绝热消除了激发能级，可以得到如（1.27）

式有效的两能级的哈密顿量。为了研究 PT对称的物理特点( 0=χ )，我们考虑 Gg =

和 Δ=Δ=Δ 21 ,则厄米的有效哈密顿量变成了 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

Ω−
Ω−

=′
− 01

10
φ

φ

i

i

eff e
e

H                     （3.1） 

其中能级平移了常数项 ( )Δ+Δ /2G ，这里 1/2 ≡ΔG ，而 2/' GΔΩ=Ω 。 

我们考虑一个具有平衡增益和损耗的有效二能级模型，其哈密顿量可以通过Λ

型三能级系统通过一个激发态 2 绝热消除大失谐情况下得到： 

13)1(3331)1(11 φφ γγ ii
eff eieiH −Ω−++Ω−+−=       （3.2） 

其中 )1( φie±Ω− 描述态 1 和 3 之间的有效耦合，Ω是射频场和原子作用的耦合强度，

γ 是增益和耗散的幅值，φ是射频场和激光场之间的相对相位。这里先讨论 0=γ 的

情况，其对应的系统是一个标准的厄米系统。图 3.1 给出的能谱有两个能级分别是
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)cos21( 2Ω+Ω−±=± φE 。在 1<Ω 时，这两个能级可以很好地分开，并有能隙；在

1=Ω ， 0=φ 处两个能级将会重合；当Ω远大于 1时，能隙将进一步拉开。 

 

图 3.1  0=γ 厄米系统的本征谱。 

(a) 5.0=Ω , (b) 0.1=Ω , (c) 5.1=Ω  

 

     方程（3.1）的厄米哈密顿量动力学性质可以通过求解相关 dingeroSchr 方程得

到： 

ψψ efft Hi ′=∂                           （3.3） 

考虑初始条件 0)0( ψψ ==t ，动力学演化方程可以写为： 

0)(ˆ)( ψψ tUt =  

时间演化算符 )exp()(ˆ tHitU eff′−= ，可以从下面表达式中解析得到 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Ω−
−

Ω−
−

= −

)cos()sin()1(

)sin()1()cos(
)(ˆ

11
1

1
1

1

ttei

teit
tU i

i

ωω
ω

ω
ω

ω
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其中 φω ieΩ−= 11 。作为一个具体的例子，我们设置初始状态为 T)0,1(0 =ψ ，可以在 t

时刻获得这两种状态的动力学 

2 2
1 1

2 2
3 1

( ) cos

( ) sin

t t

t t

ψ ω

ψ ω

=

=
                       （3.4） 

其中
2

1 )(tψ 和
2

3 )(tψ 是 1 态和 3 态的占居几率，图3.2显示了Rabi振荡周期为 1/ωπ

不同的Ω下两种状态的几率演化。 

 

图 3.2  当 0=γ 时厄米系统几率的动力学演化 

红色实线对应态 3 的几率，蓝色虚线对应态 1 的几率，绿色点线对应总几率的演化 

（a） 0=Ω ，没有射频场；（b） 5.0=Ω ，射频场不为零；（c） 1=Ω ，射频场不为零 

（b）和（c）左侧一列图相对相位 0=φ ；（b）和（c）右侧一列图相对相位 πφ =  

 

当 0=Ω 且 11 =ω 时，如图 3.2（a）所示，仅有双光子项影响 Rabi 振荡。图（b）
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和（c）左侧一列，相对相位 0=φ ，随着Ω的增加，振荡周期增大，相比图 3.2（a）

表明射频场的加入使得振荡周期增大。而图 3.2（c）左图所示当 1=Ω 、 0=φ 时，

Rabi 振荡不存在，射频场和两个光学场的相互抵消使得 Rabi 振荡不再发生。然而，

当 πφ = 时，振荡周期随Ω的增加而减少，如图 3.2（b）、（c）中右图所示。对于厄

米系统的情况，我们可以看到总几率始终是 1，不随时间变化。 

在增益和耗散（ 0≠γ ）存在的情况下，PT对称的哈密顿量（3.2）的本征值为 

22
1 γφ −Ω−±=±

ieE                   （3.5） 

 

图 3.3  相对相位是 πφ 2/ 时 PT对称两能级系统的本征值实部（左侧图）与虚部（右侧图） 

（a） 5.0=Ω ， 4.0=γ ；（b） 5.0=Ω ， 5.0=γ ；（c） 0.1=Ω ， 5.0=γ ；（d） 0.1=Ω ， 0.1=γ  

图 3.3 描述了具有 PT对称的二能级系统在不同的Ω和γ 的情况下，本征值的实
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部和虚部随着相对相位φ的变化规律。定义 φγ i
PT eΩ−≡ 1 。当 PTγγ < 时，如图 3.3

（a）所示本征谱是实的。当 PTγγ = 时，图 3.3（b）显示的是在 0φ = 和 2φ π= 时 −+ = EE

本征能量重合，它是 PT 对称区间的边界。当 PTγγ > ，本征值将出现成对互为复共

轭的复的本征值，即 PT对称自发破缺，如图 3.3（c）和（d）所示。 

 

3.2 动力学演化 

从动力学演化方程（3.3）可以很容易地计算非厄米两能级量子系统的动力学特

征，对于奇异点（EP）以外的情况，演化算符为： 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
Ω−

−

Ω−
−−

= −

)sin()cos()sin(
)1(

)sin(
)1(

)sin()cos(
)(ˆ

ttt
e

i

t
e

itt
tU i

i

ω
ω
γ

ωω
ω

ω
ω

ω
ω
γ

ω
φ

φ

        （3.6） 

其中，角频率 

22
1 γω φ −Ω−= ie                    （3.7） 

当 0=γ ， 1ωω = 时，与前面图 3.3 描述厄米的情形一致。在奇异点（ PTγγ = ），自

发 PT 对称破缺能谱的奇异性在实验中已被观察到[40]，这可能会产生一些新的影

响，例如手征性行为和状态交换过程[95-96]。因此，我们还要关注在参数接近奇异

点时，系统的动力学演化，如 0→ω 时的物理行为。在这个极限下，时间演化算符

为： 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+Ω−−
Ω−−−

≈
− ttei

teit
tU i

i

EP γ
γ

φ

φ

1)1(
)1(1

)(ˆ                 （3.8） 

对于初始态 T)0,1(0 =ψ ，我们可以发现在奇异点外两个能级上的模方是： 
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2
2

3

2
2

1

)sin()1()(

)sin()cos()(

ω
ωψ

ω
ωγωψ

φ teit

ttt

i−Ω−=

−=
                  （3.9） 

其中
2

3,1 )(tψ 是含时的周期 Rabi 振荡函数。周期 ωπ / 依赖γ 、Ω和φ，具体的依赖

关系如方程（3.7）所示。图 3.4 详细地描述了初始状态的一些典型情况，左侧 3幅

图对应 0=φ 时的动力学情况，右侧 3幅图对应的是 πφ = 时系统的动力学特征。 

 

图 3. 4  非厄米系统的模方的动力学演化 

（a） 5.0=Ω ， 1.0=γ ；（b） 5.0=Ω ， 4.0=γ ;（c） 1=Ω ， 2=γ ； 

左侧三幅图 0=φ ，右侧三幅图 πφ =  

红色实线对应 3 态的模方，蓝色虚线对应 1 态的模方，黑色的点线对应模方的和。 
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同时，图 3.4 的前两行，即（a）和（b），分别描述了在 PT 对称区域（ PTγγ < ），

相同的Ω不同γ 时方程（3.8）的动力学特征。从图 3.4（a）、（b）和（c）来看，沿

着纵向随着γ 的增大（γ 取值 0.1，0.4 和 2），我们发现图像包络振幅逐渐增大。此

外， 0=φ 对应的周期大于 πφ = 。最后一行，图 3.4（c）给出了在 PTγγ ≥ 时的两种

情况，当 1=Ω ， 0=φ ， PTγγ > （这里 0=PTγ ），由于射频场和双光子过程共同作用

的相干导致如图 3.4（c）左图所示
2

3 )(tψ 一直是 0，而
2

1 )(tψ 先减小后增加到无穷大。 

事实上按照方程（3.9），当 1=Ω 和 0=φ 时，不管γ 是否为 0，
2

3 )(tψ 始终为 0。

当 PTγγ = ，根据方程（3.8），算符 )(ˆ tU EP 作用下的波函数其对应的模方为： 

22
3

22
1

)1()(

1)(

teit

tt
iφψ

γψ
−Ω−−=

−=
                  （3.10） 

其中
2

1 )(tψ 先减小后增加，同时，如图 3.4（c）右图所示
2

3 )(tψ 始终在增加。总之，

在 PT对称区域，
2

3,1 )(tψ 的时间演化是周期性的 Rabi 振荡；在 PT对称破缺区域，

振荡被破坏，取而代之的是指数式增长。 

 

3.3 布洛赫动力学 

在量子力学中布洛赫球面是一种对于双态系统之纯态空间的几何表示法。这里

用来描述 PT对称下的有效两能级系统在不同初态下其动力学特征，更容易了解其动

力学规律。为了和厄米情况进行比较，我们引入重整化的态矢量可以被定义为[75，

84] 

2
3

2
1 ψψ

ψ
ϕ

+
= j

j                     （3.11） 
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其满足任意时刻归一的条件 12
3

2
1 =+ ϕϕ 。然后我们开始处理 jϕ 随时间演化的初始

状态 T)0,1( 。 

    如图 3.5（a） 所示，
2

3,1 )(tϕ 在 PT 对称区域随时间的演化类似拉比振荡。如

图 3.5（b）和（c）所示，在 PT对称破缺区间演化趋于稳定；图 3.5（d）描述的动

力学与图 3.4（c）左图类似。为了更好地了解该系统的相关物理特点，根据哈密顿 

量 （3.2），我们定义非厄米的有效薛定谔方程 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+Ω−
Ω−−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

3

1

3

1

1)1(
)1()1(

ϕ
ϕ

κγ
κγ

ϕ
ϕ

φ

φ

ie
ei

dt
di i

i

             （3.12） 

其中
2

3
2

1 ϕϕκ −= 。进一步通过类似的方法，可以用布洛赫矢量表示为：  

 

图 3.5  初态为
T)0,1( ， 0=φ ，Ω、γ 值不同时重整化态随时间的演化 

（a） 5.0=Ω ， 3.0=γ ；（b） 5.0=Ω ， 5.0=γ ；（c） 5.0=Ω ， 8.0=γ ；（d） 1=Ω ， 1.0=γ ； 

红色的实线对应
2

3ϕ ，蓝色的虚线描述
2

1ϕ ，黑色的点线是与时间无关的的
2

3
2

1 ϕϕ +  
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它总是限制在布洛赫球面上，满足 4/1222 =++ zyx sss [18]。然后从公式（3.12）我们

可以推导出广义布洛赫运动方程： 

)sincos(22)41(
)cos1(24

sin24

2 φφγ
φγ

φγ

xyyzz

zyzy

zxzx

sssss
ssss

ssss

+Ω−+−−=
Ω−−=

Ω+=
     （3.13） 

利用四阶 Runge-Kutta 算法，我们得到了不同参数下非厄米系统的布洛赫动力学演

化。 

 

图 3.6  有效布洛赫动力学 

（a） 5.0=Ω ， 3.0=γ ；（b） 5.0=Ω ， 5.0=γ ；（c） 5.0=Ω ， 8.0=γ ；（d） 1=Ω ， 1.0=γ ； 

红色星号（*）是每个演化的初始态矢量对应的布洛赫矢量位置 
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 图 3.6 给出了不同γ 、Ω、φ值情况下一些典型的有效布洛赫动力学实例。图

3.6（a）描述了当 PTγγ < 时除了固定点外，任意初始状态的演化都对应布洛赫球面

上的一个封闭圆，每个封闭圆围绕两个固定点中的一个。例如初态 ( )T0,1 （顶部“*”）

的动力学演化始终在它所在的闭合圆里。当 PTγγ = 时，奇异点对应的动力学如图 3.6

（b）所示，固定点只有一个，所有的初始点都朝向固定点演化，包括初态 ( )T0,1 。而

当 PTγγ > 时，PT 对称破缺，固定点也是两个，图 3.6（c）中初始态对应的布洛赫

矢量用“*”标了出来。我们给出了在 z 轴正方向的一个固定点附近的初始态演化，

结果发现它们都演化到了另一个固定点。因此这两个固定点分别被定义为源点和下

沉点。接下来我们分析一下固定点的表达形式。首先考虑（3.12）薛定谔方程对应

的哈密顿量的定态方程： 

( ) ( )
( ) ( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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⎛
−

2

1
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1
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μ
φ

φ

ie
ei

i

i

              （3.14） 

第一行左乘 *
1ϕ ，第二行左乘 *

2ϕ ，则可以得到两个方程 

( ) ( ) 2
*
1

2
1

02
1 121 ϕϕϕγϕμ φi

z esi Ω−+−−=             （3.15a） 

( ) ( ) 2
2

0
1

*
2

-2
2 211 ϕγϕϕϕμ φ

z
i sie ++Ω−=             （3.15b） 

然后通过（3.15a）-（3.15b）和（3.15a）+（3.15b），我们可以得到 

( ) ( )( ) ( )φφγμϕϕμ sincos22412 0002002
2

2
1 xyyzz ssiissis +Ω−+−−==−        （3.16） 

( ) ( )φφμϕϕμ sincos22 0002
2

2
1 yxx sss −Ω−==+              （3.17） 

其中定态本征值 μ 我们可以通过（3.17）带入到（3.16）消掉，得到新的方程后，
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根据方程左右实部和虚部对应相等，可以得到两个关系式： 

( )( ) 0sincos1 000 =Ω+Ω− φφ yxz sss                 （3.18） 

( )( ) ( ) 0sin2cos1241 0020 =Ω−Ω−+−− φφγ xyz sss             （3.19） 

从这两个关系式我们可以得到PT对称区间和奇异点以及PT对称破缺固定点的表达

形式。接下里从三个方面来讨论其结果： 

（i）当根据（3.18）中 

00 =zs                          （3.20） 

且 ( ) 0sincos1 00 ≠Ω+Ω− φφ yx ss  

00

cos1
sin

yx ss
φ

φ
Ω−

Ω
−≠  

从（3.19）式，我们可以得到 

( )φ
φγ

cos12
sin2 0

0

Ω−
Ω+

= x
y

ss                     （3.21） 

根据 ( ) ( ) 4/12020 =+ yx ss ，我们可以 

( )
( )2

22
0

cos212
cos1sin

Ω+Ω−
Ω−±Ω−

=
φ

φωφγ
xs  

当 02 >ω 时，也就是 PT对称区间 

( )
( )2

0

cos212
cos1sin
Ω+Ω−
Ω−±Ω−

=
φ

φωφγ
xs              （3.22） 

当 02 <ω 时， 0
xs 没有实数解，故不予考虑。在这里（3.20）、（3.21）和（3.22）是

我们得到的 PT对称区间固定点的表达式。 

（ii）当 
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00 =zs                          （3.23） 

且 ( ) 0sincos1 00 =Ω+Ω− φφ yx ss 时，我们可以得到 

00

cos1
sin

yx ss
φ

φ
Ω−

Ω
−=                     （3.24） 

根据（3.19）式，可得 

( )
( )2

0

cos212
cos1

Ω+Ω−
Ω−

=
φ
φγ

ys                   （3.25） 

根据 ( ) ( ) 4/12020 =+ yx ss ，我们可以发现 

222cos210 ωγφ =−Ω+Ω−=  

这正是奇异点的条件，说明（3.23）、（3.24）和（3.25）是 PT对称系统相变点固定

点具有的布洛赫矢量的表达形式。我们可以发现其只有一个固定点，这一点从图 3.6

（b）的数值计算结果也得到了证明。 

（iii）当 00 ≠zs ，根据（3.18），则必须 

( ) 0sincos1 00 =Ω+Ω− φφ yx ss  

我们可以得到 

00

cos1
sin

yx ss
φ

φ
Ω−

Ω
−=                     （3.26） 

根据（3.19），我们可以得到 

( )( )( )
( )2

20
0

cos212
cos141
Ω+Ω−

Ω−−
=

φ
φγ z

y
ss                 （3.27） 

因为 ( ) ( ) ( ) 4/1202020 =++ zyx sss ，我们将（3.26）和（3.27）带入发现 
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( ) 2

2
20 cos2141

γ
φ Ω+Ω−

=− zs  

则 

( ) ( )
γ

ω
γ

φγ
44

cos21 2

2

22
20 −=

Ω+Ω−−
=zs  

这里仅当 02 <ω 时 0
zs 有实数解，即这里仅当系统处于 PT对称破缺区间，布洛赫矢量

才有实数解。PT对称破缺区间 z轴具有非零解 

γ
ω
2

0 ±=zs                         （3.28） 

我们总结一下三种情况对应的固定点的特点： 

（a）在 PT 对称区间 PTγγ < ，固定点满足关系（3.20）、（3.21）和（3.22）。

我们发现固定点仅在 x-y 平面分量不为 0，而 z 轴投影始终为 0。与参考文献[69]的

模型相比，我们可以通过调控相对相位得到布洛赫球面赤道上任意取值的固定点，

这有助于实验上很好的控制动力学演化。例如，随着Ω和φ的变化， 0
ys 不仅有正的

取值，也可以有负的值。即使在厄米的情况下 0=γ ，由于相位φ和Ω， 0
ys 可以是非

零值。 

（b）然而，在奇异点，即 PTγγ = 时，所有的初始状态将会沿布洛赫球表面相应

的曲线回到仅有的一个固定点，如关系式（3.23）、（3.24）和（3.25）。其仍然处于

布洛赫球赤道上，与图 3.6（b）所示相符。不同于[75]文中的结果： 00 =xs ，当 0≠φ

或π 的时候，我们可以有 00 ≠xs 的固定点取值。图 3.6（b）仅仅给出了 0=φ 或者π 时，

固定点 000 == zx ss 和 2/10 =ys 时的有效布洛赫动力学。该模型提高了参数的多样性，
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有助于研究 EP 的潜在其它特性。 

（c）当 PT 对称性破缺（ PTγγ > ）时，存在两个固定点：（3.26）、（3.27）和

（3.28）。 0
xs 与

0
ys 随γ 的增加而减小。与前面几个公式（3.20）-（3.25）相比，z轴

投影不再为零。 γω 2/0 ±=zs 被标记为“ ( )± ”。图 3.6（c）显示，在布洛赫球上的

任意初始态都朝向固定点 ( )− 演化，即使是初始点靠近另一个固定点 ( )+ 的附近，也

会演化至 ( )− 。因此，固定点 ( )+ 被定义为动力学的源点，另一个点 ( )− 是动力学的下

沉点。图 3.6（d）介绍了在 1=Ω 和 0=φ ，在固定点 000 == yx ss 和 2/10 ±=zs （对应

状态 T)0,1( 和 T)1,0( ）的相干相消动力学特征，它解释了图 3.4（c）左图和图 3.4（d）

中动力学演化不随时间变化的原因（除了图 3.6 之外，我们研究的初态都是 T)0,1( ）。

此外， 0
zs 的出现是 PT对称破缺的特征，固定点对研究 PT对称系统动力学演化具有

重要的意义。 

综上所述，我们考虑了具有平衡的增益和耗散的有效二能级哈密顿量。当系统

是守恒的厄米系统时，动力学演化遵循 Rabi 振荡，而振荡周期通过调节射频频率和

相对相位来控制；但是，射频场和两模光场作用相抵时，振荡消失。 

 

3.4 本章小结 

对于具有 PT对称性的有效二能级系统，我们研究了 PT对称区间和奇异点（EP）

和 PT对称破缺区间的动力学行为。更进一步，我们用重整化态矢量研究了三种条件

下的有效布洛赫动力学演化。由于动力学与固定点紧密相关，我们计算得到了三种
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区间对应的固定点表达形式。发现当 z 方向固定点分量不为零时 PT对称发生破缺，

同时在 x-y 平面上的投影完全由相位、光场强度和射频场强度决定，这将非常有助于

相关实验的实施。 
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第四章  中间阱有耗散的三阱系统的动力学研究 

本章我们将要研究的是中间阱有耗散的三阱系统动力学，这个模型不同于具有

平衡的增益和耗散的 PT对称系统，没有区间可以使得其本征值都为实数。我们研究

的模型，由于有耗散的阱位于中间，当其余两个阱所具有的化学势和相互作用等具

有对称分布时，其本征态中有一个是暗态，对应本征值为 0，投影至该态上的分量不

会随时间变化，因此在处理有耗散系统时具有可借鉴之处，这是引发我们研究兴趣

的重要原因。 

 

4.1 模型和背景介绍 

在量子力学图象中，用来描述一个物理系统的哈密顿量必须是厄米的，保证系

统具有正的能量本征值和粒子数守恒，但这种情况在实际中过于严格。光学中，有

用到非厄米哈密顿量描述光在复数折射率介质中的传播[16，98-102]。最近，玻色-

爱因斯坦凝聚（BEC）中可以通过窄的电子束或窄的激光束[10，103-104]来实现原

子操控，这促进了原子系统的耗散模拟。 

耗散过程的系统，可以通过负虚化学势非厄米哈密顿量来描述[11，13，19，

20-22，64-67，75，89]。这是因为有耗散的系统，在本征空间含时的相位因子

)/exp( iEt− 中，能量E 的虚部会贡献出一项 )/)exp(Im( tE ，仅当复数能量的虚部为

负时才能描述系统随时间耗散的特征。与之相反，当哈密顿量加入虚部为正的势能

时，可描述有增益的系统。此外，还可以利用主方程引进耗散项来解决有耗散系统
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的研究[18,23，105-109]。更重要的是，在大多数情况下，耗散是一种不良的破坏

因素，因此人们尽一切可能努力避免，比如通过内在机制来平衡耗散[10，110-111]，

利用可控的耗散来探测量子系统[24]，利用系统和库之间的耦合来设计了光学超晶

格中的有效耗散过程[23]等。在实验和理论上,很多研究小组都投入了大量的精力来

研究非厄米系统的动力学[23，111-114]。 

少阱系统的研究揭示了各种有趣的量子现象，例如，两阱或者三阱中的玻色爱

因斯坦凝聚体已经在理论和实验上被广泛研究[74，115-130]。在过去几年中，双阱

系统中的非线性约瑟夫森振荡和自俘获现象是两个重要的发现。然而，最近更多的

关注投给了三阱系统，其通过调整隧穿和相互作用参数以及化学势，可以得到更多

更丰富的物理图象[127-129]。例如，在周期性驱动下的三阱系统，由于隧穿的相干

性被破坏，理论上 Dark Floquet 态被发现[125，127]。因此，暗态可以在三阱系统(三

个量子态)中得到控制和实现。在开放的系统中更加丰富的物理图像也被发现，例如

混沌现象和引起自陷的分岔机制在三个耦合的凝聚态系统中已经被研究[132-133]。

此外，光在波导传播的过程中，Kerr 非线性相互作用会导致各种有趣的量子现象

[130]。因此，当耗散和非线性相互作用共同作用于三阱系统时，有望在系统的动力

学演化中获得更多新颖的特征。 

本章主要研究非厄米三阱系统的量子动力学，我们首先研究了在没有非线性相

互作用下三个局域态上系数模平方的时间演化情况，通过薛定谔方程的解析解，直

接给出了当两边阱的化学势相同情况下其随时间的变化关系。结果发现有一个本征

态是暗态，其本征值为零，在暗态上的投影不依赖于时间和损耗因子的变化而变化。

但当两边的化学势不相同时，暗态不再是本征态，这也印证了在本文第一章 1.3.3



第四章  中间阱有耗散的三阱系统的动力学研究 

53 

节中的结论：暗态存在的条件(1.33)中，在没有射频场时， 21 Δ=Δ 才有暗态解，在

这里相当于两边的化学势相同的条件。此外，当考虑三阱的非线性项时，三阱中模

的平方将很快减少，这些结果仍然适用于具有相似结构的奇数阱系统。 

 

4.2 线性情形下的模型与解析解 

考虑中间势阱中含有虚化学势的耦合三阱系统，一般情况下，波函数 )(tψ |是

在三个局域格点上的叠加态： 

3)(2)(1)()( 321 tctctct ++=ψ                 （4.1） 

其中， )(tci 是三个局域态 i  )3,2,1( =i 上对应的振幅。在这个局域格点空间中，忽

略空间对态的影响，因此系统的动态方程可以写成[65-67]（令 1= ）： 
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其中，哈密顿量为 

2
1 1 1
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3 3 3

0

0

g c J

H J g c J

J g c

μ

μ

μ

⎛ ⎞+ −
⎜ ⎟
⎜ ⎟= − + −
⎜ ⎟
⎜ ⎟− +⎝ ⎠

         （4.3） 

化学势的 1μ 和 3μ 是实数。 αημ i−=2 是复数，是 2 态的有效耗散（ 0>α ）或增益

（ 0<α ）[19，75，89]。 ig 是 i 态上 Kerr 非线性强度，而 J 是耦合强度。令 1=J ，

所有的能量都以 J 作为单位[132]。 

我们首先讨论最简单的情况，即化学势对称分布（ 31 μμ = ），并且忽略相互作用

项 0=ig 。令 )exp()( 0 tictc iii λ−= ，将其带入到薛定谔方程（4.2）中，可以得到哈密
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顿量（4.3）的本征方程，近一步地通过久期方程可求得其本征值 

)(
2
1

213,2

11

Θ±+=

=

μμλ

μλ
                   （4.4） 

和相应的三个本征态矢量： 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

1

1
,

1

1
,

1
0
1

2232321 μλψμλψψ          （4.5） 

其中： 

8)( 2
21 +−=Θ μμ  

我们不需要对它们进行归一化，因为归一化因子不会影响最终结果。本征矢量的左

矢 )1,,1( *
2

*
32 μλψ −= 与右矢不正交。因此，有必要确定 +H 的希尔伯特空间，定义为

*~
ii ψψ = ，其左矢为 *~

ii ψψ = 。这里，符号*表示所有复数的复共轭。这些本征向

量一起构成一个双正交基，其完备关系[25] 

1~
~

=∑
k kk

kk

ψψ
ψψ

                      （4.6） 

正交态满足 

kk
kk

kk
′

′ = δ
ψψ
ψψ
~
~

                       (4.7) 

这里在第一章的 1.2.2 节(1.11)已做了相关介绍。需要注意的是，本征矢量 1ψ 是一

个暗态，它是左右两阱中两个局域态的叠加。完备性要求任意归一化的初始态

( )Tccc 0
3

0
2

0
10 ,,=ψ 可以在三个本征矢量(4.5)做展开，表示为 

332211)0( ψψψψ AAA ++=              (4.8) 

其中，其中系数 iA 是 0
ic 的组合，例如归一化的 1ψ 对应 2/)( 0

1
0
31 ccA −= 。在 t时刻，
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波函数的演化 

332211
321)( ψψψψ λλλ tititi eAeAeAt −−− ++=           (4.9) 

在局域格点空间，时间演化算符C 矩阵作用波函数[10] 
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根据本征态矢量(4.5),我们可以得到 
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其中 3,2χ 分别是 3,2ψ 的归一化系数。 +S 的逆矩阵为 
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其中 
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可通过C 计算得到，其中 

SeeeDiagSC tititi ~),,( 321 λλλ −−−+=                  （4.15） 

+S 是格点空间和本征矢量空间的变换矩阵，其逆矩阵为 S~ ，这些算符不要求一定是
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幺正的。实际上，通过将本征矢量 iψ 或 iψ~ 逐行的写入到一个方矩阵，算符 +S 和 +S~

满足 1~~
== ++ SSSS ，且 1~~

== ++ SSSS 。这样，方程（4.15）中含时的矩阵元素 )(tCij

可以确定为 
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其中 
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系数 ijC 的对称性直接反映了局域格点空间的哈密顿量。对于任意初始状态 )0(ψ |，

我们可以由系数 ijC 推断出 )(tψ 态的演化形式，例如第 i个局域态的振幅 

0
33

0
22

0
11 )()()()( ctCctCctCtc iiii ++=  

相应地，每个局域态系数模的平方为 

2)()( tctP ii =                     （4.18） 

其所有和为 

∑=
i

iall tPtP )()(                   （4.19） 

为了简单起见，我们假设左右两阱中的化学势为 0，而且局域态 2 的化学势是一个

纯虚数，即 031 == μμ ， αμ i−=2 。在本章接下来的部分中，我们主要讨论 0>α ，

即系统仅有耗散的物理行为。容易看到，当 82 <α 时本征值 3,2λ 中的Θ是正实数，当

82 >α 时本征值 3,2λ 中的Θ是纯虚数，这将大大的改变方程 ±f 对时间的依赖性。当
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82 <α 时，我们可根据 Θ=Θ ，得到方程 )(tf± 为 

β
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1sin(

)( 2
1 ±Θ
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±

t
etf

t
                   (4.20) 

其中 ( )8/arcsin Θ=β 。公式（4.20）中的正弦函数，描述了从 1)0( =±f 开始的振荡

衰减过程。我们发现临界阻尼发生在 82 =α ，在其它情况下，当 82 >α 时， Θ=Θ i ，

系统进入过阻尼区 
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2
1sinh(

)( 2
1 t

etf
t

                 (4.21) 

其中 ( )8/arcsin Θ=′ hβ 。因为 Θ>α ，方程(4.21)中 )(tf+ 的衰减项 2/te α− 将由单调

递增的双曲正弦函数来补偿，从而导致过阻尼，与化学势参数 82 <α 区域中关系式

（4.20）相比衰减较慢。以初始态 10
1 =c 且 00

3
0
2 == cc 为例，三个态的P 值分别为： 
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如图 4.1 所示给出了三种不同α 值局域态上系数模平方的时间演化。当 1=α 时，

我们发现 )(1 tP 和 )(3 tP 在相同的平衡值 0.25 处进行明显的振荡。 2=α 时，模平方值

迅速地达到它们的平衡值 0.25，具有明显的阻尼振荡特征。而当 3=α 时， )(1 tP 的减

小和 )(3 tP 的增加将慢得多，这是过阻尼的典型行为，在这两种情况下的 )(2 tP 快速振

荡到一个几乎可以忽略的值，这意味着中间阱的泄漏。另外我们发现在 +∞→t 的极



非厄米两态及三态量子系统的动力学研究 

58 

限下， iP 的平衡值和α 无关，在这个极限下 03,2 →− tie λ
且 0)( →± tf 。对于任意初始态，

波函数 )(tψ 变为： 

 

图 4.1  每个阱局域态上系数的模平方 ( )tPi 和总模平方 allP （粉红色实线）的时间演化图 

其中耗散因子 1=α （a 图）， 2=α （b 图）， 3=α （c 图） 

初始态 10
1 =c ， 00

3
0
2 == cc ， 031 === ημμ  
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其对应的模平方是 
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0)(2 =+∞→tP                       （4.26） 

这表明，稳定态就是暗态 1ψ ，在其上的投影将永久保持。对初态 10
1 =c 和

00
3

0
2 == cc ，显而易见，总的模平方 5.0)( =+∞→tPall ，如图 4.1 所示它不随α 的变

化而变化。这些结果表明，因为在暗态上的投影不会随时间改变，耗散得到了明显

的抑制，对于其它的初始态也会发生类似的情况，甚至包括暗态 1ψ 自身[20，75，

133-137]。 

当考虑不为零的化学势对应的非厄米系统时，通过 )0()exp()( ψψ iHtt −= 来计

算三个局域态上的系数，然后根据公式（4.18）得到模平方 ( )tPi 。在左阱和右阱的

化学势不相等时，即 31 μμ ≠ ，暗态 1ψ 不再是系统的本征态[73，90]。一个直接的

结果就是，所有三个态的 ( )tPi 在 +∞→t 将发生耗散。如图 4.2 所示，当 2=α ，

1.01 =μ 、 5.03 =μ 时，我们给出了左右两阱化学势不同时，对应各阱 )(tPi 和 allP （粉

红色实线）的模平方随时间演化的趋势。显然，初态 T)0,0,1( 在初始时刻几率 11 =P ，

从 1衰减到 0，同时 3,2P 在短暂的时间内增加然后减小到零。 

 

图 4.2  化学势不同时对应各阱 )(tPi 和 allP （粉红色实线）模平方的时间演化 
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初始态 10
1 =c ， 00

3
0
2 == cc ， 1.01 =μ ， 5.03 =μ ， 2=α  

 

在左右两阱处于平衡条件时，即化学势 31 μμ = ，研究 2μ 实部η 对每个态演化的

影响是非常有意义的。例如，我们设 5.031 == μμ 、 2=α ， 2μ 的实部η 从 0 到 6。

如图 4.3 所示，我们发现模平方 3,1P 的振荡时间随着η的增大越来越长，有效地减慢

了 iP 之和达到平衡的过程，然而这并不影响 +∞→t 时趋于稳定态的分布。 

 

图 4.3  5.031 == μμ 、 2=α 时， 2μ 实部η对 )(tPi 随时间演化的影响 

（a） 0=η ，（b） 2=η ，（c） 4=η ，（d） 6=η  
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4.3 应用数值方法分析非线性相互作用下的动力学演化 

当哈密顿量（4.3）中考虑非线性相互作用时，本章 4.2 节中的解析解是不成立

的。通过变分法解方程（4.1），我们需要考虑几个近似： 

（a）首先，方程（4.1）中波函数的时间演化通过三个局部态的叠加来描述

[122-124]；另一方面，非线性方程组（4.2）中的非线性项又会破坏这种叠加。在

相邻阱中的隧穿概率很小时，这些区域的非线性相互作用是可以忽略的，叠加态的

方法对于方程（4.1）是适用的。 

（b）同时，我们将波函数 )(tψ 分解为时间和空间两个部分的直积，忽略其依

赖关系，这个已经在计算双阱中 BEC 的研究中得到了验证[139]。 

（c）此处不考虑局域态的空间依赖性，尽管这些状态的重叠决定了隧穿强度 J

和相互作用 ig [80,140-141]。为了研究非线性系统的动力学，我们在格点空间上应

用逐次迭代法计算含时哈密顿量，即从任意初始的归一化态 )0(ψ 开始， tt δ+ 时刻

的波函数由 t 时刻的波函数演化得到，即： 

)()][exp()( tttiHtt ψδδψ −=+              （4.27） 

含时哈密顿量 ][tH 可以通过方程（4.3）中的相互作用项
2)(tci 来描述。因此，我

们可以将演化时间 t 分成足够多的小时间步长 tδ ，数值上得到精度高的时间演化解

决方法。我们注意到，这个不同于双阱中有耗散的 BEC 含时 GP 方程[75，138]或

者 BEC 在波导中的受阻拦传输[135-137]，动能项的缺失使解的收敛性变得容易得

多。 

我们现在讨论不同非线性参数的典型数值结果,对于非零相互作用项仅存在于
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中间阱时，即如图 4.4（a）,（b）所示，考虑 031 == gg 、 32 =g ，且不同的耗散 1=α

和 3=α 的情形，这与图 4.1（b）和（c）无相互作用的情况下的结果相同，这表明 2g

并不影响在 ∞→t 时 )(tPi 随时间的演化。对于三个相同的相互作用参数

3321 === ggg ，我们则观察到了完全不同的行为，非线性项 3,1g 明显地将暗态的投

影降到了很低的水平，而且 iP 随着α 的增大而减小。当左右两阱相互作用项不相等

即 31 gg ≠ 时，将会完全破坏相干特性，导致波包的完全消失。 

 

图 4.4 031 == μμ ，初态 10
1 =c 、 00

3
0
2 == cc 时，不同非线性参数下 )(tPi 随时间变化的数值

计算结果 

（a） 031 == gg 、 32 =g ， 1=α ；（b） 031 == gg 、 32 =g ， 3=α ； 
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（c） 3321 === ggg ， 1=α ；（d） 3321 === ggg ， 3=α ； 

 

4.4 推广到任意奇数阱的情况 

我们处理中间阱有耗散的三阱模型时，发现当 31 μμ = 且 0=ig 时有暗态。在此

基础上，讨论了不同参数和不同相互作用下的时间演化。这些结果可以推广到一般

的只有中间阱有耗散、并只与相邻阱有耦合的 )12( +n 阱系统。为了简单起见，我们

首先考虑五阱模型，其哈密顿量为： 

⎟
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⎟
⎟
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⎜
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−
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−−−−
−
−

=

5

4
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2
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5

0100
0100
1111

0010
0010

μ
μ

μ
μ

μ

H                   (4.28) 

其中 αμ i−=3 且 03 =≠iμ ，且 3 态和剩余的阱耦合。通过计算 05 =− EIH ，我们可

以得到： 

0)4( 23 =−+ EiEE α                     (4.29) 

对于本征值 0=E ，我们有 

0
0

5421

3

=+++
=

cccc
c

                    （4.30） 

其中 ic 是态 i 的系数。方程（4.30）的解不是唯一的，对应在中间阱中有一个节点

结构，其它阱的系数加起来为零的三重暗态(详情见附录)。因此，这里可用本章第

4.3 节中的数值方法来分析这个模型的动力学。但从方程（4.30）中，我们可以发现

由于 03 =c ，在 0=E 的本征向量投影对 3 态没有贡献，因此它不依赖于任何参数，

所以这个本征向量的投影不会随时间变化。为了进一步的解释它，通过应用方程
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（4.27）所述数值方法，我们可以发现当 T)0,0,0,0,1()0( =ψ 时， 

4/3)(lim =
∞→

tPallt
 

如图 4.5 所示为 0=E 的本征向量中的投影，其远大于三阱系统。 

 

图 4.5 初态为
T)0,0,0,0,1()0( =ψ 时五阱系统模数平方随时间的变化 

其中非线性相互作用项 0=ig ，耗散因子 2=α  

 

因此，研究一个任意的 )12( +n 系统时，设 αμ in −=+1 且 01 =+≠njμ ，通过相同的

数值计算过程，我们可以找到一个规律：在初态为 T)0,,0,0,1()0( =ψ 时，

ntPallt 2/11)(lim −=∞→ ，与上述结果相同。这提供了一个很好的应用，可以用更多

的阱来构造复杂的暗态，随时间动态演化的稳态对应投影到暗态上的几率也将更

大，为减少系统耗散提供了一个很好的方案。 

 

4.5 本章小结 
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在这一章中，我们详细的分析了三阱系统随时间的动态演化过程，当左右两阱

的化学势是实数且相等时，总有一个暗态，其投影不随时间和耗散因子α 的变化而

变化。但是存在一个临界值，两边阱的模方将从阻尼振荡过渡到过阻尼衰减至平衡

态。当左右两阱的化学势不均匀时，暗态不再是系统的本征态，波函数在三个阱的

系数模方将会衰减为零。此外，当左右两阱引入一致的非线性相互作用项时，暗态

的投影将明显减弱，但不会消失。随着损耗因子的增加，投影也减小。然而，在中

间阱的相互作用不起作用时，暗态被证明是抑制耗散的关键。此外，两种相互作用

强度会促进耗散。当将研究从三阱系统推广 )12( +n 阱系统时，我们发现在没有相互

作用项时，趋于稳定的总模方遵循 n2/11− 的规律不变，其可用来加强信号在某些

介质内传播时的抗耗散能力。 
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第五章  总结和展望 

5.1 总结 

大多量子系统必须被看做是开放系统，对其研究过程中非厄米理论将起着至关

重要的作用。应用非厄米理论对开放系统的持续研究，是量子力学理论探索微观系

统在环境作用下系统特征变化的重要延伸。 

我们首先介绍了 PT对称算符，以及实验中如何采用光与原子实现反 PT对称的

哈密顿量，接下来以 PT对称的双阱模型为例，介绍了研究非厄米系统的一些基础理

论，重点研究了其双正交完备基矢。介绍了Λ型三能级原子在两模光场作用下，通

过大失谐近似可绝热消除激发能级，从而实现两个基态能级和光场的耦合。在此基

础上，我们介绍了如何利用大失谐近似计算得到一个有效的两能级哈密顿量，研究

了 Λ 型三能级系统暗态的精确解方法。应用克兰克-尼克尔森法数值方法求解 GP

方程研究对称势阱中 BECs 的动力学方程的工作，为研究三阱动力学相关数值计算打

下了非常好的基础。接下来，我们介绍了非厄米的两态量子系统的本征谱，区分了

未破缺的 PT对称区间和破缺的 PT对称区间，并讨论了奇异点（EP）的相关特性。

同时，介绍了非厄米的两态量子系统的动力学演化方程以及不同参数取值对系统动

力学行为的影响，进一步的引入了布洛赫球用以研究动力学。 

本论文中，我们主要研究了具有 PT对称性的有效二能级系统其 PT对称区间和

奇异点（EP）和 PT 对称破缺区间的动力学行为。更进一步，我们用重整化态矢量

研究了三种条件下的有效布洛赫动力学演化。由于动力学与固定点紧密相关，我们



非厄米两态及三态量子系统的动力学研究 

68 

计算得到了三种区间对应的固定点表达形式。发现当 z 方向固定点分量不为零时 PT

对称发生破缺，同时在 x-y 平面上的投影完全由相位、光场强度和射频场强度决定，

这将非常有助于相关实验的实施。 

接着我们详细研究了三阱系统随时间的动态演化过程，当左右两阱的化学势是

实数且相等时，总有一个暗态，其投影不随时间和耗散因子α 的变化而变化。但是

存在一个临界值，两边阱的模方将从阻尼振荡过渡到过阻尼衰减至平衡态。当左右

两阱的化学势不均匀时，暗态不再是系统的本征态，波函数在三个阱的系数模方将

会衰减为零。此外，当左右两阱引入一致的非线性相互作用项时，暗态的投影将明

显减弱，但不会消失。随着损耗因子的增加，投影也减小。然而，在中间阱的相互

作用不起作用时，暗态被证明是抑制耗散的关键。此外，两种相互作用强度会促进

耗散。当将研究从三阱系统推广 )12( +n 阱系统时，我们发现在没有相互作用项时，

趋于稳定的总模方遵循 n2/11− 的规律不变，其可用来加强信号在某些介质内传播

时的抗耗散能力。 

综上所述，本论文重点研究了 PT对称的有效两能级系统及其动力学和中间阱

有耗散的三阱系统的动力学。相比标准的 PT 对称二能级系统，我们所研究的 PT

对称的有效两能级系统是可以进行高精度控制的，我们的成果对研究复杂 PT对称

模型的动力学行为有非常重要的意义。在对中间阱有耗散的三阱系统的动力学进行

研究时，我们不仅研究了其动力学特征，更是将研究成果推广到了 )12( +n 阱系统，

实验上可以用来提高信号在某些介质内传播时抗耗散性能的方法，对于实验有重要

的指导意义。 
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5.2 展望  

鉴于非厄米系统对研究物理模型的优势，我们将更进一步研究光与原子相互作

用的其它模型的物理性质的研究： 

1、如光与四能级原子相互作用的模型在平衡的增益和耗散情况下的动力学研

究，以及此类系统纠缠问题的研究。 

2、在激光调制的超晶格中，满足不同统计特性的玻色或者费米冷原子在 PT对

称所呈现的物理特性。 

3、 研究 PT对称系统在奇异点所具有的一些新奇特性，结合目前最新进展的实

验，给出其合理的理论解释。 
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附录  中间阱有耗散的五阱系统的本征解 

对于哈密顿量(4.28)的本征方程 
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如前所述，这里 αμ i−=3 且 03 =≠iμ 。我们可以根据久期方程得到本征值： 

0

-0100
0-100
1111

001-0
0010-

5 =

−
−

−−−−−−
−
−

=−

E
E

Ei
E

E

EIH α              (II) 

化解后可得方程(4.29) 0)4( 23 =−+ EiEE α 。求解可得 

( )216
2
1,0,0,0 αα −±−= iE                 (III) 

由（I)得到以下方程组 

54213 EcEcEcEcc ====−               (IV) 

354321 Eccccicc =−−−−− α                (V) 

当本征值 0=E 时，根据(IV)，可得 

03 =c  

而同时根据(V)可得 

05421 =−−−− cccc  
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这就是(4.30)的推导。我们可以发现四个未知数 3≠ic 仅有一个方程，故其解不唯一，

有三重简并。当本征值不为零时，即 ( )216
2
1 αα −±−=± iE ，根据(IV)可知 

05421 ≠=== cccc                     (VI) 

13 cEc ±−=  

将以上两个式子带入到(V)式，发现正好是(4.29)的关系式，因此我们可以得到本征

值为非零解时的本征态的形式： 
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