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 中文摘要  

I 

 

中 文 摘 要 

 

一维强相互作用冷原子气体模型一直是凝聚态物理学领域中最为基础也最具有

研究价值的理论模型之一。早期关于一维冷原子气体研究大多是在光晶格中进行的，

由于在光晶格中研究一维系统的局限性导致一些量子现象的缺失，例如：虽然短程

反铁磁关联在二聚物晶格中已经被探测到，但在光晶格中至今也没有探测到两组分

费米气体的反铁磁奈尔长程序。2015年德国Heidelberg大学Jochim小组利用简谐势阱

中囚禁的6
Li原子在散射共振附近实现了反铁磁海森堡自旋链的精确制备，在无需外

加光晶格的情况下对少数几个粒子的精确操控使得有效自旋链模型成为可能。2016

年崔晓玲小组利用有效自旋链模型在考虑p波相互作用下的自旋1/2两组分费米气体

中研究了奈尔反铁磁关联。 

本文利用玻色费米映射理论在一维强相互作用冷原子气体中推导出有效自旋链

模型，通过精确对角化的方法分别计算了囚禁在一维谐振子势阱和一维无限深方势

阱中两组分费米系统的自旋密度分布与能级排布。结果表明自旋平衡的自旋链系统

处于基态时两组分自旋密度分布相同，自旋非平衡的自旋链系统处于基态时两组分

自旋密度分布不同。外势阱改变后，系统密度分布峰值位置会发生改变,外势的改

变会导致能级发生偏移。随后计算了磁场梯度对自旋链系统密度分布和能谱的影响。

考虑磁场梯度后，自旋平衡的自旋链系统处于基态时自旋密度在空间交替排布即系

统处于反铁磁序基态，自旋非平衡的自旋链系统自旋密度分布的空间对称性会被磁

场梯度破坏掉。粒子间相互作用趋于无穷时系统是高度简并的，磁场梯度的引入消

除了系统的简并，并且随着磁场梯度的增加能隙会变大。在无需借助光晶格的情况

下便可以在理论和实验上实现有效自旋链模型，有效自旋链模型不仅适用于玻色系

统与费米系统也适用于多组分系统，这为我们研究一维冷原子气体的磁性开辟了另

一条途径。 

 

关键词：密度分布；自旋链；一维量子气体；磁场梯度 
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ABSTRACT 
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ABSTRACT 

 

One of the fundamental and meaningful theoretical models in the cold 

atom research area is the strongly interacting one-dimensional（1D） 

quantum gas. Early stage studies of cold gases in optical lattices witnessed 

the absence of some quantum phenomena due to the limitations in the optical 

lattices. For instance, although short-range antiferromagnetism has been 

verified in dimerized lattices, the Néel long-range order in two-component 

Fermi gases has not yet been observed. In the experiments of Jochim’s team, 

they realized a Heisenberg antiferromagnetic spin chain in the vicinity of a 

scattering resonance by trapping ultracold 
6
Li atoms in a harmonic trap. Later, 

it was proposed that the Néel AFM may be realized in a spin-1/2 Fermi gas 

with p-wave interactions in a 1D harmonic trap. 

In this thesis, we derive the effective spin-chain model for 1D strongly 

interacting atomic gases by means of the technique of Bose-Fermi mapping. 

We calculate the spin density distribution and energy spectrum of two 

components Fermi system by the exact diagonalization of the Hamiltonian 

matrix in a 1D harmonic oscillator and square potential well, respectively. 

The spin density distributions for balanced spin chain are the same at ground 

state, but not for an unbalanced spin chain. The change of external potential 

gives rise to a shift of density peak position and energy spectrum. 

Furthermore, applying a B-field gradient in the spin chain results in an 

alternating distribution of spin density distribution for balanced spin chain at 

ground state, indicating the antiferromagnetic order. The gradient destroys 

the spatial symmetry of spin density distribution for an unbalanced spin chain 

at ground state, and breaks the degeneracy for system with infinite interaction. 

The high tunability of ultracold atomic systems offers the fascinating 

possibility to realize an effective spin chain without the need for an optical 

lattice. The model of the effective chain is not only valid for bosons and 

fermions, but also valid for systems with more than two components. The 
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model offers an alternative simple scenario for the study of 1D quantum 

magnetism in cold gases. 

 

 

Key words: Density distribution; Spin-chain; 1D quantum gases; B-field 

gradient
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第一章 绪论 

1.1一维量子气体简介 

物理学家们在 20 世纪取得的两个非常瞩目的成果是量子理论和相对论。相对

论的创立从根本上改变了人们对原有的时间和空间的认识。量子力学的创立，开拓

了人们探索微观世界的道路，分子和原子的秘密也被揭开。大量事实已证实，没有

了量子理论，几乎所有的近代物理学科及相关的边沿学科的发展都是不敢想象的，

可以毫不夸张地说，没有量子理论的创立，就没有人类现代物质文明。一维问题在

数学上处理起来比较简单，从而能对结果进行细致的讨论，量子体系的许多特征，

都可以在这些一维问题中展示出来。此外，一维问题也是处理各种复杂问题的基础。

近几十年随着实验技术与理论知识逐渐成熟，一维量子气体一直是物理学家研究的

热点。实验上可以通过调节外部束缚势，实现在两个方向上压缩原子使其只存在零

点振动，这样就制备出准一维束缚量子气体[1]。 

1.2一维有效自旋链的实验制备 

我们研究的超冷原子气体大多是在光晶格里面制备的，例如：伊辛模型的仿真

是在倾斜的晶格[2,3]中实现的；经典反铁磁性的研究是在三角晶格[4]中来完成的；在

极化的晶格气体[5,6]中观测由自旋交换相互作用诱导产生偶极相互作用；短程反铁磁

性是在二聚物晶格[7]中研究的。1987年实验[8]上在具有反铁磁相的铜氧化物中观测

到了高温超导性后，物理学家们对于具有反铁磁关联的自旋 1/2 的费米子系统产生

了极大地兴趣。实验上大多是在深光晶格莫特绝缘态中研究相邻粒子间的超交换相

互作用,超交换相互作用在玻色化[9]和费米化的双阱系统[10]里已经被探测到了，费米

化原子中的短程相互作用在各式各样的光晶格[11,12,13]中也已经实现了，而且物理学

家在一维量子气体中利用超交换相互作用在莫特绝缘态中研究了掺杂的自旋动力学

问题[14]。光晶格为我们研究超冷原子气体的量子磁性提供了适宜的条件，光晶格也

是凝聚态物理[15]中非常重要的领域。然而，实验上超交换相互作用需要在极低的温

度下才能实现，由于光晶格中冷却技术的限制，到目前为止在光晶格中也没能实现

自旋 1/2 的费米系统的反铁磁基态。无需再借助光晶格，物理学家在谐振子势阱中

实现了自旋 1/2 的费米系统的反铁磁基态。在强相互作用领域，费米系统[16]和玻色

系统的空间波函数[17,18,19]可以映射到无相互作用且不带自旋的费米子系统上，这也

叫作费米极化。强相互作用可以使得系统处于一种类似于魏格纳晶体态[20,21,22]，此
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时系统的基态是高度简并
[23]
的。在费米化极限附近，物理学家们利用萨瑟兰德

[24]
有

效自旋哈密顿量研究了接近多重基态的结构，并且在两组分系统中实现了海森堡自

旋链模型[20,25]。2014 年德国汉诺威大学 Deuretzbacher
[25]在理论上研究了谐振子势阱

中一维强相互作用旋量气体的量子磁性问题，同时提出了在谐振子势阱中冷原子系

统实现有效自旋链的理论依据。同一时期 Cui
[26]也研究了在谐振子势阱中自旋轨道

耦合对强相互作用的一维费米气体的影响。2015 年德国 Heidelberg 大学 Jochim 小

组[27] 利用简谐势阱中囚禁的 6
Li 原子在散射共振附近实现了反铁磁海森堡自旋链的

精确制备，在无需外加光晶格的情况下少数几个粒子的精确操控，使得有效自旋链

模型变为可能。这也为我们在冷原子气体中研究一维量子磁性开辟了另一条道路。

如图 1.1，是实验上在一维谐振子势阱中实现海森堡有效自旋链示意图，它能制备

出了铁磁态和反铁磁态。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.3一维量子气体中有效自旋链模型的研究 

强相互作用的一维量子气体一直是物理学家们研究的主要领域，尤其是近几年，

人们一直想要构造出具有强相互作用 g (这里 g 是粒子间的相互作用强度，实验上可

以利用费什巴赫共振（Feshbach Resonance）[28]来调节)或接近强相互作用[29]一维旋

量费米气体或玻色气体的基态。在强相互作用领域，带有自旋的粒子处于系统的基

态时，由于系统的能量不依赖于粒子自旋的结构，这就导致系统具有很高的自旋简

图 1.1 海森堡自旋链在谐振子势阱中的精确制备
[27] 
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并度
[30]
。体系的能量本征值问题以及密度分布问题，除了极少数体系(例如；氢原子，

谐振子等)外，往往是很难进行严格求解的，所以在处理遇到的实际问题时，大多是

采取适当的模型来简化，有时候还需要采取适当的近似方法，(例如；准经典近似，

绝热近似，变分法，玻恩近似法，微扰论等近似方法)。各种近似的方法都有其适用

的对象和范围，当然每种近似方法都有其优缺点，其中微扰近似法是应用最广泛的。

当粒子间的相互作用略小于极限强相互作用时，可以把1/ g 当作一个小的微扰参量。

利用微扰理论来处理系统的量子磁性问题时，可以把强相互作用极限 )( g 的部

分作为未受微绕项，把粒子间无相互作用的部分作为微扰项。当粒子间具有强相互

作用时系统的基态往往是自旋简并的，为了消除系统的简并需要利用微扰近似把哈

密顿量展开到二阶进而构造出有效自旋链模型。有效自旋链模型的哈密顿量可以看

成是非传统的带有不变量的萨瑟兰德有效自旋哈密顿量[24]，它是由近邻粒子间的有

效超交换相互作用引起的。这个有效超交换作用可以很直观的理解：当粒子间为强

相互作用极限 )( g 时粒子不能同时占据相同位置，粒子也不可能与它相邻的粒

子进行位置交换。当粒子间的相互作用略小于强相互作用极限时，两个相邻粒子就

有一定的几率进行位置的交换，尽管此时两个粒子交换位置的几率极小，因此两个

粒子位置交换就产生了等效超交换相互作用。在一维强相互作用气体中研究最多的

是自旋 1/2 的费米系统，因为此时交换算符可以用自旋算符来表示，处理量子磁性

问题会变得更加简单和直观。利用有效自旋链模型经过计算可以得出：当粒子间为

强排斥相互作用时自旋 1/2 的费米系统的基态为海森堡反铁磁态；当粒子间为强吸

引相互作用时不考虑紧束缚分子态，其基态为海森堡铁磁态。利用有效自旋链模型

研究一维强相互作用系统主要有两方面的优点：第一，在一维强相互作用领域，有

效自旋链模型对强相互作用系统的量子磁性问题具有更加直观的描述；第二，与以

往的方法相比有效自旋链模型在处理系统的能量本征值，密度分布等问题时更加简

单，随着系统粒子数的增加以往方法就会遇到很多难题，处理起来也更加复杂，而

有效自旋链模型可以用来求解多粒子系统，计算方法简单而且节省时间。 

1.3.1 s波相互作用的有效自旋链 

现在考虑一个由 N 个带自旋的粒子（费米子或玻色子）组成的一维强相互作用

量子系统。粒子被外势所束缚（通常为谐振子势）,粒子之间的相互作用通常可以

等效成接触赝势（即 相互作用）,可利用费什巴赫共振（Feshbach Resonance）[28]

来调节。对于自旋 1/2 的系统只考虑 s 波相互作用，其系统哈密顿量为： 
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               （1.1） 

其中M 是粒子质量，  ixV 是外势，通常令 1 M 。当粒子间为无穷大排斥相互

作用 )( g 时，粒子具有硬核特性并且可以等效成不带自旋的费米子。如果系统

是由 N 个不带自旋的玻色子组成的，那么系统的多体波函数可以通过玻色费米映射

理论[17]构造。对于带有自旋的费米子系统，系统相应的波函数一般可以表示成： 

                      
P

F

P

NN Pxx  1, 11            （1.2） 

这里 x 表示粒子的位置， 是泡利算符表示粒子的自旋， F 表示由 N 个无相互作

用的费米子组成的系统空间基态波函数,即 Slater 行列式,它可以由 N 个无自旋的费

米子的单粒子波函数进行构造。  Nxx ,...,1 是阶跃函数，如果 Nxxx  21 那么

  1,...,1 Nxx ，否则等于 0。 表示由 N 个带有自旋的粒子组成的一个任意自旋态，

它可以由系统的一组正交完备的基矢来表示。 P 是交换算符。 

在一维具有强相互作用的旋量费米子系统中利用微扰理论可以得到系统的等效

哈密顿量，这里将强相互作用部分作为未受微扰项，把粒子间无相互作用的部分作

为微扰项，这个思想与在哈伯德模型[15]中构造有效自旋链模型的思想相一致。应用

标准的简并微扰理论可以得出展开到二阶项的有效哈密顿量[30]： 

                                                                    （1.3） 

这里
1, iiP 表示交换算符，它作用到任意一个自旋态 上交换第 i 个粒子和第（i+1）

个粒子的自旋。系数 iC 为正值且与自旋无关，可以表示为 

                                                                （1.4） 

可以看出系数 iC 只依赖于总的粒子数和外加束缚势，与粒子是玻色子还是费米子没

有关系，也不依赖于单粒子的自旋。系统由 N 个粒子组成，那么系数 iC 就是 N 重

积分。随着粒子数 N 的增加系数 iC 计算就变得相当困难了。当系统处于一维谐振子

势阱时，系数 iC 可以约化成如下形式[31]： 

                                                                    （1.5） 

这里 K 表示 Tan 关系[32,33]，一旦知道了 K 那么利用上述公式(1.5)，所有的系数 iC 都

可以计算出来。这里我们介绍利用上面的约化公式(1.5)和积分公式(1.4)来计算由 8

个粒子和 13 个粒子组成的系统的系数 iC ，如图 1.2 所示，连线和特征符号分别表

示用约化公式和积分法得出的结果。可以得到这两种方法得出的系数 iC 基本一致，

当系统粒子数很大时在误差允许范围内可以用约化公式(1.5)来计算系统的系数 iC ，
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很大程度上约化了计算量，也节约了时间。将有效哈密顿量（1.3）式中交换算符前

的减号用加号代替就得到了带自旋的玻色子系统所对应的有效自旋链模型。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

现在利用有效自旋链模型计算系统的能谱，并与先前的方法进行比较。以自旋

1/2 的费米子系统为例，选取自旋向上的粒子数为 2，自旋向下的粒子数为 1。将束

缚外势选为频率为谐振子势阱，在计算过程中将令 1 M 。首先在有效自

旋链模型中计算系统的能谱，计算结果如图 1.3 实线所示。用格林函数[34]法计算上

述系统的能谱如图 1.3 点线所示。从计算结果来看，在强相互作用时，有效自旋链

模型与格林函数法得到的结果一致，也进一步验证了有效自旋链模型的准确性。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

在有效自旋链模型中还可以计算系统实空间的密度分布和动量空间的密度分布，

图 1.3 由 2个自旋向上的费米子和 1个自旋向下的费米子组成的系统的能谱
[30] 

图 1.2 由 8个和 13个粒子组成的系统的系数 iC ，连线表示用约化公式求得结果，特征

符号表示用积分法所求的结果
[30] 
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还是以自旋 1/2 的费米子系统为例。对于自旋 1/2 的费米子，交换算符可以写成自

旋算符的形式 

                                                                （1.6） 

这样有效自旋链模型就可以表示成如下形式： 

                                                                    （1.7） 

其中 gCi 2 表示第 i 个粒子与第 i+1 个粒子的超交换系数。当 0g 时表现为铁磁

相互作用，当 0g 时表现为反铁磁相互作用。定义单体密度矩阵元[30]形式如下： 

                                                                （1.8） 

利用单体密度矩阵元，实空间和动量空间的密度分布可以表示成如下形式： 

                                                                    （1.9） 

                                                                   （1.10） 

选取自旋向上的粒子数为 1，自旋向下的粒子数为 1，如图 1.4 所示，系统处于铁磁

态  FM 时相邻自旋排布是完全对称的，无论在实空间还是在动量空间系统的密度

分布都不依赖于粒子间的相互作用强度，换言之，当系统处于铁磁态时系统的密度

分布完全确定。系统处于反铁磁态  AFM 时相邻自旋排布是完全反对称的，此时不

管在实空间还是在动量空间系统的密度分布对粒子间的相互作用都非常的敏感。当

粒子间为无穷大相互作用  0/1 g 时，在实空间中反铁磁态的密度分布与铁磁态的

密度分布相同，换言之，在实空间中反铁磁态的密度分布与铁磁态的密度分布不能

区分。在动量空间中反铁磁态的密度分布与铁磁态的密度分布会表现出很大的区别，

因此动量空间可以利用密度分布来区分铁磁态和反铁磁态。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 1.4 由 1个自旋向上的费米子和 1个自旋向下的费米子组成的系统处于反铁磁态（实线）和

铁磁态（点线）时在不同相互作用强度下的密度分布
[30]
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1.3.2 自旋轨道耦合的有效自旋链 

本节利用有效自旋链模型计算自旋为 1 的玻色系统，在只考虑 s 波相互作用时

自旋为 1 的玻色系统的等效哈密顿量[35]为： 

                                                                   （1.11） 

这里 0g 、 2g 分别对应总自旋 0S  、 2S  通道[36]的相互作用常数， SP 表示总自旋

为 S 通道的交换算符。根据 0g 、 2g 相对强度的不同，冷原子系统可以处于反铁磁基

态（ 23Na， 0 20 g g  ）或者铁磁基态（ 87Rb， 2 00 g g  ）。在系统中引入拉曼型

的自旋轨道耦合项[26,35]： 

                     †

1 . .iqx

SOC i i

i

H dx e x x h c                    （1.12） 

这里是拉曼频率，在拉曼跃迁过程中会给粒子一个动量 q 同时使该粒子的自旋翻

转，自旋轨道耦合可以等效成实空间中的旋转磁场[37-42]。在图 1.5 中显示了自旋轨

道耦合  SOC 对冷原子系统能谱的影响：以 6 个  0 2Na g g 原子组成的系统和 6

个  0 2Rb g g 原子组成的系统为研究对象。不存在自旋轨道耦合  0  时， Na 原

子系统基态是单重态 0S  ，系统能量随着总自旋 S 的增加而增加；Rb 原子系统的

基态是多重简并态 6S N  ，系统能量随着总自旋 S 的增加而减少。存在自旋轨道

耦合  0  时，原先在这两种系统中总自旋 S 相同磁量子数不同的态是简并的，考

虑上自旋轨道后简并态被完全消除如图 1.5（a，b）所示，不同颜色代表不同的总

自旋值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 图 1.5自旋轨道耦合强度对
23Na 原子系统（a）的能谱和

87Rb 原子系统（b）的能谱的影响，每

个系统粒子数都为 6.
[35]
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1.3.3 p波相互作用的有效自旋链 

由于光晶格中冷却技术的限制，实验上至今也没能探测到长程奈尔反铁磁相关

联。在理论和实验上物理学家通过各式各样的方法去探测巡游铁磁性，然而得到的

结果都不理想。在本节中，我们介绍如何利用有效自旋链模型[43]对带有 s 波相互作

用和 p 波相互作用的自旋 1/2 的系统在一维谐振子势阱中实现奈尔反铁磁关联和巡

游铁磁关联。对于 s 波和 p 波相互作用的有效哈密顿量[43]为： 

                      0

s p

eff effH H H H                              （1.13） 

                     1
1

1

2 4

s D
eff i i i

i

Ma
H J s s 

 
    

 
                    （1.14） 

                     
 

 
0, 1

, 1
2

m

pp

eff i m

m i

Ml
H J P i i

 

                     （1.15） 

这里 s

effH 、 p

effH 分别表示考虑 s 波相互作用、p 波相互作用时系统的哈密顿量， 1Da 、

 m

pl 分别表示在自旋单态和自旋三重态  0, 1m   通道的散射长度。当 p 波相互作用

占主体即 1 1p Dl a 时,系统显示出两种磁性（铁磁性和反铁磁性），这取决于 pl 前

的符号，我们将结果展示在图 1.6 中：当 0pl  时表现为吸引 p 波相互作用，此时系

统处于铁磁基态，实现了巡游铁磁关联如图 1.6（a1,b1）；当 0pl  时表现为排斥 p

波相互作用，此时系统处于反铁磁基态，实现了奈尔反铁磁关联如图 1.6（a3,b3）。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 1.6 上一行（a1-a3）和下一行（b1-b3）分别表示 6 6  和 7 6  系统的自旋密度分布, pl 是以 1Da

为单位，从左到右依次取-3,0,3.
[43]
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1.4 本文内容 

本文主要利用有效自旋链模型计算两组分费米系统的自旋密度分布以及系统的

能谱。随后在有效自旋链模型中通过改变外势、增加磁场梯度等外在因素，研究这

些因素对系统的自旋密度分布以及能谱产生的影响。文章整体结构如下： 

第一章：简要介绍关于一维有效自旋链的实验新进展以及在理论上利用简并微扰理

论可以得出有效自旋链模型，利用有效自旋链模型可以计算系统的能谱、密度分布

等物理量； 

第二章：介绍本文所用到的研究方法，即玻色费米映射理论。然后利用推广后的玻

色费米映射理论推导出有效自旋链模型所对应的有效哈密顿量，并且用不同的方法

计算出近邻粒子间的交叠常数； 

第三章：利用有效自旋链模型分别在一维谐振子势阱和无限深方势阱中计算不同粒

子数组成的两组分费米系统的密度分布以及系统所对应的能谱；之后在此基础上考

虑与位置有关的磁场梯度对系统密度分布和能谱的影响； 

第四章：总结及展望。 
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第二章 有效自旋链模型 

具有强关联的一维冷原子气体近几十年一直备受关注，理论研究的发展同时也

推动着实验的进程。自从 Tonks-Girardeau
[18]气体在实验上得以实现后，人们在一维

冷原子领域又相继研究了两体关联系统和三体关联系统，以及一维冷原子气体的热

力学性质，Super Tonks- Girardeau
 [44]气体在实验上也已经实现。随着实验技术的发

展，最近在实验[27]上人们对于两组分少体系统实现了精确操控，可以实现对系统粒

子数，自旋取向，粒子间相互作用等的准确控制。这些实验引起了人们的高度的重

视，特别是对于在散射共振附近出现的一些新奇的物理现象格外有兴趣。在 Tonks-

Girardeau 气体中粒子间的相互作用趋于无穷大，系统的能量本征态具有很高的自旋

简并[29]。当粒子间的相互作用变为有限值即散射共振附近，此时将会降低系统的简

并度同时出现新颖的物理现象。一维具有强相互作用的多组分冷原子系统在散射共

振附近无需再借助光晶格便实现了有效自旋链模型[25,30]，这为我们研究一维冷原子

系统的量子性质开辟了一条新的途径。利用有效自旋链模型在求解系统的本征波函

数和本征能量时会变得更加简单，有效自旋链模型不仅适用于具有强相互作用的玻

色子系统也适用于费米子系统。 

2.1玻色费米映射理论 

2.1.1 玻色费米映射 

早在 1960 年, Girardeau
[17]为了求解一维多体玻色系统的严格解问题，建立起了

一维玻色系统和一维无自旋的费米子系统一一映射的关系，称为玻色费米映射。早

期的玻色费米映射理论是在两个严格的限制条件下才成立的：首先玻色系统必须是

一维无自旋系统；其次玻色系统是硬核玻色系统。这里的硬核玻色系统是指玻色子

间的相互作用很大导致系统中任意两个玻色子都无法靠的太近，可以用下面的波函

数来描述： 

                   0,,, 21  Nxxx  , axx ji                      （2.1） 

这里 Nxxx ,,, 21  表示每个粒子的坐标， ix ，
jx 分别表示任意的第 i 个粒子和第 j 个

粒子的坐标， a表示玻色子的硬核直径。在满足上面两个限制条件下，玻色系统和

费米系统满足下面一一映射的关系： 

                            FB A                                 （2.2） 
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这里 B 表示无自旋玻色系统的波函数， F 表示由 N个无相互作用费米子组成的系

统空间基态波函数， A表示单位反对称函数，写成如下形式 

                           


ji ji xxA sgn                          （2.3） 

其中，  xsgn 表示关于 x 的代数符号函数，单位反对称函数 A 可以取+1 和-1 两个值，

这取决于系统中粒子的排列顺序。（2.2）式就是玻色费米映射理论所对应的表达式。 

2.1.2 玻色费米映射理论的推广 

旋量玻色气体一直是物理学家们比较关注的领域，近年来在实验上[18,19]实现的

Tonks-Girardeau 气体中也发现了一维强相互作用的玻色系统具有费米系统的性质。

在 1960 年，Girardeau 建立的的玻色费米映射理论虽然已经提到过一维硬核玻色系

统可以通过费米系统来描述，但是，要彻底描述一维玻色系统就需要考虑自旋自由

度。令人感到遗憾的是玻色费米映射理论关于旋量玻色系统的研究并不多见。这里

我们将介绍玻色费米映射理论的一个推广[21]，进而使该理论也适用于带自旋的硬核

玻色系统。计算表明：一维强相互作用的旋量玻色系统的性质具有两重性，即该系

统既具有无相互作用费米系统的性质也具有自旋可分辨的自旋链系统的性质。系统

总的密度分布等于无相互作用费米系统的密度分布，其与自旋自由度无关。系统自

旋密度分布类似于一个自旋可分辨的局域自旋链所对应的自旋密度，我们将在第三

章详细讨论自旋密度分布。对于由 N 个粒子组成的系统处于基态时，系统就有 !N

个排列       NPP

N

N xxRxxx  121 ,,,, ，这里 R 表示实空间，P 表示任意一种排

列，系统的每一种排列对应着一种局域波函数，各个局域波函数互相正交。先不考

虑自旋，系统处于基态时的一组正交完备基矢可以写成如下形式： 

                     1 1 2
, , ! , , ,N FP P P N

x x P N x x x A                   （2.4） 

现在我们将自旋部分考虑进去，系统的波函数可以看成是空间部分波函数与自旋部

分波函数乘积的形式: 

                              PSN  !                        （2.5） 

其中     

P

P
PNS 1!/1 代表对称化算符，求和符号是对系统所有的排列求和。

Nmmm mmm mmc
N N

,,1,,, ,
21 ,21

   表示由 N 个考虑自旋的粒子组成的一个任意自旋

波函数，可以用来描述有效自旋链中自旋的排布， im 表示第 i 粒子的磁量子数。公

式（2.5）就是推广后的玻色费米映射理论所对应的表达式，这里用推广后的玻色费

米映射理论计算了两组分的费米系统和三组分的玻色系统处于任意自旋态  时的

自旋密度分布。系统的第 m 组分的密度分布[25]可以表示成下面的形式： 
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1

N
i i

m m

i

x x  


                          （2.6） 

这里   xi 称为第 i 个粒子的空间密度分布函数，表示第 i 个粒子处于外势阱中在 x

处被找到的概率，此时无需考虑第 i 个粒子的自旋： 

                       
2

1 1! , ,
i

N i N Fx N dx dx x x x x                  （2.7） 

 i
m 表示第 i 个粒子处于任意一个自旋态  上自旋磁性等于 m 的概率： 

                      
 

1

2

1 ,

, ,

, ,
i

N

i

m N m m

m m

m m  


                     （2.8） 

首先考虑一个由 4 个自旋 1/2 的费米子组成的两组分费米系统，这里的两组分

是指自旋向上的组分和自旋向下的组分即 ,m  。系统空间排布为 4321 xxxx  ，

系统的自旋波函数分别处于 (a). , , ,      、(b).  ,,,  时利用公式

（2.6）我们计算出了系统两组分的自旋密度分布，结果如图 2.1 所示，其中


 表示

自旋向上组分的密度分布，


 表示自旋向下组分的密度分布。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

然后考虑由 8 个自旋为 1 的玻色子组成的三组分玻色系统，这里的三组分是指

1,0,1m   。计算系统空间排布为 8721 xxxx  时，系统的自旋波函数分别处

于(a). 1,0,0,0,0,1,1,1  、(b).  1 2 0,0,0,0,0,0,0,0 1, 1,1, 1,1, 1,1, 1        

时的自旋密度分布，结果如图 2.2 所示，其中 1 表示自旋磁量子数为 1 的组分的密

度分布， 0 表示自旋磁量子数为 0 的组分的密度分布， 1 表示自旋磁量子数为-1

的组分的密度分布。从两组分系统和三组分系统的自旋密度分布结果可以得出以下

图 2.1 4个自旋 1/2的费米子组成的系统处于自旋态 , , ,    （a）， , , ,    （b）时的两

组分自旋密度分布 
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结论：当系统的空间排布确定后，系统的自旋密度分布类似于一个自旋可分辨的自

旋链所对应的自旋密度分布，系统的自旋密度分布特征由  i
m 所决定，不同的自旋

态  对应一组不同的       1 2
, , ,

N

m m m   。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.2有效自旋链模型中的等效哈密顿量 

考虑一个由 N 个带自旋的粒子（费米子或玻色子）组成的一维强相互作用系统，

这些粒子被沿着 x 方向的外势阱  xV 所束缚，外束缚势阱与自旋无依赖性，通常是

在谐振子势阱中研究系统的性质。粒子之间的相互作用通常可以等效成接触赝势

（即 相互作用）,对于一维强相互作用的冷原子系统，其哈密顿量通常可以表示成

如下形式： 

                      

















ji

ji

i

i

i

xxgxV
xM

H 
2

22

2


            （2.9） 

相互作用 g 可利用费什巴赫共振(Feshbach Resonance)
[28]来调节： 0g 表示排斥相

互作用， 0g 表示吸引相互作用。当相互作用为无穷大 )( g 时，根据玻色费米

映射理论
[21]

系统处于基态多重态的波函数可以构造成如下形式： 

                              idSN  !                      （2.10） 

id 表示由 N 个粒子组成的多体空间波函数，并且我们规定粒子间有一个确定排序：

Nxxx  21 ，空间波函数 id 的形式如下： 

图 2.2 8个自旋为 1的玻色子组成的系统处于自旋态 1,1,1,0,0,0,0, 1 （a），

 1 2 0,0,0,0,0,0,0,0 1, 1,1, 1,1, 1,1, 1       （b）时的三组分自旋密度分布 
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                      1 2! , , , N Fid N x x x                        （2.11） 

通过玻色费米映射理论所构造的波函数 ，在空间波函数 id 确定时，系统的自旋

波函数  与系统整体的波函数  就一一对应起来。2015 年德国 Heidelberg 大学

Jochim 小组[27]利用简谐势阱中囚禁的 6
Li 原子在散射共振附近实现了反铁磁海森堡

自旋链的精确制备，实验上所说的散射共振附近是指相邻粒子间相互作用强度很大

但是一个有限值。我们的目的就是在玻色费米映射理论所构造的基矢 中，计算出

当粒子间相互作用强度处于散射共振附近即在 0/1 g 的附近时一维强相互作用系

统所对应的等效哈密顿量。 

在 0/1 g 的附近，系统的等效哈密顿量[25]推导如下： 

 

 

                                                                   （2.12） 

 

 

 

 

在上面计算过程中我们用到下面一些公式： †S S  ,   0, SH ,   SS 2 。接下来我

们计算上式中的矩阵元 PHid ，矩阵元在1/ 0g  处做泰勒展开到一阶，结果如下： 

 

 

 

                                                                    (2.13) 

 

 

 

 

 

 

在上面的计算过程中我们用到下面一些公式： PEPH  ， / 1/ 0id P g   ，

   

   

       

     

     

†

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

, , , ! ! , , ,

, , , ! , , ,

, , , ! 1/ ! 1 , , ,

1 , , , , , ,
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N N
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P

N N

P

P

N N

P
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N P P
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H m m m id S N H N S id m m m

m m m id N HS id m m m

m m m id N H N P id m m m

m m m id HP id m m m

m m m id H P m m

   



     

    

     

     

    





  
,

P N
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1/ 0 1/ 0

1/ 0 1/ 0

1
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1/ 1/ 1/
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1/ 1/
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id H P
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id H P H P id P id H

g g g g
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id H P E P id P E id

g g g g
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id H P E id P
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上式中的哈密顿量 H 是一维强相互作用系统一般哈密顿量如公式（2.9），我们将哈

密顿量 H 代入公式（2.13）并插入一完备集
NNN dxdxdxxxxxxx  212121 ,,,,,, 后，

公式（2.13）因此变成如下形式： 

 

 

                                                                   （2.14） 

 

 

 

 

 

上式中出现了多重积分，波函数 id 与波函数 P 在满足正交归一时才对多重积分有

贡献。计算过程中利用 函数的性质：    00)( xfdxxxxf   和边界条件：  

                

ji
jiji

zz
xx

ji
xx

ji

Mg

xxxx 





















































2

2


        （2.15） 

上式（2.14）可以进一步计算得出如下形式： 

       

     
2

21121,,2

4

, ,,,!
1

1,

i

F
NiiN

i

PPidPidPF
x

xxxxxdxdxdx
M

N
g

E

PHid

ii 


  





  （2.16） 

最后我们把公式（2.16）代入（2.12）并通过整理可得到： 

                     




















1

1

1,

1

1

11 N

i

iii

N

i

iFs PJ
g

J
g

EH                  （2.17） 

其中正号应用于费米子系统，负号应用于玻色子系统， FE 是系统的动能项和势能

项之和,与外势阱  xV 的具体形式有关。这里 

                   
2

1112

4

,,
!

i

F
NiiNi

x
xxxxdxdx

M

N
J




 





        （2.18） 

是近邻粒子之间的交叠常数也就是公式（1.4）中的 iC ,我们将粒子从左到右依次标

记。从公式（2.18）可以看出，要精确求解近邻粒子之间的交叠常数 J 就需要先求

解多重积分，系统的粒子个数 N 与 N 重积分相一致，当粒子数 N 比较小时利用积

  

  

   

 

2
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2

,

2

, 1 1 1
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F P id
g

F P id i j
g

i j

F P id N i j N N
g

i j

F P id N i j id P
g

i j

F P id
g

i j

id H P

H
E g id P

g g

E g id x x P
g

E g dx dx x x id x x x x P
g

E g dx dx x x
g

E g dx
g



 

 

   

















 
   

 

  

  

  

 



 

 

           

       
, 1

*

1 2 1 2

22

, 1 1 2 , 1 , ,

! , , ! , ,..,

1
! lim ... , ,

i i

N i j F FP P P N
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分法还是比较容易求解近邻粒子之间的交叠常数 J，随着粒子数 N 的增加，当粒子

数大于 8 时，用公式（2.18）求解近邻粒子之间的交叠常数 J 就已经变得相当困难。

幸运的是，对于求解近邻粒子之间的交叠常数有一种很好的近似方法，随着系统粒

子数的增加用近似法计算的近邻粒子之间的交叠常数 J 与用积分法所得到的结果基

本相一致。我们所用的近似法[25]的表达式如下： 

                            
 

2

324

3M

xn
J iTF

i


                         （2.19） 

这里  iTF xn 叫做密度的托马斯费米分析， ix 表示第 i 个粒子和第 i+1 个粒子的质量

中心的位置，可分别表示成如下形式： 

                         
2

2
1











l

x
N

l
xn i

iTF


                     （2.20） 

                            
      

 dxxxxx ii

i

1

2

1
                （2.21） 

其中   xi 、   xi 1  分别表示第 i 个粒子、第 i+1 个粒子的空间密度分布， l 表示

外势阱的特征长度。下一节我们利用积分公式（2.18）和近似法（2.19）在一维谐

振子势阱中分别计算由 3 粒子、4 粒子组成的一维强相互作用系统的近邻粒子之间

的交叠常数 J，并且分析了这两种方法的优缺点。 

2.3 近邻粒子之间交叠常数 

2.3.1 近邻交叠常数的精确解 

我们将外势阱  xV 选为一维谐振子势阱，现在计算一个由 3个自旋 1/2 的费米

子组成的系统，由于一维谐振子势阱具有空间对称性，所以近邻粒子之间的交叠常

数 J 具有如下关系： 21 JJ  。由 3 个无相互作用费米子组成的系统的空间基态波函

数 F 可以用 Slater 行列式来描述： 

 

                                                                   （2.22） 

 

 

这里  xN 表示在一维谐振子势阱中单粒子处于第 N 个能级时的本征波函数。量子

力学中关于谐振子的能量本征值问题，在历史上海森伯格和薛定谔分别用矩阵力学

和波动力学的方法得到圆满的解决，这两种方法最后取得的结果相一致，之后狄拉

     

     

     

     

1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1
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1
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克与薛定谔分别利用升降算子的方法和因式分解的方法也给出了相当漂亮的解。我

们以利用薛定谔的定态波动方程推导出的谐振子的本征波函数和能量本征值为例，

正交归一的谐振子的定态波函数可以写成如下形式： 

                        
2 2

exp
2

n n n

x
x A H x


 

 
  

 
                   （2.23） 

这里的系数  
1 2

2 !n

nA n   表示归一化系数，其中 M  ，  xH  表示厄

米多项式满足递推关系：      1 12 2 0n n nH x xH x nH x       。利用递推关系可

以计算出处于任意单粒子能级上的本征波函数，我们将最低的三条能级上的谐振子

本征波函数表示如下 

                                                                   （2.24） 

 

                                                                   （2.25） 

 

                                                                   （2.26） 

 

同理我们也研究了一个由 4 个自旋 1/2 的费米子组成的的系统，由于一维谐振子势

阱具有空间对称性，所以近邻粒子之间的交叠常数 J 具有如下关系： 231 JJJ  。

由 4 个无相互作用费米子组成的系统的空间基态波函数 F 可以用 Slater 行列式来

描述： 
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1
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1

xxxxP
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            （2.27） 

 

将 3 粒子系统和 4 粒子系统中的空间基态波函数带入表达式（2.18）中可得到近邻

粒子之间的交叠常数 J 的具体数值。用同样的方法，我们也计算了由 5 个和 6 个粒

子组成的系统的近邻粒子之间的交叠常数 J。利用积分表达式（2.18）计算出来的

交叠常数 J 的具体数值结果见表 2.1。 
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表 2.1 通过积分法我们得到由不同粒子数组成的系统（ 6N ）在谐振子势阱中近邻粒子之间

的交叠常数
[25]

 

N   2 2

1J l   2 2

2J l   2 2

3J l  

2 0.7979   

3 1.3464   

4 1.7877 2.3465  

5 2.1661 3.1772  

6 2.5022 3.9021 4.3571 

2.3.2 近邻交叠常数的近似解 

这里我们用近似法在数值上计算了上述各个系统中的近邻粒子之间的交叠常数

J，从近似计算方法的表达式（2.19）中可以看出来，要计算近邻粒子之间的交叠常

数 iJ 首先就得先求出第 i 个粒子  iTF xn 。同样我们将外势阱  xV 选为一维谐振子势

阱，首先研究一个由 3 个和 4 个自旋 1/2 的费米子组成的系统。要计算第 i 个粒子

的  TF in x ，就需要先计算出第 i 粒子的空间密度分布即    i
x ，利用公式（2.7）在

一维谐振子势阱中可以计算出每个粒子的空间密度分布。 

当 3N 时，每个粒子的空间密度分布结果如下： 

                   
   

2

1 1.3297
0.8923exp 0.5

0.5532

x
x

  
      

              （2.28） 

                   
   

2

2
0.9681exp 0.5

0.5100

x
x

  
      

               （2.29） 

                   
   

2

3 1.3297
0.8923exp 0.5

0.5532

x
x

  
      

             （2.30） 

得到  x1 、  x2 表达式后，利用公式（2.21）我们就可以计算出第 1 粒子和第 2

个粒子质量中心的位置 1x ，表达式如下： 

    

       1 2

1

2 2

1

2

1 1.3297
0.8923exp 0.5 0.9681exp 0.5

2 0.5532 0.5100

x x x x dx

x x
x dx

   
 

       
                     




（2.31） 

得到 1x 值后，利用公式（2.20）我们就可以计算出第 1个粒子的  1xnTF ，再利用公
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式（2.19）得出 1J 的具体数值。 

当 4N 时，我们将每个粒子的空间密度分布表达式列于下： 

                                                                   （2.32） 

                                                      

                                                                   （2.33） 

                                       

                                                                   （2.34） 

 

                                                                   （2.35） 

与求解 3 粒子系统的近邻粒子之间交叠常数的步骤类似，我们可以得到 4 粒子系统

中近邻粒子之间的交叠常数 1J 与 2J 。用同样的方法，我们也计算了由 5 个和 6 个粒

子组成的系统的近邻粒子之间的交叠常数 J，用近似表达式（2.19）得出的结果见

表 2.2。 

表 2.2 利用近似法得到不同粒子数组成的系统（ 6N ）在谐振子势阱中近邻粒子之间的交叠

常数，其中括号中的数字表示用近似法和积分法得到的结果的相对误差 

N   2 2

1J l   2 2

2J l   2 2

3J l  

2 0.8013（0.43%）   

3 1.3040（-3.15%）   

4 1.8009（0.74%） 2.4021（2.37%）  

5 2.0931（-3.37%） 3.2112（1.07%）  

6 2.4992（-0.12%） 4.0152（2.90%） 4.4108（1.23%） 

 

综上，我们利用两种方法计算出不同粒子数组成的系统的近邻粒子之间的交叠

常数 J，对比表格 2.1 与表格 2.2，可以得出用积分法公式（2.18）所得到的结果与

用近似表达式（2.19）所求出来的数值大体上相一致。随着粒子数 N 的不断增加，

用积分法计算近邻粒子之间的交叠常数 J 会变得越来越困难也很费时间，而用近似

表达式计算近邻粒子之间的交叠常数 J 就会变得相对容易，所以对于由多粒子组成

的系统若在误差允许的范围内，我们可以采用近似表达式（2.19）求解近邻粒子之

间的交叠常数 J。 
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0.7630exp
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2.4 本章小结 

在本章中，我们介绍了玻色费米映射理论，及其推广，使玻色费米映射理论也

适用于一维旋量硬核玻色系统；然后利用玻色费米映射理论在散射共振附近推导出

了一维强相互作用原子气体中的有效自旋链模型；最后我们利用积分法和近似法求

解了不同粒子数组成的系统中近邻粒子之间的交叠常数，并比较了这两种方法的优

缺点。 
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第三章 有效自旋链模型中密度分布的研究 

为了探究微观世界中粒子运动的奥秘，例如原子中电子运动的轨迹、能量、角

动量等等，物理学家们做了大量的实验。1921 年 Stern 和 Gerlach 在磁场中直接观

测到原子的空间取向是量子化的，当时在实验中测的是银原子，先让银原子通过一

条狭缝形成细束，然后银原子再经过一个不均匀的磁场区域（用不均匀的磁场是要

把不同的磁矩值的原子分出来），银原子运动方向与磁场的方向垂直，最后银原子

会停留在相片上。在经过显像处理后的相片上会出现两条黑斑，这表明了银原子在

经过不均匀磁场区域时已经分成了两束，说明了银原子在磁场中只有两个空间取向。

实验上出现的现象理论上也找到了合理的解释，原来银原子的基态是
2/1

2S ,原子总

的角动量量子数等于 21 ，磁量子数就等于 21 、 21 ，所以会出现两条黑线。这里

的 21 的数值来源于自旋量子数 21 和 S 态的 l 等于 0（对应 S 波相互作用）。实验上

利用 Stern 和 Gerlach 实验可以将不同自旋的原子气体分离,从而测量系统不同组分

的密度分布。 

3.1 有效自旋链密度分布的研究 

3.1.1 系统的空间密度分布 

单粒子的空间密度分布如公式（2.7）所示，系统的空间密度分布等于系统中每

个单粒子的空间密度分布之和： 

                                 
N

i

i xx                            （3.1） 

系统的空间密度分布的具体形式与系统所处的外势  V x 有关，在第二章中我们简

单介绍了一维谐振子势阱的有关内容。在本节，我们先将外束缚势选为一维谐振子

势阱，计算不同粒子数组成的系统的空间密度分布，然后我们将外束缚势换成一维

无限深方势阱，同样计算其空间密度分布，最后比较在这两种不同外束缚势阱下相

同粒子数组成的系统的空间密度分布会出现何种不同，我们发现势阱改变后对单粒

子空间密度分布和系统总的空间密度分布都会产生影响。 

我们以 3 粒子系统为例，利用公式（2.7）我们计算了该系统中每个粒子的空间

密度分布，当 i 取 1 时第一个粒子的空间密度分布计算过程如下所示： 
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 （3.2） 

我们将  x1 、  x2 、  x3 的表达式带入公式（3.2）中经过计算可得到第 1 个粒

子的空间密度分布： 

 

                                                                    （3.3） 

当 i 取 2、3 时利用公式（2.7）可以计算出第 2、3 粒子的空间密度分布。我们按照

同样的方法在一维谐振子势阱中又分别计算了 4,6,8N  系统对应的单粒子空间密度

分布，结果如图 3.1 所示。图中粒子都是从左到右依次排序分别记为第一个粒子，

第二个粒子…，重叠部分代表近邻粒子之间的交叠常数。我们也可以认为在谐振子

势阱中单粒子的密度分布是人为构造的，在实验上无法测量，因为粒子都是全同的，

给粒子从左到右编上号码只是为了理论上研究方便，但系统中自旋密度分布在实验

上可以测量，我们下节将会讨论。 

 

 

图 3.1.由 3个粒子（a）,4个粒子（b）,6个粒子（c）,8个粒子（d）组成的系统在谐振

子势阱下单粒子的空间密度分布。 

 

   
2

1 1.3297
0.8923exp 0.5
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现在我们将外束缚势由一维谐振子势阱换成一维无限深方势阱，在新的势阱中

计算由 3 个粒子、4 个粒子组成的系统的空间密度分布。一维无限深方势阱单粒子

能级上的本征函数为： 

                               , axa   ， 1,2,3,n                （3.4） 

          0n x  ， ,x a x a                                          （3.5） 

这里 a表示束缚势的边界，将公式（3.4）带入到单粒子空间密度公式（2.7）中得到

由 3 个粒子、4 个粒子组成的系统中每个粒子的空间密度分布，如图 3.2 所示。我

们经过计算得出结论：系统空间密度分布会出现峰值，峰值的数量与粒子个数保持

一致。当系统处于一维谐振子势阱时，系统的空间密度分布呈现两边峰值低中间峰

值高而空间对称分布的形式；当系统处于无限深方势阱时,系统的空间密度分布呈

现两边高中间低空间对称分布的形式。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 3.2 在一维无限深方势阱下 3粒子系统（a）、4粒子系统（b）中单粒子空间密度分布，

图（c）、（d）中虚线  har 表示在一维谐振子势阱下 3粒子系统、4粒子系统总的空间密度

分布，实线  squ 表示在一维无限深方势阱下 3粒子系统、4粒子系统总的空间密度分布。 
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3.1.2 系统的自旋密度分布 

实验上利用史特恩和盖拉赫实验可以将不同自旋的原子气体分离，从而测量系

统不同组分的密度分布。现在我们利用有效自旋链模型在一维谐振子势阱中计算一

个两组分系统的自旋密度分布，这里我们用{N↑;N↓}表示 N↑个自旋向上的粒子数和

N↓个自旋向下的粒子数,系统总的粒子数满足 N= N↑+ N↓。这里计算一个自旋 1/2 的

费米子组成的系统，系统的自旋结构是{2;1}，其有效哈密顿量可以表示成： 

                     

2 2

, 1

1 1

1 1 1,2 1 2,3

2 21 1
13

1 1

1 1
2

1
2

4

s F i i i i

i i

F

F

H E J J P
g g

E J J P J P
g g

J J
E S S

g g



 

 
   
 

 
    
 

   
       

  

 

                    （3.6） 

这里 13S 表示 1 粒子自旋与 3 粒子自旋耦合后的总自旋， S 表示 3 个粒子的总自旋。

利用量子力学中算符对应的本征值，（3.6）式可以分情况讨论： 

113 S ， 2/1S 时利用公式（3.7）基态能量 0E 可以得到如下结果： 

                                                                    （3.7） 

113 S ， 2/3S 时第二激发态的能量 2E 可以得到如下结果： 

             FF EJ
g

J
g

EE 



























4

1
1111

2

3

2

311
2 112            （3.8） 

013 S ， 2/1S 时第一激发态的能量 1E 可以得到如下结果： 

                                                                    （3.9） 

 

自旋结构为{2;1}的系统对应的一组正交完备基矢为： ,,,,,,,,,,  ，系

统的哈密顿量（3.6）在基矢下的矩阵形式可以写成成如下形式： 

                

1 1

1 1 1

1 1
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2
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J J
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g g
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H E
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                    （3.10） 

通过精确对角化的方法我们求得该系统处于基态和激发态时所对应的本征波函数，

1
1 1 1

1 1 1 1 1
2 1 0
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结果如下： 

                        2
6

1
0                 （3.11） 

                                                                   （3.12） 

                       
3

1
2                   （3.13） 

该系统对应的本征能量，结果如下： 

                        1
0 3F

J
E E

g
                                 （3.14） 

                        
1

1 F

J
E E

g
                                  （3.15） 

                        FEE 2                                    （3.16） 

从上面计算结果可以得出：用算符所对应的本征值的方法与精确对角化方法得到的

本征能量值相等。我们现在计算系统处于基态时的自旋密度分布，由公式（2.6）可

知要求解系统处于基态时自旋向上组分的密度分布首先就得求出每个粒子处于基态

时自旋向上的概率，计算过程如下： 

根据公式（2.8）我们可以计算出第 1 个粒子处于基态时自旋向上的概率： 

 

                                                                   （3.17） 

 

 

第 2 个粒子处于基态时自旋向上的概率： 

 

 

                                                                   （3.18） 

 

 

 

第 3 个粒子处于基态时自旋向上的概率： 
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                                                                   （3.19） 

 

 

 

 

根据公式（2.6）系统处于基态时自旋向上组分的密度分布就可以表示成： 

 

                                                                   （3.20） 

 

 

同理可以计算出系统处于基态时，自旋朝下组分的密度分布： 

                                                                   （3.21） 

 

我们也计算出了该系统处于激发态时两组分的自旋密度分布，结果如下： 

系统处于第一激发态： 

                               xxxx 321

2

1

2

1
 


                （3.22） 

                            xxx 31

2

1

2

1
 


                       （3.23） 

系统处于第二激发态： 

                               xxxx 321

3

2

3

2

3

2
 


              （3.24） 

                               xxxx 321

3

1

3

1

3

1
 


              （3.25） 

系统处于基态、激发态时，自旋向上、下组分的自旋密度分布如图 3.3 所示。理论

计算结果与实验上的测量结果如图 1.1（b）所示相一致，可以很明显的得出当系统

处于基态时，系统处于反铁磁态  AF ；当系统处于第二激发态时，系统处于铁磁态

 F ；第一激发态相当于一个中间态，起到反铁磁态与铁磁态过度的作用，理论计

算结果与实验测量结果相一致也进一步证明了有效自旋链模型的准确性。 
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随后我们将外势换为一维无限深方势阱后计算了该系统处于基态和激发态时两组分

的自旋密度分布，如图 3.4所示： 

 

利用有效自旋链模型在一维谐振子势阱中计算一个由 4 个自旋 1/2 的费米子组 

成的系统，系统的自旋结构为{3;1}，有效哈密顿量可以表示成： 

                    

1 1

, 1

1 1

1 2 1 1,2 2 2,3 1 3,4

1 1

1 1 1
2 ( )

N N

s F i i i i

i i

F

H E J J P
g g

E J J J P J P J P
g g g

 



 

 
   
 

 
      
 

 
    （3.26） 

系统的一组正交完备基矢可以表示成；  ,,,,,,,,,,,,,,, ，有

效哈密顿量在这组基矢下的矩阵形式可以表示成： 

 

图 3.3 在一维谐振子势阱中系统{2;1}分别处于基态、第一激发态、第二激发态时两组分自旋

密度分布 

图 3.4 在一维无限深方势阱中系统{2;1}分别处于基态、第一激发态、第二激发态时两组分自

旋密度分布 
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          （3.27） 

通过精确对角化的方法我们求得该系统处于基态和激发态时所对应的本征波函数，

结果如下： 

     
   

   









6700.02261.0
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2

1
1                          （3.29） 

     
   

   

2 2

2 2 2 2

1 2 1 2

1 1
2 1 1

2 2

0.6700 0.2261

J J

J J J J
         

 

       

     （3.30） 

      
2

1
3                          （3.31） 

该系统对应的本征能量，结果如下： 
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1 2 2
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                    （3.32） 

                     
11

1
2 J

g
EE F                                  （3.33） 

                                                                   （3.34） 

   

                     FEE 3                                        （3.35） 

利用公式（2.6），得出系统处于基态和激发态时的自旋密度分布，结果如下所示。 

系统处于基态时： 

                       1 4 2 32 2 2 20.2261 2 0.6700 2 0.2261 0.6700x x x x x    


        （3.36） 

                   1 4 2 32 20.2261 0.6700x x x x x    


                   （3.37） 
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系统处于第一激发态时： 

                                                                   （3.38） 

                                                                   （3.39） 

系统处于第二激发态时： 

                       1 4 2 32 2 2 22 0.2261 0.6700 0.2261 2 0.6700x x x x x    


           （3.40） 

                   1 4 2 32 20.6700 0.2260x x x x x    


                  （3.41） 

系统处于第三激发态时： 

                                                                   （3.42） 

                                                                   （3.43） 

系统处于基态和激发态时两组分系统的自旋密度分布如图 3.5 所示：从图中我们会

得到以下结论：处于基态和激发态时系统的自旋密度分布具有空间对称性；系统处

于第一激发态和第三激发态时系统的两组分自旋密度分布是相同的，虽然在这两个

激发态上系统的波函数和能量都不一样，但对比公式(3.29)和(3.31)可以得出这两

个波函数的主要区别是基矢前面系数的正负号不同而系数的大小一样，从公式（2.8）

可以看出自旋密度分布只与系数的平方有关，而与系数的正负没有关系，所以才出

现在第一、三激发态上两组分的自旋密度分布相同的结果。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
图 3.5 在一维谐振子势阱中系统{3;1}处于基态和各个激发态时两组分自旋密度分布 
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外势换为一维无限深方势阱后，系统处于基态和激发态时的自旋密度分布如图 3.6

所示。 

利用有效自旋链模型在一维谐振子势阱中我们计算了自旋配置为{2;1}、{3;1}

系统的自旋密度分布，随后计算了这两个系统对应的能谱。这里我们将 FE 选为零

点能，以 g/1 为横坐标，将这两个系统的能谱排布展示在图 3.7 中，从图中我们可

以得到以下结论：在 0/1  g 处，系统具有能级简并度；在 0/1  g 的附近，能

量是关于 1/ g 线性变化的。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

以上我们在一维谐振子势阱中计算了自旋配置为{2;1}、{3;1}系统的自旋密度

分布，这类系统也叫做自旋非平衡的两组分自旋链系统。现在我们计算自旋配置为

{2;2}系统的自旋密度分布，这类系统也叫做自旋平衡的两组分自旋链系统。和之

前计算过程一样，首先写出该系统对应的有效哈密顿量： 

图 3.7 在一维谐振子势阱中{2;1}系统（a）和{3;1}系统（b）能级分布 

图 3.6 在一维无限深方势阱中系统{3;1}处于基态和各个激发态时两组分自旋密度分布 
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     （3.44） 

系统的一组正交完备基矢为： , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,                        ，

有效哈密顿量在这组基矢下的矩阵形式如下： 
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       （3.45） 

通过精确对角化的方法我们求得该系统处于基态和激发态时所对应的本征波函数，

结果如下： 

 0 0.1986 1.8645 2.8645 1.8645 2.8645              （3.46） 

                                                                   （3.47） 

 
2

2
2                                             （3.48） 

 3 0.5421 0.8172 0.1828 0.8172 0.1828            （3.49） 

 4 0.6336 0.4953 0.4953                     （3.50） 

 
6

6
5             （3.51） 

该系统对应的本征能量，结果如下： 

 

                                                                   （3.52） 

 

                                                                   （3.53） 
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                  1
2 2F

J
E E

g
                                      （3.54） 

                                                                   （3.55） 

                                                             

                                                                   （3.56） 

                  FEE 5                                           （3.57） 

从计算结果可以得出，系统不论处于基态还是激发态时都没有出现简并态，我们进

而根据自旋密度公式（2.6）计算出系统处于基态和各个激发态时两组分系统的自旋

密度分布，计算结果如图 3.8 所示。这里我们会看到一个比较有趣的现象：虽然系

统处于基态和激发态时对应的波函数不一样，但是系统在基态和各个激发态时的两

组分密度分布却相同，这可以与之前自旋配置为{3;1}系统处于第一激发态和第三

激发态时自旋密度分布相比较。通过计算我们得出以下结论：在自旋平衡的自旋链

系统中系统的两组分自旋密度分布是完全相同的，这与系统处于基态还是激发态无

关，这也是自旋平衡的自旋链系统独特的性质。 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.2 磁场梯度对有效自旋链的影响 

3.2.1 磁场梯度对有效自旋链自旋密度分布的影响 

上节在一维谐振子势阱中计算了自旋平衡的自旋链系统，该系统自旋两组分的

密度分布是完全确定的，与系统处于基态或激发态无关。本节在自旋平衡的自旋链

系统中引入磁场梯度，研究磁场梯度对自旋密度分布的影响，系统加上磁场梯度后

的有效哈密顿量如下： 

图 3.8 自旋平衡的自旋链系统{2;2}处于基态（a）和激发态（b）时两组分自旋密度分布 

2
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1 1 1
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            （3.58） 

G 表示磁场梯度的大小，l 表示外势的特征长度,  dxxxx i

i 
)( 表示第 i 个粒子

的平均局域坐标。这里计算磁场梯度对自旋配置为{2;2}系统的密度分布的影响。

利用精确对角化的方法计算出系统在考虑上磁场梯度后处于基态时的本征波函数。

计算中取 G/l=0.1时： 

0 0.2375 0.3662 0.6365 0.3662 0.4943 0.1609             （3.59） 

计算中取 G/l=1时： 

0 0.4905 0.2282 0.8003 0.2282 0.1194 0.0215

             （3.60） 

利用自旋密度分布公式（2.6）我们计算了系统处于基态时两组分系统的密度分布并

得出以下结论：对于自旋平衡的自旋链系统{N↑ = N↓}例如{2;2}，磁场梯度将使有效

自旋链两组分自旋密度分布在空间交替排布，即系统处于基态反铁磁序如图 3.9 所

示,并且随着磁场梯度的增加反铁磁序分布更加显著如图 3.9（b）所示。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

通过上面的计算我们得出，在一维谐振子势阱中磁场梯度对自旋平衡的自旋链

系统会产生很大的影响即自旋组分会出现反铁磁排序。那么磁场梯度对自旋非平衡

的自旋链的密度分布会产生怎样的影响呢？在 3.12 节中我们已经计算了自旋非平衡

的自旋链系统的自旋密度分布，系统处于基态时两组分的自旋密度分布具有空间对

称性。现在考虑上磁场梯度后，我们计算系统{2;1}、{3;1}处于基态时两组分自旋

密度分布。根据自旋密度分布公式（2.6），我们计算了自旋非平衡的自旋链系统处

图 3.9 自旋配置为{2;2}的两组分系统处于基态时在考虑磁场梯度后两组分的自旋密度分布。

（a）图 / 0.1G l   （b）图 / 1G l   
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于基态时两组分的自旋密度分布，得出以下结论：考虑磁场梯度后，自旋非平衡的

的自旋链系统{ N↑  N↓}，比如{2;1}、{3;1}系统处于基态时两组分的自旋密度分布

在实空间内不再是对称分布如图 3.10 与 3.11，而且随着磁场梯度的增大，两组分在

实空间内的密度分布变得更加混乱如图 3.10（b）与 3.11（b）。由于粒子数守恒，

系统总的密度分布不受磁场梯度的影响而发生变化如下图中虚线


  所示。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

通过上面的计算我们得出，在一维谐振子势阱中磁场梯度对自旋平衡的自旋链

系统和自旋非平衡的自旋链系统处于基态时两组分自旋密度分布会产生很大的影响。

那么当系统处于激发态时，磁场梯度对系统的两组分密度分布会产生怎样的影响呢？

这里我们计算了自旋平衡的自旋链系统处于激发态时磁场梯度对两组分自旋密度分

图 3.11自旋配置为{3;1}的系统处于基态时在考虑磁场梯度后两组分的自旋密度分布，（a）

图 / 0.1G l   ，（b）图 / 1G l  。 

 

图 3.10自旋配置为{2;1}的系统处于基态时在考虑磁场梯度后两组分的自旋密度分布，（a）图

/ 0.1G l   ，（b）图 / 1G l  。 
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布的影响。通过精确对角化的方法可以求解出考虑上磁场梯度后系统{2;2}处于各

个激发态时对应的本征波函数，我们的结果如下所示。 

当 / 0.1G l  时： 

1 0.3130 0.0618 0.5681 0.0618 0.6887 0.3120             （3.61） 

                                                                   （3.62） 

3 0.6435 0.4267 0.0046 0.4267 0.1747 0.4373             （3.63） 

4 0.6033 0.1769 0.4129 0.1769 0.1779 0.6093              （3.64） 

5 0.2598 0.3856 0.3189 0.3856 0.4681 0.5606              （3.65） 

当 / 1G l  时： 

1 0.6346 0.3723 0.0922 0.3723 0.5396 0.1428

            （3.66） 

                                                                   （3.67） 

3 0.0027 0.7071 0.0046 0.7071 0.0017 0.0014

             （3.68） 

4 0.1196 0.5361 0.3015 0.5361 0.4606 0.3284

              （3.69） 

5 0.0081 0.1079 0.0351 0.1079 0.3751 0.9136

             （3.70） 

 

本节最后，我们将外束缚势从一维谐振子势阱换成一维无限深方势阱后，计算

了磁场梯度对自旋配置为{2;2}的系统的自旋密度分布的影响。计算结果表明：对

于自旋平衡的自旋链系统{2;2}，考虑上磁场梯度后，系统自旋向上组分的概率密

度不再等于自旋向下组分的密度分布，而是两组分密度分布在空间交替出现,呈现

出反铁磁序的排列方式。当系统处于激发态时考虑上磁场梯度后，系统的自旋分布

则出现磁畴及更复杂的自旋密度分布如图 3.12 所示（计算中我们取 1.0lG ）。 

 

 

 

 

 

2 0.0721 0.7667 0.0292 0.6329 0.0410 0.0624           

2 0.5851 0.1014 0.5087 0.1014 0.5845 0.1913
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3.2.2外势的改变对能级分布的影响 

这里利用有效自旋链模型计算一个由 4 个自旋 1/2 的费米子组成的系统的能谱, 

系统的自旋结构为{2;2}。首先我们将外势选为一维谐振子势阱，因为谐振子势阱的

空间对称性，所以近邻粒子间的交叠常数满足 231 JJJ  ，利用公式（2.18）计算

得到
2 1/ 1.3126J J  。在 3.12 节我们计算出了该系统的能谱如图 3.13(a)所示，可以

看出强相互作用下系统不管处于基态还是激发态,能级都随着 g/1 线性增加[45]。随

后我们将外势选为一维无限深方势阱，还是计算{2;2}系统的能级分布，因为一维

无限深方势阱是一个均匀的势阱，所以在一维无限深方势阱中近邻粒子间的交叠常

数满足 321 JJJ  ，可以计算出该系统能谱: 

                             1
0 3 3F
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E E

g
                        （3.71） 

                             1
1 2 2F

J
E E

g
                         （3.72） 
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                             1
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                             1
4 2 2F

J
E E

g
                         （3.75） 

                           FEE 5                                  （3.76） 

图 3.12 在一维无限深方势阱中系统处于基态和各个激发态时，考虑上磁场梯度后两

组分的自旋密度分布。 
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无限深方势阱中系统的能谱如图 3.13(b)所示，由上述公式可表明在 0/1  g 的附

近能量是关于 1/ g 线性变化的，比较图 3.13(a)和(b)可以看出系统能量的排布不

依赖与交叠常数的比值
12 JJ 。现在我们来研究势阱的改变对能量的影响，当处于

谐振子势阱时  0 5.0727 1/E g  ,  1 3.9628 1/E g  ；当系统处于一维无限深方势

阱时  0 4.7321 1/E g  ，  1 3.4142 1/E g  。一维谐振子势阱的能量 0E 、 1E 与无限

深方势阱比较能级关于 1/ g 的斜率分别偏移了 0.3406，0.5486。 

 

 

3.2.3磁场梯度对能级分布的影响 

在 3.1.2 节中我们计算了自旋结构为{2;1}系统的能级分布，在相互作用趋于无

穷大即 0/1  g 处系统是简并的，对于自旋结构为{3;1}、{2;2}系统在相互作用趋

于无穷大时也是简并的。在自旋链系统中考虑上磁场梯度，那么系统的能级分布会

发生怎样的变化呢？我们在这节详细研究了磁场梯度对能级分布的影响，我们将外

势选为一维谐振子势阱，磁场梯度如公式（3.58）所示，计算磁场梯度对自旋结构

为{2;1}系统的能级分布的影响。考虑磁场梯度后该系统的有效哈密顿量形式如下： 
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    （3.77） 

 

图 3.13 系统{2;2}处于谐振子势阱(a)和无限深方势阱(b)时的能级排布。 
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通过精确对角化的方法我们计算出了系统处于基态和激发态时的能级分布，计算中

我们将 FE 选为零点能，以 g/1 为横坐标，将该系统对应的能级排布展示在图 3.14

中。通过计算得出结论：不考虑磁场梯度，在相互作用趋于无穷大时即 1 0g  ，

系统是能级简并的；考虑上磁场梯度，在相互作用为无穷大时即 1 0g  ，系统的

简并度消除如图 3.14 所示，并且随着磁场梯度的增加系统能级之间的空隙会增大如

图 3.14（b）所示，（计算中我们分别取 1.0/ lG ， 1/ lG ）。 

 

 

3.3 本章小结 

在本章中，我们主要是利用有效自旋链模型计算了自旋非平衡的自旋链系统和

自旋平衡的自旋链系统的自旋密度分布以及能谱；随后通过改变外势阱后我们研究

了系统的自旋密度分布和能谱会产生哪些改变，结果表明外势的改变会影响系统空

间密度分布峰值的位置，但并不会影响系统能级的排布，外势改变后系统的能级只

会发生偏移；在此基础上我们引进一个与位置有关的磁场梯度，磁场梯度的加入会

对两组分系统的密度分布和能谱都会产生很明显的影响，磁场梯度能够使自旋平衡

的自旋链系统处于基态时自旋分布呈现反铁磁排序，并且随着磁场梯度的增加反铁

磁序更加明显；磁场梯度的加入会使原先系统在相互作用趋于无穷大时即 01  g

简并度消除，并且随着磁场梯度的增加，能级间隙会变大。

图 3.14 自旋链系统{2;1}在磁场梯度 1.0/ lG （a）、 1/ lG （b）下的能级分布 
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第四章 总结与展望 

一维强相互作用的多组分冷原子系统在散射共振附近无需再借助光晶格便实现

了有效自旋链模型，这为研究强相互作用一维旋量气体提供了一个新颖的方法。本

文首先利用玻色费米映射理论将一般的强相互作用系统的哈密顿量约化为有效哈密

顿量即有效自旋链模型。利用此模型分别在谐振子势阱和无限深方势阱中计算了由

不同粒子数组成的系统的空间密度分布，结果表明：系统空间密度分布会出现峰值，

峰值的数量与粒子个数保持一致。当系统处于一维谐振子势阱时，粒子的空间密度

分布呈现两边峰值低中间峰值高而空间对称分布的形式；当系统处于一维无限深方

势阱时，粒子的空间密度分布呈现两边高中间低空间对称分布的形式。然后利用有

效自旋链模型计算了由不同粒子数组成的两组分费米系统的自旋密度分布，经过计

算我们得出：自旋平衡的自旋链系统处于基态和激发态时两组分自旋密度分布是相

同的；自旋非平衡的自旋链系统处于基态和激发态时两组分自旋密度分布会出现不

同。紧接着我们利用有效自旋链模型分别在谐振子势阱和无限深方势阱中计算了由

不同粒子数组成的系统的能级排布，当外势阱改变后系统的能级排序不会改变但能

级会发生偏移。最后我们在原先的哈密顿量的基础上引入了一项与位置有关的磁场

梯度，我们分别在谐振子势阱和无限深方势阱中研究了磁场梯度对系统自旋密度分

布的影响。计算结果表明磁场梯度能够改变系统的自旋密度分布,磁场梯度的加入

破坏了自旋非平衡的自旋链系统自旋密度分布的空间对称性，也使得自旋平衡的自

旋链系统处于基态时,两组分自旋密度分布在空间上会呈现出交替排布的反铁磁排

序,对系统激发态的影响则出现磁畴及更加复杂的自旋密度分布现象。在粒子间相

互作用趋于无穷大时，系统是简并的，随着磁场梯度的加入系统的简并被消除并且

随着磁场梯度的增大能级的间隙也在变大。 

有效自旋链模型为我们在一维强相互作用冷原子气体中研究量子磁性开辟了另

一条道路。冷原子气体实际上是很复杂的，本文中我们只考虑了自旋 1/2 的两组分

少体费米子系统，有效自旋链模型也适用于多组分系统以及多粒子系统。利用有效

自旋链模型我们只在实空间内计算了系统的密度分布和能谱，我们也可以在动量空

间研究系统的密度分布和能谱，这种情况也值得我们进一步去研究。另外我们下一

步打算利用有效自旋链模型研究玻色系统以及玻色费米混合系统的密度分布和能谱。 
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