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中文摘要 

I 

 

 中 文 摘 要 

 

Majorana 费米子的反粒子是其自身，它满足 Non-Abelian(非阿贝尔)统计，是容

错拓扑量子计算的有效候选之一。自 Majorana 费米子被提出以来，对它的寻找从未

停止。最近人们发现在拓扑超导体中元激发的零能准粒子与 Majorana 费米子有相同

的特性，为研究 Majorana 费米子提供理论基础。我们主要研究的是一维 p 波超导量

子线中局域在两端的 Majorana 零模。 

本论文首先介绍了拓扑绝缘体和拓扑超导体的相关概念，讨论了安德森局域化

现象以及一维 Aubry-André(AA)模型的相关性质，根据自对偶性质求出该模型的扩展

-局域的转变点，该模型不存在迁移率边。紧接着我们介绍了几种具有迁移率边的类

AA 模型，它们具有精确的迁移率边的解析表达式。在加入 p 波超导后，这些模型表

现出丰富的拓扑量子相，并且存在复杂的迁移率边。本论文主要研究了一维具有特

殊化学势调制的 p 波超导量子线中的量子相变。它可以用 Bogoliubov-de Gennes 方法

求解。当系统参数 0b ≠ ，调制频率α 为有理数时，系统经历从拓扑非平庸相到拓扑

平庸相的转变，伴随着 Majorana 零模的消失和 2Z 拓扑不变量的改变。我们发现相变

强烈地依赖化学势强度V 和相移δ 。对于某些特定的α 和δ ，相变的临界强度V 是无

穷大。对于非公度的情况( ( )5 1 / 2α = − )，我们可以通过分析低能谱，最低激发态

的波函数， 2Z 拓扑不变量和表征波函数局域的逆参与率(IPR)来确定系统的相图。以

0δ = 为例，体系出现了三个相，拓扑非平庸超导相，拓扑平庸超导相，拓扑平庸安

德森绝缘相。对于拓扑非平庸的超导相，它具有由 2Z 拓扑不变量表征的 Majorana 零

模。通过计算 IPR，我们发现拓扑平庸超导相和拓扑平庸安德森绝缘相的最低激发态

表现出不同的标度特征：对于拓扑平庸超导相，最低激发态的 IPR 随尺寸的增加而

趋于零，而对于平庸 Anderson 局域相，它保持有限值。 

 

 

关键词： p 超导体；Majorana 费米子； 2Z 拓扑不变量 

 

 



ABSTRACT 

III 

 

ABSTRACT 

 
The most remarkable feature of the Majorana fermion is that its 

antiparticle is itself and due to the non-Abelian statistics of the Majorana 
fermion, it becomes the one of the powerful candidates of the fault-tolerant 
topological quantum computing. One has never stopped looking for the 
Majorana fermion since it was born. Recently, one finds that the zero-energy 
quasiparticle excitations in the topological superconductor have the similar 
properties as the Majorana fermion, which provides the theoretical basis for 
the study of the Majorana fermion. We mainly study the Majorana zero 
modes in the one-dimensional p-wave superconducting quantum wire with 
the modulated chemical potentials. 

We first introduce the related concepts of the topological insulators and 
the topological superconductors and discuss the phenomenon of the Anderson 
localization and the properties of the one-dimensional Aubry-André (AA) 
model. Due to the self-duality property, the well-known AA model presents a 
metal to insulator transion without mobility edges. Some generalized AA 
models which have the mobility edges in compactly analytic forms are found. 
By adding the p-wave superconductivity, those models show rich topological 
quantum phases and complex mobility edges. In this thesis, we consider a 
one-dimensional p-wave superconducting quantum wire with the specific 
modulated chemical potentials which can be solved by the Bogoliubov-de 
Gennes method. When the parameter 0b ≠  and α  is a rational number, the 
system undergoes a transition from topologically nontrivial phase to 
topologically trivial phase which is accompanied by the disappearance of the 
Majorana fermions and the changing of the 2Z   topological invariant of the 
bulk system. We find the phase transition strongly depends on the strength of 
potential V and the phase shift δ . For some certain special parameters 
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α and δ , the critical strength V of the phase transition is infinity. For the 
incommensurate case, i.e. ( )5 1 / 2α = − , the phase diagram is identified by 
analyzing the low-energy spectrum, the amplitudes of the lowest excitation 
states, the 2Z  topological invariant and the inverse participation ratio (IPR) 
which characterizes the localization of the wave functions. Three phases 
emerge in such case for 0δ = , topologically nontrivial superconductor, 
topologically trivial superconductor and topologically trivial Anderson 
insulator. For a topologically nontrivial superconductor, it displays 
zero-energy Majorana fermions with a 2Z  topological invariant. By 
calculating the IPR, we find the lowest excitation states of the topologically 
trivial superconductor and topologically trivial Anderson insulator show 
different scaling features. For a topologically trivial superconductor, the IPR 
of the lowest excitation state tends to zero with the increase of the size, while 
it keeps a finite value for different sizes in the trivial Anderson localization 
phase.  
 
 

Keywords: p-wave superconductor; Majorana fermions; 2Z topological 

invariant 
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第一章 绪论 

1.1 拓扑绝缘体 

1.1.1 拓扑绝缘体简介 

    1980 年， Klitzing 等人发现了量子霍尔效应，这是具有划时代意义的发现[1]。在

量子霍尔效应中，强磁场将电子的运动限制在整个材料中，但是在其表面存在导电

边缘态。近年来有研究表明，绝缘体的能带中存在拓扑非平庸相时，该系统会有稳

定的导电边缘态，且此时不需要外部磁场的存在。Moore 和 Balents 用拓扑绝缘体一

词来描述此类系统，是固体物理学中研究的热点之一
 [2-4]。 

拓扑绝缘体是一种新的量子态。它和普通绝缘体一样，它们的能带结构中都有

能隙的存在。但是拓扑绝缘体的边缘态受自旋轨道耦合和时间反演对称性的保护，

使得有些电子能够穿过能隙，即在边缘上具有导电性。科学家们已经对拓扑绝缘体

进行了深入的研究。一般情况下，拓扑绝缘体分为一维拓扑绝缘体(量子线)
[5]，二维

拓扑绝缘体和三维拓扑绝缘体。2005 年，Kane 等人在理论上预言量子自旋霍尔态在

石墨烯体系中存在[6]。随后，Bernevig 等人预言量子自旋霍尔态在 HgTe/CdTe 量子阱

中存在，而且还发现了在 HgTe/CdTe 量子阱中有平庸绝缘体向二维拓扑绝缘体的转

变[7]。2007 年，Molenkamp 小组通过实验证实了二维拓扑绝缘体在 HgTe/CdTe 量子

阱中存在，观察到量子自旋霍尔效应所特有的导电边缘态 [8]。同时，祁晓亮等人首

次提出了能带反转实现拓扑量子态的理论模型[9]。2011 年杜瑞瑞等人在 InAs/GaSb

半导体量子阱中也实现了二维拓扑绝缘体 [10]。2006 年，科学家们发现量子自旋霍尔

态的拓扑性可以推广到三维系统[11-13]。三维拓扑绝缘体的表面有自旋极化的二维狄拉

克费米子，形成狄拉克锥结构。理论上预测在 Bi1xSb 合金内存在三维拓扑绝缘体 [14]，

并且用角分辨光发射光谱(ARPES)测量观察到了拓扑非平庸态[15]。紧接着，人们预测

在 Bi2Te3，Sb2Te 和 Bi2Se3[16-17]等化合物中有三维拓扑绝缘体并得到实验验证[18]
。关

于拓扑绝缘体的研究激起了人们广泛的兴趣，相当多的理论和实验工作对此进行了

研究[19-25]。这些工作证明了拓扑绝缘体在自然界中普遍存在。 

1.1.2 一维 Su-Schrieffer-Heeger(SSH)模型 

      一维 Su-Schrieffer-Heeger(SSH)模型是 Su 等人在研究一维聚乙炔时提出的一维

紧束缚二聚化模型[26-28]，它被认为是最简单的拓扑绝缘体模型。2018 年，Rizzo 小组
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和 Gröning 小组都通过实验得到了一维拓扑绝缘体，即石墨烯纳米线，使理论预测成

为了现实[29-30]。SSH 模型描述了无自旋的费米子在一维链中的跃迁运动，如图 1.1 所

示。该链由 L 个原胞构成，每个原胞中包含两个格点，一个在子格点 A(红色圆圈)，

另一个在子格点 B(黄色圆圈)。                                                                                         

                                                                                     

 

 

 

 

图 1.1 SSH 模型。 

一维 SSH 模型的哈密顿量为： 

                              ( )† †
1

1

ˆ ˆˆ ˆ ˆ' . .
L

n n n n
n

H ta b t a b H c+
=

= + +∑                    (1.1) 

其中，t表示原胞内最近邻格点间的跃迁强度， 't 表示原胞间最近邻格点间的跃迁强

度。 †ˆna ， †
n̂b ，( ˆna ， n̂b )分别表示在 A 格点和 B 格点电子的产生(湮灭)算符。为了

更好的研究该模型的拓扑性质，我们可以将哈密顿量(1.1)变换到动量空间。将傅里

叶变换： 

                              
1ˆ ˆikn

n k
k

a e a
L

= ∑                        (1.2) 

                              
1ˆ ˆikn

n k
k

b e b
L

= ∑                        (1.3) 

带入哈密顿量(1.1)得到： 

                              †ˆ
k k k

k
H h= Ψ Ψ∑                         (1.4) 

其中： 

                                ( )ˆˆ ,
T

k k ka bΨ =                         (1.5) 

                    
0 '
' 0

ik

k x x y yik

t t e
h h h

t t e
σ σ

− +
= = + 

+ 
                (1.6) 

其中， 'cosxh t t k= + ， 'sinyh t k= 。 xσ 和 yσ 是泡利矩阵。 kh 满足手性对称性，

't  t  

A 

B 

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  
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z k z kh hσ σ = − 。求解其薛定谔方程可以得到在动量空间的本征值： 

                   2 2 2 2' 2 'cosk x yE h h t t tt k= ± + = ± + +                  (1.7) 

及其相应的本征态： 

                           
2 2

1 , 1
2

x y
k

x y

h ih

h h
ψ

 − = −
 + 

                   (1.8) 

如图 1.2 所示，我们展示了动量空间的能谱图。当跃迁强度 't t≠ 时，能谱中有能隙

存在，其大小为 2 't t− 。当 't t= 时，能隙在布里渊区的边界处关闭，即 k π= ± 。 

 

图 1.2 不同参数条件下，动量空间的能谱
[26] 

(a) 1, ' 0t t= = ；(b) 1, ' 0.6t t= = ；(c) ' 1t t= = ；(d) 0.6, ' 1t t= = ；(e) 0, ' 1t t= = 。 

此时，SSH 模型处于金属相。图 1.2(a)-(e)中最大的变化是能隙关闭随后又打开。在

此过程中系统在 't t= 经历一个量子相变。但是从能谱中不能看出相变前后的拓扑性

质。在 't t> 和 't t< 两个区间中的拓扑性质可以由 Zak (Berry)相位得到的拓扑不变量

(绕数)来表示。Zak 相位的定义为
[31]： 

                            
2

0

k k k

k k

i
dk

π ψ ψ
γ

ψ ψ
∂

= ∫                      (1.9) 

将本征波函数(1.8)式带入(1.9)式可以得到： 
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2

2 20

1
2

x k y y k x

x y

h h h h
dk

h h
π

γ νπ
∂ − ∂

= =
+∫                (1.10) 

其中ν 是绕数，其表达式为： 

                        
2

2 20

1
2

x k y y k x

x y

h h h h
dk

h h
π

ν
π

∂ − ∂
=

+∫                   (1.11) 

根据绕数的定义(1.11)式，当 2 2 0x yh h+ = 时，绕数ν 的定义无效。由本征能量(1.7)可知，

能隙关闭的点为 0x yh h= = ，此时绕数的定义无效。为了获得更加直观的理解，在图

1.3 中，我们显示了与图 1.2 中能谱相对应的绕数情况。 0ν = 表示拓扑平庸相， 1ν =

表示拓扑非平庸相。故 't t> 的区间内对应于拓扑平庸相， 't t< 的区间内对应于拓扑

非平庸相[32]。 

 

图 1.3 不同参数条件下的绕数 ( )2 2 2
x yh t h t′− + = [26] 

(a) 1, ' 0t t= = ；(b) 1, ' 0.6t t= = ；(c) ' 1t t= = ；(d) 0.6, ' 1t t= = ；(e) 0, ' 1t t= = 。 

1.2 拓扑超导体 

1.2.1 拓扑超导体简介 

拓扑超导体[33-38]与拓扑绝缘体类似，能谱中存在能隙，并且在能隙中会出现边缘

态。由于超导体系中 U(1) 规范对称性的破缺，其 Bogoliubov 准粒子
[39]可以由电子-
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空穴线性叠加构成。拓扑超导体表面激发的是没有能量的电子或空穴。我们认为，

零能 Bogoliubov 准粒子的电子部分和空穴部分相等， 具有Majorana费米子的性质。

对于一维拓扑超导体来说，它的拓扑性表现为在一维链的两端存在局域的 Majorana

零模。由于 Majorana 费米子满足非阿贝尔统计性质，它是容错拓扑量子计算的有利

候选之一，为构造容错量子计算机提供了理论基础。近年来有关拓扑超导体以及

Majorana 零模的研究引起了人们的巨大关注。 

1.2.2 Majorana 费米子 

二十世纪三十年代，Majorana 求解了 Dirac 相对论协变的电子运动方程，提出了

与电子和正电子不同的粒子-- Majorana 费米子，它的反粒子是其自身[40]。经过几十

年的发展，这一理论的巨大意义被充分认识，尽管 Majorana 费米子是一个“古老”

的概念，但它仍然是现代物理学中研究的热点问题。在粒子物理学中，中微子被认

为可能是 Majorana 费米子，至今仍然有很多实验在试图证明中微子是 Majorana 费米

子
 [41]。在暗物质中具有弱相互作用且有质量的粒子也很有可能是 Majorana 费米子。

这些预测很有可能在大型强子对撞机上进行的实验中得到批判性的检验。凝聚态物

理学家们也为在各种各样的固体系统中追寻 Majorana 费米子的身影而不懈努力。与

高能物理学家追求的 Majorana 费米子不同，在固体系统中的基本组分不是基本粒子，

而是电子和离子。因此在固体系统中找到 Majorana 费米子十分困难。但是，在超导

系统中，电子 U(1) 规范对称性的破缺提供了产生 Majorana 费米子的可能性。超导

体系中的电子-空穴叠加后的零能 Bogoliubov 准粒子与 Majorana 费米子的性质类似。

一般情况下，我们可以通过破坏 s 波超导体的宇称或时间反演对称性来解除其自旋

简并，等效地得到无自旋的费米子，使得准粒子的反粒子是其自身。由于费米子的

统计规律，无自旋费米子满足奇宇称配对，即它们必须以非平庸的形式配对。在拓

扑超导体系中，Majorana 费米子以零能激发态(Majorana 零模)的形式出现。 

为了表示 Majorana 费米子，我们可以将一个电子的产生(湮灭)算符写为复数形

式： 

                 ( ) ( )†
,1 ,2 ,1 ,2

1 1ˆ ˆ ˆˆ ˆ,
2 2j j j j j jc i c iγ γ γ γ= − = +                (1.12) 

其中 ,1ˆ jγ 和 ,2ˆ jγ 分别表示局域在空间同一个点上的两个 Majorana 费米子。由此，

Majorana 费米子算符 γ̂ 可以用电子的产生(湮灭)算符表示为： 

                         ( )† †
,1 ,2ˆ ˆ ˆ ˆ, /j j j j j jc c c c iγ γ= + = −                  (1.13) 
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γ̂ 算符满足它的反粒子是其自身的特性，即： † †
,1 ,1 ,2 ,2ˆ ˆ ˆ ˆ,j j j jγ γ γ γ= = 。Majorana 费米子的

产生(湮灭)算符满足反对易关系： 

                             { }, ,ˆ ˆ, 2i j ijα β αβγ γ δ δ=                      (1.14) 

那么，费米子的粒子数 ˆ jn 可以用 Majorana 费米子算符 γ̂ 表示为： 

                           ( )†
,1 ,2

1 ˆ ˆˆ ˆ ˆ 1
2j j j j jn c c iγ γ= = +                    (1.15) 

根据泡利不相容原理， ˆ jn 可以取 0 或 1，所以 Majorana 费米子对 ,1 ,2ˆ ˆj jiγ γ 可以取 -1

和 1。我们知道，一对 Majorana 费米子等价于一个狄拉克电子[41]。我们想要研究

Majorana 费米子的性质，必须找到独立且局域在不同格点上的 Majorana 费米子。对

于一维拓扑超导系统来说，最简单的就是在 p 波配对的超导体中寻找 Majorana 零模。 

1.2.3 一维 Kitaev 模型 

一维系统中最简单的形式是 Kitaev 提出的 p 波超导模型，其哈密顿量为
[42]
： 

         ( ) ( )† † † † † *
1 1 1 1

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
2j j j j j j j j j j

j
H t c c c c c c c c c cµ+ + + +

  = − + − − + ∆ + ∆    
∑       (1.16) 

其中， 1, ,j L= ⋅⋅⋅ 是格点数，t是最近邻电子的跃迁强度，µ是化学势，∆是产生或湮

灭相邻格点的一对电子的p波配对势强度。 †
îc ( îc )是费米子的产生(湮灭)算符。利用

Majorana费米子算符(1.12)式将哈密顿量(1.16)写为： 

            ( ) ( ),1 1,2 ,2 1,1 ,1 ,2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

2 j j j j j j
j

iH t tγ γ γ γ µγ γ+ + = − + ∆ + + ∆ − ∑         (1.17) 

我们考虑两种极限情况： 

(1).当 0t∆ = = 时，哈密顿量(1.17)可以写为： 

                              ,1 ,2
ˆ ˆ ˆ

2 j j
j

iH µγ γ= − ∑                     (1.18) 

此时，每一个格点上的两个 Majorana 费米子形成一个狄拉克费米子，对应于平庸态。

其基态如图 1.4(a)所示。 

(2).当 , 0t µ∆ = = 时，哈密顿量(1.17)可以写为： 

                              
1

,2 1,1
ˆ ˆ ˆ

L

j j
j

H it γ γ
−

+= ∑                       (1.19) 

此时，系统中只有相邻格点的跃迁项。我们可以重新定义一组狄拉克费米子： 
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                     ( ) ( )†
,2 1,1 ,2 1,1

1 1ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ,
2 2j j j j j ja i a iγ γ γ γ+ += + = −             (1.20) 

从而得到哈密顿量(1.19)的基态。哈密顿量(1.19)用新定义的狄拉克费米子算符(1.20)

表示为： 

                            
1

†

1

1ˆ ˆ ˆ2
2

L

j j
j

H t a a
−

=

 = − 
 

∑                      (1.21) 

其基态如图 1.4(b)所示。由于哈密顿量(1.19)中不包括 1,1γ̂ 和 ,2ˆLγ ，表明在一维链的两

端出现了独立的 Majorana 费米子，此时对应于拓扑非平庸态。 

 

 

 

 

 

 

 

图 1.4 Kitaev 链中平庸态和拓扑非平庸态的示意图 

(a) 0t∆ = = 时的基态；(b) , 0t µ∆ = = 时的基态。 

由此可以看出，一维p波超导体中存在Majorana零模。我们在动量空间下研究该系统

的拓扑性质。在周期性边界条件下，通过傅里叶变换得到动量空间的哈密顿量： 

            ( ) † † † *ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 cos sin sink k k k k k
k

H t k c c i kc c i kc cµ − − = − − + ∆ + ∆ ∑         (1.22) 

其准粒子激发谱为： 

                     ( ) ( )222 cos 2 sinkE t k kµ= ± + + ∆                 (1.23) 

当 2tµ = 时，体系的能隙关闭，可以将上述拓扑非平庸相和平庸相分开。目前，已

经有实验构造出了Kitaev模型，得到了Majorana零模存在的实验依据[43-46]。 

1.2.4 Bogoliubov-de Gennes(BdG)方法 

      一维 p 波超导体的哈密顿量为： 

                      ( )† † †
1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ. .i i i i i i
i

H tc c c c H c V n+ +
 = − + ∆ + + ∑             (1.24) 

由于哈密顿量(1.24)中存在非对角的部分，我们可以通过 Bogoliubov-de Gennes(BdG)

变换使其对角化[47-49]。先定义一套新的费米子(准粒子)算符： 

(b) 

(a) 
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† †

, ,
1

ˆ ˆ ˆ
L

n n i i n i i
i

u c cη ν
=

 = + ∑                       (1.25) 

                          
†

, ,
1

ˆ ˆ ˆ
L

n n i i n i i
i

u c cη ν
=

 = + ∑                       (1.26) 

其中 1, ,i L= ⋅⋅⋅ 是格点数，n是能级指标且 1, ,n L= ⋅⋅⋅ 。 ,n iu 和 ,n iν 均为实数。 †ˆnη 和 ˆnη 是

准粒子的产生(湮灭)算符，满足反对易关系： 

                               { }†ˆ ˆ,n m nmη η δ=                         (1.27) 

                           { } { }† †ˆ ˆ ˆ ˆ, , 0n m n mη η η η= =                      (1.28) 

对角化后的哈密顿量可以写为： 

                           †

1

1ˆ ˆ ˆ
2

L

n n n
n

H E η η
=

 = − 
 

∑                       (1.29) 

准粒子的产生算符 †ˆnη 和对角化后的哈密顿量(1.29)的对易关系为： 

                   † † †
, ,

1

ˆˆ ˆ ˆ ˆ,
L

n n n n n i i n i i
i

H E E u c cη η ν
−

=

   = − = − +   ∑              (1.30) 

同样，可以计算准粒子的产生算符 †ˆnη 和未对角化哈密顿量(1.24)的对易关系： 

† †
, ,

1

ˆ ˆˆ ˆ ˆ, ,
L

n n i i n i i
i

H u c c Hη ν
−

= −

    = +     
∑  

                             †
, ,

1 1

ˆ ˆˆ ˆ, ,
L L

n i i n i i
i i

u c H c Hν
= =− −

   = +      
∑ ∑            (1.31) 

在这里，为了方便我们先计算(1.31)式中的第一部分 †
,

1

ˆˆ ,
L

n i i
i

u c H
= −

 
  
∑ ，在开边界条件下，

, 1 ,0 0n L nu u+ = = ， , 1 ,0 0n L nν ν+ = = ，费米子的产生算符 †
îc 与动能项的对易关系为： 

1 1
† † † † † †

, 1 , 1 1 ,
1 1 , 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,
L L L

n j j i i n j j i i i i n j j
j i i j

u c tc c u c tc c tc c u c
− −

+ + +
= = =−

 
 = −   

 
∑ ∑ ∑  

               
1

† † † †
, 1 1

, 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
L

n j i j i i i j
i j

u t c c c c c c
−

+ +
=

 = − − ∑  
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               ( )
1

† † †
, 1 1

, 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
L

n j i j i i j
i j

u t c c c c c
−

+ +
=

 = − + ∑   

     
1

†
, 1,

, 1

ˆ
L

n j i i j
i j

u tc δ
−

+
=

= −∑  

                               
1

†
, 1

1

ˆ
L

n i i
i

u tc
−

+
=

= −∑                         (1.32) 

同理可得： 

                        
1 1

† † †
, 1 , 1

1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ,
L L L

n j j i i n i i
j i i

u c tc c u tc
− −

+ −
= = =−

 
= − 

 
∑ ∑ ∑               (1.33) 

费米子的产生算符 †
îc 与 p 波配对项的对易关系为： 

1 1
† † †

, 1 , 1 1 ,
1 1 , 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,
L L L

n j j i i n j j i i i i n j j
j i i j

u c c c u c c c c c u c
− −

+ + +
= = =−

 
 ∆ = ∆ −∆   

 
∑ ∑ ∑  

                     ( )
1

† †
, 1 1, 1

, 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
L

n j j i i i i j j i
i j

u c c c c c cδ
−

+ + +
=

 = ∆ − − ∑  

                    ( )
1

† †
, 1 1,

, 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
L

n j j i i j i i i j
i j

u c c c c c cδ
−

+ +
=

 = ∆ + − ∑  

             
1

, 1 1,
, 1

ˆ ˆ
L

n j ij i i i j
i j

u c cδ δ
−

+ +
=

 = ∆ − ∑  

            
1 1

, 1 , 1
1 1

ˆ ˆ
L L

n j j n i i
j i

u c u c
− −

+ +
= =

= ∆ − ∆∑ ∑  

                               ( )
1

, 1 , 1
1

ˆ
L

n i n i i
i

u u c
−

− +
=

= − ∆∑                  (1.34) 

同理可得： 

                        
1

† † †
, 1

1 1

ˆ ˆ ˆ, 0
L L

n j j i i
j i

u c c c
−

+
= = −

 
∆ = 

 
∑ ∑                      (1.35) 

费米子的产生算符 †
îc 与化学势项的对易关系为： 
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† † †
, 1 , 1 1 ,

1 1 , 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,
L L L

n j j i i n j j i i i i n j j
j i i j

u c V n u c V n V n u c+ + +
= = =−

 
 = −   

 
∑ ∑ ∑  

                  ( )† † † †
,

, 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
L

n j i j i i i ij j i
i j

u V c c c c c cδ
=

 = − − ∑  

                 
( )† † † †

,
, 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
L

n j i j i i i i ij
i j

u V c c c c c δ
=

 = + − ∑  

                               †
,

1

ˆ
L

n i i i
i

u V c
=

= −∑                         (1.36) 

综合(1.32)式-(1.36)式可以得到，(1.31)式中的第一部分可以写为： 

     ( ) ( )
1

† † †
, , 1 , 1 , 1 , 1 ,

1 1 1

ˆˆ ˆ ˆ ˆ,
L L L

n i i n i n i i n i n i i n i i i
i i i

u c H u u tc u u c u V c
−

+ − − +
= = =−

   = + + − ∆ −    
∑ ∑ ∑      (1.37) 

同理，(1.31)式中的第二部分可以写为： 

     ( ) ( )
1

†
, , 1 , 1 , 1 , 1 ,

1 1 1

ˆˆ ˆ ˆ ˆ,
L L L

n i i n i n i i n i n i i n i i i
i i i

c H tc c V cν ν ν ν ν ν
−

− + + −
= = =−

   = − + + − ∆ +    
∑ ∑ ∑     (1.38) 

综合(1.37)式和(1.38)式可以得到： 

( ) ( )† †
, 1 , 1 , 1 , 1 ,

1

ˆˆ ˆ,
L

n i n i n i n i n i n i i
i

H c u u t u Vη ν ν+ − + −−
=

   = + + − ∆ −   ∑  

                    ( ) ( ), 1 , 1 , 1 , 1 ,
1

ˆ
L

i n i n i n i n i n i i
i

c u u t Vν ν ν− + − +
=

 + − ∆ + + + ∑         (1.39) 

比较(1.30)式和(1.39)式，对应系数相等可以得到 BdG 方程： 

               ( ) ( ), 1 , 1 , , 1 , 1 ,n i n i n i i n i n i n n iu u t u V E uν ν+ − + −+ − + − ∆ = −             (1.40) 

                ( ) ( ), 1 , 1 , 1 , 1 , ,n i n i n i n i n i n n iu u t V Eν ν ν ν− + − +− ∆ + + + = −             (1.41) 

利用狄拉克函数的性质，可以将 BdG 方程(1.40)式和(1.41)式写为： 

       ( ) ( ), 1 , 1 , , , 1 , 1 , ,
1

L

j i j i j i i n j j i j i n j n n i
j

t V u E uδ δ δ δ δ ν+ − + −
=

  − + + −∆ − =  ∑         (1.42) 
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       ( ) ( ), 1 , 1 , , 1 , 1 , , ,
1

L

j i j i n j j i j i j i i n j n n i
j

u t V Eδ δ δ δ δ ν ν− + − +
=

  −∆ − + + − =  ∑         (1.43) 

令 ( ) ( ), , 1 , 1 , , 1 , 1
ˆ ˆ,i j j i j i j ii ij j i j ih t Vδ δ δ δ δ+ − − += − + + ∆ = −∆ − ，则 BdG 方程(1.42)式和(1.43)式

可以写为矩阵形式： 

                            
ˆ ˆ

ˆˆ
n n

n
n n

u uh
E

h ν ν

 ∆    
=     −∆ −     

                 (1.44) 

其中，
1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,
L L

ij ij
j j

h h
= =

= ∆ = ∆∑ ∑ ( ) ( ),1 , ,1 ,, , , , ,T T
n n n L n n n Lu u u ν ν ν= ⋅⋅⋅ = ⋅⋅⋅ 。通过求解BdG方程(1.44)

可以得到系统的本征值及其相应的本征态。  

1.3 本文安排 

整个论文以拓扑系统为出发点，主要介绍了一维(准)周期势调制下 p 波超导体

中的拓扑量子相变。首先介绍了拓扑超导体、拓扑绝缘体和 Majorana 费米子的概念

及其理论模型，还介绍了可以将哈密顿量对角化的 Bogoliubov-de Gennes(BdG)方法。

第二章主要介绍了经典的 AA 模型以及具有迁移率边的模型。随后，介绍了加入 p

波超导体后的一维(准)周期调制模型。论文的第三章主要通过精确对角化方法从理

论和数值方面研究了在特殊化学势调制下的 p 波超导量子线中的拓扑相变。希望我

们的结果能对一维拓扑量子相变问题有所贡献。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



一维 p 波超导体中的量子相变 

12 

 

 

 

 



第二章 一维准周期调制模型 

13 

 

第二章 一维准周期调制模型 

2.1 Aubry-André 模型 

1958年，美国物理学家Anderson[50]首次研究了无序晶体中电子的运动，提出了

强无序系统中电子局域化的概念，与之前将无序系统中的电子运动当做微扰处理的

观点在本质上有很大的不同，为人们在凝聚态物理中研究无序系统提供了一个新的

方向。Anderson认为导体中加入杂质后，导体内电子会停止运动，此时导体不再具

有导电性而表现出绝缘体的特性。为了更好地表示局域化的特性，他提出了扩展态

和局域态的概念。扩展态是指电子在周期性排列的晶格中的运动是共有化的，其本

征波函数呈现布洛赫波函数
[51]的形式；局域态是指晶格的周期性被随机的无序杂质

破坏，导致电子被局域在某处，其本征波函数在空间中具有指数衰减的特点。随后，

Anderson提出了安德森(Anderson)局域化的概念，当无序强度超过某个临界值时，电

子波函数发生指数衰减，导致体系处于局域态。对于一维或者二维的系统，任意的

随机弱无序都会使系统处于局域态[52-54]。而在三维系统中，随着无序强度的增加，系

统将经历从金属相到安德森绝缘相的转变[55]。 

Aubry-André(AA)模型[56]是一个一维准周期系统，其哈密顿量可以写为： 

                       ( )†
1

ˆ ˆ ˆ ˆ. .j j j j
j j

H t c c H c V n+= − + +∑ ∑                  (2.1) 

其中，t是跃迁强度， jV 是化学势，其表达式为， ( )2 cos 2π α δ= +jV V j 。在这里，V

是化学势强度，α 取无理数，δ 是相移。根据本征方程： 

                                ˆ
n n nH Eφ φ=                           (2.2) 

得到单粒子的定态薛定谔方程： 

                 ( ) ( ), 1 , 1 , ,2 cos 2φ φ π α δ φ φ+ −− + + + =n j n j n j n n jt V j E            (2.3) 

,n jφ 是第 n 个本征态在第 j 个格点上的几率幅。由于 AA 模型的自对偶性，我们可以

对基矢作如下变换： 
                               2 '

, ' ,
'

i j j
n j n j

j
e π α φΦ =∑                     (2.4) 

令 0δ = ，将(2.4)式带入(2.3)式可以得到： 

                ( ) ( ), ' 1 , ' 1 , ' , '2 cos 2 'n j n j n j n n jV t j Eπ α+ −Φ +Φ − Φ = Φ            (2.5) 

其中， 'j 是对偶空间的格点指标， , 'n jΦ 是在对偶空间中第 n 个本征态在第 'j 个格点
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上的几率幅。(2.5)式是(2.3)式的对偶方程，两式的结构相同。当本征波函数在原来的

空间中呈现局域态的性质时，在相应的对偶空间将表现出扩展态的性质，反之亦然。 

因此很容易得到，当 V t= 时，系统发生扩展态向局域态的转变。 

逆参与率(inverse participation ratio， IPR)是描述局域化使用率较广的一个参数，

其定义为
[57]： 

                        ( )

4

n, j
j

n 2
2

n, j
j

IPR E
φ

φ

=
 
 
 

∑

∑
                        (2.6) 

IPR是某个能级的本征波函数占据格点数的倒数，它可以用来区分本征态是局域态还

是扩展态。对于扩展态来说，IPR的值趋近1/ L ，当系统的尺寸趋于无穷时，IPR的

值趋近零；而局域态的IPR的值不会随着尺寸的增大而改变，当系统的尺寸趋于无穷

时，它是一个有限值。在图2.1中，我们展示了系统基态的IPR随 /V t 的变化。  

 
图 2.1 基态 IPR 随参数 /V t 的变化。 

可以看出， / 1V t < 时，IPR的值趋近零； / 1V t > 时，IPR的值会随着无序强度的增大

而趋近1。这表明，V t= 时，IPR的值会突变，与由AA模型自对偶性求出的扩展-局

域转变点相一致。 

    为了更清晰的看出扩展态向局域态的转变，可以通过精确对角化的方法数值求
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解得到哈密顿量(2.1)的本征值。图 2.2 中展示了本征能量 /nE t 随 /V t 的变化，图中

的颜色表示 IPR 的值。黑色表示扩展态，亮色表示局域态。蓝色实线( / 1V t = )是扩

展态向局域态转变的分界线，这条线左边全是扩展态，右边全是局域态。此系统中

没有迁移率边的存在。 

 

图 2.2 本征能量 /nE t 随 /V t 的变化。 

2.2 具有迁移率边的类 Aubry-André 模型 

    通过上一小节的计算，我们知道，AA 模型中不存在迁移率边。在这一小节中， 

我们讨论几种具有迁移率边的类 AA 模型，它们都是一维准周期模型[58-59]。 

2.2.1 长程跃迁模型 

      2010 年，Biddle[58]等人将 AA 模型中的跃迁项变为 e指数的形式，其薛定谔方

程为： 

            1 , ' , ,2 cos 2 , 0p j j
n j n j n n j

j j
t e V j E p     


            (2.7) 

其中， 1
pt e 。仿照 AA 模型的自对偶变换，得到： 

                         2
1 2 cos 2n jE t V j T                          (2.8) 
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0

0
0

cosh cos 2 , 0
sinhj

p jT p
p

  
                   (2.9) 

其中，  2 2
1= 4nE t V   ，联立(2.8)式和(2.9)式可以得到  1

0cosh
2

nE t p
V


 ，则

(2.7)式可以写为： 

                             2
, 1 , '

'

p j j
j n j n j

j
T t e                        (2.10) 

 

图 2.3 本征能量 1/nE t 随 1/V t 的变化， 2p = 。 

然后，做如下变换： 
                              2

, ,
im j

n m j n j
j

u e T

                  (2.11) 

当 0p > 时，满足： 
                              21 p m im j

j
m

T e e                    (2.12) 

将其带入(2.10)式可以得到： 

                               02
, 1 ,

p m m
m n m n m

m
T u t e u

   



                (2.13) 
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其中，
   

 
cosh cos 2

sinhm
p mT

p
  

 。比较(2.10)式和(2.13)式可知，若 0p p= ，则

等式(2.10)满足自对偶的性质。在 0p p< 的区间内，全是扩展态；在 0p p> 的区间内，

全是局域态。该系统的迁移率边为： 

                                       1cosh =
2

nE tp
V


                      (2.14) 

图 2.3 中展示了本征能量 1/nE t 随 1/V t 的变化，蓝色实线表示迁移率边，左边为扩展

态，右边为局域态。 

2.2.2 特殊非公度势模型 

      上一节中介绍了改变 AA 模型中的跃迁项的形式会导致系统具有迁移率边。在

这一小节中，我们介绍 AA 模型中的化学势改变之后的一个特殊模型，其改变后的

化学势是关于b 的函数，其表达式为[59]： 

                    
 

 
cos 22 , 1,1

1 cos 2j
jV V b

b j
 
 


  
 

              (2.15) 

0b  时系统就退化为 AA 模型。同样，根据本征方程可以写出薛定谔方程： 

                     , 1 , 1 , ,n j n j j n j n n jt V E                       (2.16) 

令： 

                             cosh2
tanh

g V 


                          (2.17) 

                              1 / coshb                           (2.18) 

 
 

sinh=
cosh -cos 2 p +p


 

   
 

                              2s is p

s
e e   


 


                   (2.19) 

则化学势可以写为： 

                             2 coshp pV g V                      (2.20) 
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那么，薛定谔方程(2.16)可以写为： 

                , 1 , 1 , ,2 coshn p n p p n p n n pt g E V                  (2.21) 

在后面的计算中，令 0 ， 0b ， 0t  ， 0V  。与 AA 模型类似，定义一个变换： 
                         2 1

, 0 ,
i km mj jp

n k j n p
mjp

f e                    (2.22) 

令 2i jp
j pp

v e u ， 02 cosh 2 coshnt E V   ， 0' 2 sinht  ，在等式(2.21)两

边同乘以 2i jp

p
e  ，可以得到： 

                          1
0' j s

j j s
s

g e                        (2.23) 

 

图 2.4 本征能量 nE 随 b 的变化，(a) 0.9V  ；(b) 1.1V  。 

在等式(2.23)两边同乘以 2i mj

j
e  ，可以得到： 

                        01' ' 'm s
m m s

s
g e                         (2.24) 

其中，    2 1
0' im j

m j jj
e     。然后，定义变换 2

, 'i mk
n k mm

f e   ，同样
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地，在等式(2.24)两边同乘以 2i mk

m
e  ，可以得到： 

           , 1 , 1 0 , ,
0

sinh 2 cosh
sinhn k n k k n k n kt f f g f t f

  
               (2.25) 

当 0  时，在 ,n kf 变换下是等式(2.25)是自对偶的。由此，系统的迁移率边为： 

                             2nbE t V                           (2.26) 

同样，可以数值求解其本征值和相应的本征波函数。图 2.4 中展示了本征能量 nE 随

参数b 的变化。蓝色实线是迁移率边的表达式(2.26)。从图中可以看出，数值结果和

解析表达式得到的结果一致。 

2.3 一维 p 波超导体中的广义 Aubry-André 模型 

    前面我们讨论了 AA 模型及其变形。在这一节中，我们将讨论将 p 波超导体加入

(类)AA 模型中，系统的拓扑量子相变及其迁移率边的特性。 

2.3.1 一维 p 波超导体中的 Aubry-André 模型 

在 AA 模型中加入 p 波超导，其哈密顿量可以写为： 

                  † †
1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ. .i i i i i i i
i

H tc c c c H c V c c 
                     (2.27) 

其中 t是跃迁强度且取能量单位( 1t  )，是产生或湮灭一对电子的 p 波配对强度， 

iV 是化学势，其表达式为： 

                            cos 2iV V i                          (2.28) 

其中，V 是化学势强度，是相移。 /p q 为有理数且 p 和 q为互质的整数， iV 是

公度势。为无理数时， iV 是非公度(无序)势。我们通过数值求解 BdG 方程(1.44)

得到单个准粒子的激发谱。  

首先，我们介绍公度势调制的系统[60]，即为有理数。图 2.5 展示了 1/ 2 和

1/ 3 在开边界条件和周期性边界条件下最低激发态能量 1E 随公度势V 的变化。结

果表明，在开边界条件下，公度势V 较小时，整个相移空间都会有 Majorana 零模的

存在；随着V 的增大，能隙不断减小，当它超过临界值 cV 时，一些相移的能隙关闭

随后又重新打开，此时伴随着 Majorana 零模的消失，意味着随着公度势的增大，系

统会经历拓扑非平庸相到拓扑平庸相的转变。但是，当 1/ 2 ， / 2  和 1/ 3 ，

/ 6  时，无论公度势V 如何增强都不会影响 Majorana 零模，它会一直存在。  
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图 2.4 最低激发态能量 1E 随公度势V 的变化， 1t  ， 510L  [60]
。 

 

图 2.5 1/ 2 和 1/ 3 时的相图
[60]

。 

系统的拓扑性质可以由 2Z 拓扑不变量表征，其定义为： 

               
( )( ) ( )( )0 /M B B qπ   =    sgn Pf sgn Pf

              
(2.29) 
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具体计算在第三章中将详细叙述。 1M  对应于拓扑平庸相， 1M  对应于拓扑非

平庸相。在周期性边界条件下令 0M  可以得到系统的相边界。当 1/ 2 时，其相

边界为： cos 2V   。当 1/ 3 时，其相边界为：  3 2 2cos3 8 3V t t    。如图

2.5 所示的相图，我们可以清楚地看到，存在一些特殊点 c ，对于任意的公度势强度

V 系统一直处于拓扑非平庸相。 

 
图 2.6 (a)在开边界条件下，能量 nE 随非公度势V 的变化

 [61]
 

最低激发态的空间分布φ (b)和ψ (c) 0.5 ， 500L  。 

接下来，我们介绍非公度势调制下的 p 波超导体[61]。在后面的计算中令 0 。

同样，我们可以通过求解 BdG 方程(1.44)得到准粒子的能谱及其本征波函数。如图

2.6(a)所示，随着非公度势V 的增加，能谱中的能隙关闭，且不再打开。能隙关闭前，

体系中存在 Majorana 零模。能隙关闭后，虽然最低激发态能量也为零，但它并不是

Majorana 零模。由图 2.6(b)-(c)可以看出，当 cV V 时，如 1V  ，最低激发态的波函

数和分别局域在边界的两端，对应于拓扑非平庸相；当 cV V 时，如 3.5V  ，

最低激发态的波函数 和 局域在空间某一点上，且 和 的振幅重叠，并不是

Majorana 边缘态，对应于拓扑平庸相(安德森局域相)。将哈密顿量变换到动量空间
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通过计算可以得到其相边界为： 

                               2cV t                          (2.30) 

与数值结果相吻合。 

2.3.2 一维 p 波超导中的长程跃迁模型 

在长程跃迁模型中加入 p 波超导体的哈密顿量为
[62]： 

          †
1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ. . cos 2 , 0
L

p i j
i j i i i

i j i
H te c c c c H c V i n p  




               (2.31) 

当 0 时，系统就退化为 Biddle[57]提出的模型，此时系统具有解析的迁移率边。为

了区分体系局域和扩展的性质，我们定义逆参与率(Inverse participation ratio，

IPR) ( )4 4
n , ,

1
IPR

L

n i n i
i

u ν
=

= +∑ ，其中 i是格点数，n是能级数， ,n iu 和 ,n i 是 BdG 方程(1.44)

的本征波函数。对于扩展态，当 L 时， nIPR 0→ ；对于局域态，L 时， nIPR

趋近有限值。 

首先，我们可以数值求解 BdG 方程(1.44)得出其准粒子的能谱，如图 2.7 所示，

在这里，我们取  5 1 / 2  ， 1.5q  ， 0.5 ， 233L  。可以看出，随着非公

度势强度的增大能隙关闭并不再打开。在能隙关闭之前，最低激发态产生了局域的

Majorana 零模。这是加入 p 波超导体后独有的拓扑性质，会随着非公度势强度的增

大发生从拓扑非平庸相到拓扑平庸相的转变。那么，p 超导体的加入对系统的迁移率

边有什么影响呢？图 2.7 中的颜色表示 IPR 的值，黑色代表扩展态，亮色代表局域态。

从图中我们并不能直观的看出迁移率边的位置。为了更好的确定系统中是否存在迁

移率边，我们给出迁移率边全新的一种定义，如果能谱中相邻能级的波函数分别是

扩展态和局域态，则该系统中存在迁移率边。在图 2.7 中*所标记的 ME1 和 ME2 的

相邻能级 IPR 的值不同，表明该系统可能存在迁移率边。为了进一步验证这个结果，

我们可以观察这两个位置相邻能级波函数的空间分布。如图 2.8 所示，处于 ME1 相

邻能级的本征态分别是扩展态和局域态，处于 ME2 相邻能级的本征态也是扩展态和

局域态，可以看出 ME1 和 ME2 符合我们对迁移率边的定义。 所以该系统中有迁移

率边存在， 但是并不能得出其具体的表达式。我们发现，增加 p 波配对强度，系

统中迁移率边的条数会增加。如图 2.9 所示，随着 p 波配对强度的增加，由 IPR



第二章 一维准周期调制模型 

23 

 

表征的能级数图中会出现多条明暗相间的线，一条明暗相间的线代表系统中有一条

迁移率边。故在长程跃迁模型中加入 p 波超导后，系统会发生拓扑量子相变，且改

变了原系统中的迁移率边。 

 

图 2.7 在开边界条件下，随非公度势V 变化的能谱
[62]

 

 5 1 / 2  ， 1.5q  ， 0.5 ， 233L   

图中*表示 ME1 和 ME2 的位置。 

 

图 2.8 在开边界条件下，ME1 和 ME2 对应准粒子的本征波函数 u ，  [62]
 

 5 1 / 2  ， 1.5q  ， 0.5 ， 233L  。 
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图 2.9 IPR 随非公度势V 和能级数 n 的变化，  5 1 / 2  ， 1.5q  ， 233L  [62]。 

2.3.3 一维 p 波超导中的缓变势模型 

     一维缓变势调制的 p 波超导的哈密顿量与加入 p 波超导的 AA 模型(2.24)类似，

其调制化学势变为[63]： 

                              cos 2iV V i                       (2.32) 

其中，V 是非公度势强度， 1, ,i L  是格点数，0 1  ，为无理数。在后面的

计算中，取  5 1 / 2  ， 0 ， 0.4  。同样，可以先求解 BdG 方程得到准粒

子的本征能量及其波函数，在这里，取 0.3 ， 10000L  。如图 2.10 所示，最低

激发态在 2V  时有能隙和零模存在，观察其 1.9V  时准粒子的空间分布，和分

别局域在边界的两端，属于 Majorana 零模，此区域对应于拓扑非平庸相。 2V  时，

能隙关闭，零模仍然存在，但它并不是 Majorana 零模。因为其本征态的空间分布局

域在某一点上(如 2.5V  )，不符合 Majorana 零模的性质。该系统的拓扑相变点为

2cV  。遗憾的是，我们没有得到精确的解析解，但是可以通过数值结果佐证这个结

论。在图 2.11 中，在不同 p 波配对强度下画出了能隙( 2 1g L LE E    )随非公度势
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V 的变化。结果表明，对于不同的取值，能隙都在 2V  处关闭。为了进一步验证

这个结果，在图 2.11 的插图中做了标度分析， 2V  时， / 2g 的分形行为具有

幂指数的下降趋势。故认为 2cV  是能隙关闭的点，即拓扑相变的点。  

 

图 2.10 在开边界条件下，随非公度势V 变化的能谱
[63]

 

 5 1 / 2  ， 0.4  ， 0.3 ， 10000L  。 

 
图 2.11 在开边界条件，不同 p 波配对强度下系统的能隙 g 随非公度势V 变化 1000L  [63] 

插图表示了在 2V  附近的标度分析,红色表示 0.5 ，蓝色表示 1 。 
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我们可以通过数值计算的结果去分析该系统的迁移率边。如图 2.12 所示，画出

了 IPR 随不同( ,V )条件下本征能量的变化。图中 IPR 的值为 210 数量级表示系统

处于局域态，IPR 的值为 410 数量级表示系统处于扩展态。在某些特殊能量下会发

生局域-扩展的转变，在另外一些特殊能量下正好相反。我们发现 2 2V   是该系

统存在迁移率边的必要条件。如图 2.12(a)，当   , 0.5,0.5V  时(蓝色点)，此时，

2 2 1V    ，我们可以看出， ,1 1.5cE  是扩展-局域的转变点， ,2 1cE  是局

域-扩展的转变点，说明系统中存在迁移率边。当   , 0.5,0.8V  时(红色点)，此

时， 2 2 1V    ，局域和扩展的转变点为 ,1 1.2cE  ， ,2 1cE  ，说明系统中存

在迁移率边。但是当   , 0.5,1V  时(绿色点)，此时， 2 2 1V    ，能谱中 IPR

的值没有发生突变，说明系统中不存在迁移率边。当 p 波配对强度∆改变时，系统

的迁移率边将会如何变化呢？如图 2.12(b)所示，当   , 0.6,0.5V  时(蓝色点)，此

时， 2 2 0.8V    ，局域和扩展的转变点为 ,1 1.5cE  ， ,2 1.2cE  ，说明系统

中存在迁移率边。但是   , 0.6,1V  时，此时， 2 2 0.8V    ，能谱中 IPR 的值

没有发生突变，系统中不存在迁移率边。综上所述，当非公度势强度 2 2V   时，

系统中存在迁移率边，且这些迁移率边分别位于  ,1 2cE V  和 ,2 2cE  处。当

2 2V   时，系统中将不存在迁移率边。 

 

图 2.12 IPR 随不同( ,V )条件下本征能量的变化
[63] 

黑色虚线表示迁移率边的转折点  ,1 2cE V  ， ,2 2cE  ， 5000L  。 
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2.4 小结 

本小节我们介绍了经典的 AA 模型及其相关性质。该模型中具有扩展态向局域

态的转变，但是不存在迁移率边。随后，我们介绍了具有迁移率边的 AA 模型的推

广，并详细叙述了其迁移率边的求解过程。最后，我们介绍了 AA 模型及推广模型

中加入 p 波超导的情况。p 波超导的加入使得系统会发生拓扑量子相变，并使系统的

迁移率边发生改变。下一节中，我们将重点讨论含有参数b 的特殊化学势中加入 p

波超导的系统中的拓扑量子相变及其迁移率边的问题。 
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第三章 一维化学势调制的 p 波超导体中的拓扑量子相变 

3.1 简介 

  早在上世纪 30 年代，Majorana 求解了 Dirac 相对论协变的电子运动方程，发现

了一种不带电荷的费米子，它的反粒子是其自身。人们为了寻找它的踪迹一直在不

懈的努力，然而最终Majorana零模在凝聚态物理中发现，并成为重要的研究课题[64-66]。 

超导体中 U(1) 规范对称性的破缺为 Majorana 费米子的产生提供了可能性，人们已

经在具有强自旋-轨道耦合的半导体纳米线
[67-71]，磁原子链[72-74]，平面约瑟夫森结[75-77]

以及常规超导体和拓扑绝缘体[35，78，79]的界面等体系中发现了它的存在。另一方面由

于 Majorana 费米子具有局域性且满足非阿贝尔统计
[80-82]等特性，使得它成为实现容

错拓扑量子计算[42，83]最有力的竞争者。由于拓扑量子计算的巨大应用前景，使得

Majorana 费米子相关性质的研究越来越被人们所重视。特别是近年来，随着冷原子

技术的发展，人们发现通过周期驱动光格子可以实现物质拓扑态[84-86]，通过周期驱动

具有 p 波配对的超导量子线，有可能会产生额外的π 模[87]。通过多个时间周期性驱

动的 Kitaev 链可以产生支持 Majorana 零模的新区域，对 Majorana 费米子的寻找提供

了理论基础[88]。拓扑相最初是在厄密系统中发现的，但人们对非厄密系统中拓扑相

的研究也存在很大的兴趣[89-93]。由于 Majorana 零模可以在非厄密体系中出现且可以

持续存在，其对环境具有很强的鲁棒性，为更好的研究 Majorana 费米子提供了方法。

最近，谢心澄等人阐述了实现非阿贝尔编织的一种新途径[94]，利用 Jackiw-Rebbi 零

模也可以实现非阿贝尔编织， Jackiw-Rebbi 零模不具有 Majorana 零模的自共轭特性，

其可以出现在非超导体系中。Jackiw-Rebbi 零模的研究为拓扑量子计算提供了新的思

路。有趣的是，Majorana 零模可以被认为是 Jackiw-Rebbi 零模在具有粒子-空穴对称

性时的特例[95，96]。 

    Kitaev 链是研究 Majorana 费米子的重要模型，在此基础上人们意识到通过对

Kitaev 链的调制可以极大的改变系统的拓扑相变过程。如郎利君
[59]等人研究了周期

性调制对 Majorana 费米子产生的影响，他们发现随着调制强度的增大，拓扑非平庸

超导相可能会被破坏。由于 Majorana 零模的稳定性受到超导能隙的保护，因此在加

入周期调制化学势的情况下 Majorana 费米子可能是不稳定的，会随着调制化学势强

度的增大而消失。然而在某些参数情况下，调制强度无法改变 Majorana 费米子的存
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在性。与此同时，蔡小明[60]等人讨论了非公度势调制对拓扑相变的影响，发现随着

非公度调制强度的增加系统将经历拓扑非平庸相向平庸的安德森局域相的转变。随

后相当多的工作对 Kitaev 链进行了深入的研究[97-99]。本文主要讨论(准)周期调制的 p

波超导量子线系统中的拓扑量子相变。 

3.2 理论模型与方法 

我们考虑一维具有(准)周期调制的 p 波超导量子线，其哈密顿量可以写为：
                                                                  ( )†

1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ. .i i i i i i

i
H tc c c c H c V n+ +

 = − + ∆ + + ∑            (3.1) 

其中 †ĉi ( îc )是费米子的产生(湮灭)算符， †ˆ ˆ ˆi i in c c= 是粒子数算符，t是最近邻格点间的

跃迁强度，被设为能量单位( 1t = )，∆为超导配对项中的对产生或对湮灭的强度，化

学势项可以写为： 

       

( )
( )

cos 2
1 cos 2i

i
V V

b i
π α δ
π α δ
+

=
− +                     

(3.2) 

其中V 是化学势的强度，δ 是任意的相移。α 控制系统的调制周期，若 /p qα = 是有

理数( p 和 q是互质的整数)，则 iV 是公度势；若α 是无理数，系统具有非公度调制。

化学势是参数b 的连续函数，其中 [0,1)b∈ 。在没有超导配对的情况下，即 0∆ = ，当

0b = 时，若α 为有理数，系统处于拓扑非平庸相，由非零整数的陈数所标记[100]；若

α 为无理数，模型退化为著名的 AA 模型[101]，此时如果 2V t< ，系统中所有的单粒

子本征态为扩展态并且具有非平庸的拓扑性质，而当 2V t> 时，所有的本征态都为局

域态， 2V t= 时扩展到局域相的转变点，此时所有的本征态具有多分形的特性，而这

一系统中并不存在迁移率边[59]；对于 0b ≠ 且α 为无理数的情况[102]，系统具有能量依

赖的自对偶性，其迁移率边可以解析的表示为： (2 ) /cE t V b= − 。对于存在超导配对

的情况，即 0∆ ≠ ，若α 为有理数，模型哈密顿量为周期调制的 p 波超导量子线，已

经被广泛的研究[59]，文献[59]中指出此系统的拓扑相变依赖于相移δ ，而某些特殊

的相移δ 使系统一直处于拓扑非平庸相不受周期调制强度V 所控制；对于非公度调

制，蔡小明等
[60]指出随着非公度调制强度的增大，系统经历一个由拓扑非平庸相到

安德森局域相的转变，转变点在 2 2cV t= + ∆处。由此可见，在 0b = 的情况，模型具

有丰富的拓扑及局域化特性，已经引起了广泛的兴趣。在本文中我们关注 0∆ ≠ ，

0b ≠ ，α 分别为有理数和无理数的情况下系统的拓扑相变，以及在α 为无理数时系
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统的局域化特性。 

可以通过 Bogoliubov-de Gennes(BdG)变换[46-48]把系统的哈密顿量(3.1)对角化，我

们定义一组准粒子算符： 

                            † †
, ,

1

ˆ ˆ ˆ[ ]
L

n n i i n i i
i

u c cη ν
=

= +∑                    (3.3) 

其中 L 是系统的格点数， n 是能级指标且 1,...,n L= 。由于在哈密顿量(3.1)中所有的

参数都选为实数， ,n iu 和 .n iν 也均为实数。哈密顿量可以用准粒子算符表示为

†

1

ˆ ˆ( 1/ 2)
L

n n n
n

H E η η
=

= −∑ ，其中 nE 是准粒子的本征能量。由对角化关系 † †ˆˆ ˆ[ , ]n n nH Eη η= − ，

得到下面的 BdG 耦合方程： 

                          

ˆ ˆ

ˆˆ
n n

n
n n

u uh
E

h ν ν

 ∆    
=     −∆ −     

                     (3.4) 

其中 ( ), 1 , 1 ,îj j i j i i j ih t Vδ δ δ+ −= − + + ， ( ), 1 , 1
ˆ

ij j i j iδ δ+ −∆ = −∆ − ， ( ),1 ,,...,T
n n n Lu u u= ， 

( ),1 ,,...,T
n n n Lν ν ν= 。通过求解 BdG 方程，我们可以得到准粒子的本征能量及其相应的

本征波函数。由于 BdG 方程满足电子-空穴对称性，即 ( ) ( )†ˆ ˆn n n nE Eη η= − ，系统的能

谱关于零点对称。系统的基态对应于所有负的准粒子的能级被填满的情况。在下面

的分析中，我们取 0.5b = 。 

3.3 结果分析与讨论 

3.3.1 周期调制的 p 波超导线 

在这一小节，我们讨论α 为有理数情况，系统的拓扑相变。在开边界条件下，我

们通过数值求解BdG方程(3.4)得到准粒子的本征能量 nE ，若系统处于拓扑非平庸相，

能谱中会出现零能的 Majorana 边缘态，而当系统处于拓扑平庸相，Majorana 零模消

失。图 3.1 中我们计算了在 0.5b = ， 0.2∆ = ， 1.5V = 和 0δ = 时，能谱随参数α 变化

的情况，即 Hofstadter 蝴蝶谱[103，104]，其中红色点表示非平庸的零模。随着α 的增加，

系统表现出复杂的拓扑相变过程。作为具体的例子，我们将分别讨论 0,1/ 2,1/ 3α = 的

情况。 
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当 0α = 时，哈密顿量退化为标准的 Kitaev 模型[42]，系统在
cos 2

1 cos
V t

b
δ
δ

=
−

处会

经历一个拓扑相变，在
cos 2

1 cos
V t

b
δ
δ

<
−

区域内处于由 Majorana 零模所标记的拓扑非平

庸相。可以看出当δ 取 / 2π 奇数倍时，系统将一直处于拓扑非平庸相，并不依赖于V

取值。 

 

图 3.1 Hofstadter 蝴蝶谱：随α 变化的能谱，红色点是 Majorana 费米子  

0.5b = ， 120L = ， 0.2∆ = ， 1.5V = ， 0δ = 。 

    我们知道，非平庸的 Majorana 零模可以由 2Z 拓扑不变量来表征[42，59]。对于

1/ 2α = 和1/ 3的情况，可以通过计算 2Z 拓扑不变量，解析的得到系统的相变点。我

们考虑具有周期性边界的系统并对其进行傅里叶变换， , ,ˆ ˆ ˆ ikql
i s l s k

k

qc c c e
L

= = ∑ 。其中，
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( )1i s l q= + − ， 1,...,s q= 表示一个超导原胞内的格点数， 1,..., /l L q= 是第 l个超导原

胞的位置， k 表示动量，其取值范围为 [ ]0, 2 / qπ 。哈密顿量(3.1)进行傅里叶变换之

后可以写为： 

( )
1

† †
, 1, , 1, , 1, , 1,

1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ . .
q

ikq ikq
k s k s k s k s k q k k q k k

k s
H tc c c c tc c e c c e H c

−
−

+ + − −
=

 
= − + ∆ − + ∆ + 

 
∑ ∑  

            †
, ,

1

1ˆ ˆ
2

q

s s k s k
k s

V c c
=

 − − 
 

∑∑                                      (3.5) 

    在动量空间下，我们定义一组准粒子算符 [60] ： ( ) †
2 1 , ,ˆ ˆ ˆs s k s kk c cγ − −= + ，

( ) ( )†
2 , ,ˆ ˆ ˆ /s s k s kk c c iγ −= − ， 它 满 足 反 对 易 关 系 ： ( ) ( ){ } '

† 'ˆ ˆ, 2m n mn kk
k kγ γ δ δ= 以 及

( ) ( )†ˆ ˆm mk kγ γ= − 。可以看出只有 ( )ˆ 0mγ 和 ( )ˆ /m qγ π 满足 Majorana 费米子算符的定义，

即 †ˆ ˆ(0) (0)m mγ γ= ， †ˆ ˆ ˆ( / ) ( / ) ( / )m m mq q qγ π γ π γ π= − = 。在新的算符基矢下，我们可以把

哈密顿量重新写成如下形式： 

                   ( ) ( ) ( ),
,

ˆ ˆ ˆ
4k m n m n

k m n

iH B k k kγ γ= −∑∑                     (3.6) 

对 于 1,...,s q= 时 ， 2 1,2 2 ,2 1( ) ( )s s s s sB k B k V− −= − = − ； 对 于 1,..., 1s q= − 时 ，

2 1,2 2 2 2,2 1( ) ( )s s s sB k B k t− + + −= − = ∆ − ， 2 ,2 1 2 1,2( ) ( )s s s sB k B k t+ += − = ∆ + ；对于 s q= ，有

*
1,2 2 ,1( ) ( ) ( ) ikq

q qB k B k t e−= − = − ∆ + ， *
2,2 1 2 1,2( ) ( ) ( ) ikq

q qB k B k t e−
− −= − = − ∆ − 。 ( )B k 是一个

2 2q q× 的矩阵，并且只有 (0)B 和 ( / )B qπ 是反对称矩阵。系统的 2Z 拓扑不变量可以

定义为[42，99]： ( )( ) ( )( )0 /M B B qπ   =    sgn Pf sgn Pf ，其中 ( )Psgn 表示置换的符号，

( ) ( )
1 2 2 1 2

1 ...
2 ! N NP P P PN

P
A P A A

N −
= ∑Pf sgn 是反对称矩阵 A 的 Pfaffian， P 代表矩阵 A 中

2N 个元素的置换。当 1M = 时，对应拓扑平庸相， 1M = − 对应拓扑非平庸相，而拓

扑相边界可以由 0M = 来标记。当 1/ 2α = 时， ( )
2 2

2
2 2

cos0 4
1 cos

VB t
b

δ
δ

−
= −   −

Pf ，
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2 2
2

2 2

cos 4
2 1 cos

VB
b

π δ
δ

  −  = + ∆   −  
Pf 。显然， ( )0 0B <  Pf ，那么系统的拓扑相边界可以

由 0
2

B π   =    
Pf 得出，即： 

                             
2 2

cos

2 1 cos

V

b

δ

δ
∆ =

−
                       (3.7) 

 

图 3.2 在 0.5b = 时，参数 V∆ − 平面的拓扑相图 

(a) 1/ 2α = ， 120L = ；(b) 1/ 3α = ， 120L = ；(c) ( )5 1 / 2α = − ， 2584L = 。 

图 3.2(a)展示了 0.5b = ， 1/ 2α = ， 0δ = 时，系统的拓扑相图。图中的黑色实线对应

方程(3.7)所示的解析结果，红色三角形表示的是通过数值求解 BdG 方程(3.4)得到的

相变点。我们可以看到数值结果与解析解得到的结果一致。在区域Ⅰ，系统处于拓

扑非平庸相，区域Ⅱ对应于系统处于拓扑平庸相。我们可以看到，当 0δ = 时，系统

会经历拓扑非平庸相到拓扑平庸相的转变。由方程(3.7)可知，当δ 取值为 / 2π 的奇
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数倍时，任意小的∆将导致系统处于拓扑非平庸相，而不依赖于周期调制的强度。

图 3.3(a)-(c)展示了 0.5b = ， 1/ 2α = ， 0.2∆ = ，不同V 时，能谱随着相移δ 变化的情

况。在V 较小的时候，如图 3.3(a)所示， 0.2V = ，在整个相移参数空间中，Majorana

零模一直存在。随着V 的增大，能隙逐渐减小，当它超过某个临界值时，能隙将在

某些δ 的位置关闭，随后再次打开，而此时零模消失[图 3.3(b)， 0.5V = ]，对应于系

统从拓扑非平庸相到拓扑平庸相的转变。 然而当V 足够大时，如图 3.3(c)， 3V = ，

除了在 / 2δ π= 和 3 / 2δ π= 处 Majorana 零模存在外，几乎所有的δ 区域都处于平庸

相，并且无论V 值取多大，这两点的零模始终存在，这与我们的解析结果相一致。 

 

图 3.3 在开边界条件下，本征能量随相移δ 的变化 

0.5b = ， 0.2∆ = ， 2584L = 。 

当 1/ 3α = 时，我们可以计算 ( )0B  Pf 和
3

B π  
    

Pf ，由 0M = 可以解析的得到

系统的拓扑相边界： 
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   ( )
( )( ) ( )( )
( ) ( )( )

2 2 2 2

22 2 2

2 4 3 3 6 4 3
cos 3

2 3 2

t b t b V b t b V

bt V b t b V t V
δ

− − + + + ∆ − +
=

− ∆ + + +
            (3.8) 

特别是，当 0b = 时，相边界可以写为一个简单的表达式[59]： ( )3 2 2cos3 8V t tδ = + ∆ 。 

在 cos3 0δ = 时，系统始终处于拓扑非平庸相，并且不依赖于V 的取值。图 3.2(b)展

示了 0.5b = ， 1/ 3α = ， 0δ = 时的拓扑相图。黑色实线为解析结果，而红色三角为数

值结果。由图可知， 0δ = 时，在某一特定的∆下，随着周期调制强度V 增强，系统

将出现一个拓扑相变。图 3.3(d)-(f)分别展示了 0.5b = ， 1/ 3α = ， 0.2∆ = ， 0.2,2,6V =

时，能量以相移δ 为函数变化的情况。在小V 情况，系统在不同的δ 参数下，始终

出现 Majorana 零模[图 3.3(d)]，而随着V 的增加，拓扑非平庸的区域逐渐减小[图

3.3(e)]，当调制强度足够大时，拓扑非平庸区域完全消失，此时系统中并不存在某个

特殊的δ 使得 Majorana 零模一直存在[图 3.3(f)]，这与 0b = 的情况不符。我们可以

看到，图 3.3(f)中虽然某些δ 下最低能量接近于零，但它并不是 Majorana 零模，其准

粒子的最低能量不低于 0.07。由此可见，对于 0b ≠ ， α 为有理数的情况，在某个固

定的超导配对强度∆和调制强度V 时，系统的拓扑相变强烈的依赖于相移δ 。然而

在某些α 值下，并不存在与 0b = 的情况类似的特殊δ 值，使得拓扑相变不依赖于调

制强度V 。 

3.3.2 准周期调制的 p 波超导线 

上一节中我们的结果表明 0b ≠ 时，周期调制的 p 波超导的拓扑性质依赖于α 的

取值，一个有趣的问题是当系统的调制周期趋近于无穷时，系统的相图将如何变化？

不失一般性，在这一节中我们固定 0.5b = , ( )5 1 / 2α = − ， 0δ = 作为参数来进行我

们的讨论。图 3.2(c)展示了 0.5b = ， 0δ = 时准周期调制的 p 波超导线系统的量子相

图，其中红色三角为数值计算所得的相边界。区域Ⅰ为拓扑非平庸的超导相，区域

Ⅱ为有能隙的平庸超导相，而区域Ⅲ为无能隙的平庸局域相。当0 0.33< ∆ < 时，系

统经历Ⅰ相→Ⅱ相→Ⅲ相的转变；当 0.33∆ > 时，系统经历Ⅰ相→Ⅲ相的转变。 

为了得到图 3.2(c)中的相图，我们首先分别计算在开边界和周期性边界条件下，

系统的准粒子最低激发能量，如图 3.4(a)所示。以 0.2∆ = 为例，图 3.4(a)展示了最低

激发能量 1E 随准周期调制强度V 的变化。图中黑色实线表示周期性边界的情况，黑

色方块表示开边界的情况。当 1.5V < 时，开边界条件下展示了零能，而周期边界条

件下存在有限的能隙，这表明在开边界条件下系统中存在零模。在图 3.4(b)和图 3.4(c) 
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图 3.4 (a)在开边界和周期性边界条件下最低激发态能量 1E 随准周期调制强度V 的变化及其空间

分布 1φ (b)和 1ψ (c) ( )5 1 / 2α = − ， 0.5b = ， 0.2∆ = ， 2584L = 。 

中，我们分别展示了在开边界条件下 1V = 时，最低激发态的空间分布 1φ 和 1ψ ，这里

1, 1, 1,j j juφ ν= + ， 1, 1, 1,j j juψ ν= − [105]。此时最低激发态 1φ 和 1ψ 分别位于边界的左右两端，

1φ 和 1ψ 的振幅不会重叠在一起，而是分裂为两个在空间上独立的 Majorana 边缘态，

此时系统属于有 Majorana 零模的超导相。当1.5 2.5V< < 时，开边界和周期边界条件

下最低激发态能量大于零，展示了相同的能隙，并没有展示边缘态，并且在开边界

条件下最低激发态 1φ 和 1ψ 的振幅会重叠在一起，且分布在整个空间，此时系统属于

超导相[图 3.4(b)，图 3.4(c)， 2V = ]。当 2.5V > 时，开边界和周期边界条件下，能

隙均消失，其最低激发能量为零。以 3V = 为例，其最低激发态 1φ 和 1ψ 局域在空间某

一点上，并不局域在边界位置，表明此区域的零能态不是 Majorana 零模[图 3.4(b)，

图 3.4(c)， 3V = ]。从准粒子的最低激发能量及其本征态的空间分布我们可以看出对

于α 为无理数的情况，系统存在三种不同的相。 

为了进一步确定系统中三种不同相的拓扑特性，我们用 2Z 拓扑不变量来表征其
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拓扑性质。在非公度势的情况下，我们用散射矩阵S来计算 2Z 拓扑不变量[106，107]。散

射矩阵S与在费米能级 0FE = 处的入射波和出射波的振幅有关： 

                            
'

'
R T
T R
 
 
 

S =                           (3.9) 

这里，2 2× 的子块 ',R R 和 ',T T 分别是在超导线两端的反射和透射矩阵。 2Z 拓扑不变

量定义为： ( )M R=   sgn Det 。只有当 1M = − 时，在超导量子线两端才会出现非平

庸的 Majorana 费米子。散射矩阵可以通过转移矩阵方法得到。基于哈密顿量(3.4)，

零能的薛定谔方程给出： 

                             
†

1 1

1

ˆ ˆ
i i i i

i
i i

t t
W − −

+

  Φ Φ
=   Φ Φ   
                      (3.10) 

其中： 

                              
†

1 1

ˆ0
ˆˆ ˆ

i
i

i i i

t
W

t t λ− −

 
=   − − 

                      (3.11) 

î z yt t iσ σ= − + ∆ ， î i zVλ σ= ， ( ), T
i i iu νΦ = 是第 i个格点上准粒子的波函数， yσ 和 zσ 分

别为 y 和 z 组分的泡利矩阵。在超导量子线两端 ( 1i = 和 L )总的转移矩阵为

1 2 1L LW W W W W−= ⋅⋅⋅     。我们通过相似变换，将转移矩阵写在新的基矢下[108，109]： 

                           † 1,
2

I I
W U WU U

iI iI
 

= =  − 
                (3.12) 

这里 I 为 2 2× 的单位阵。在这个基矢下，透射和反射矩阵的关系为： 

                            
'

'

0
,

0
T I R

W W
R TI

      
= =      

      
                (3.13) 

拓扑不变量 M 就可以通过计算转移矩阵W 得到。如图 3.5(a)所示，我们计算了

0.5b = ， 0.2∆ = 时，系统的拓扑不变量M 随着调制强度V 变化的情况。从图中可以

看出，当 1.5V < 时， 1M = − 对应于由 Majorana 零模所标记的拓扑非平庸的超导相。

而当 1.5V > 时， 1M = 对应于拓扑平庸相。由此我们可以确定区域Ⅰ为拓扑非平庸的

超导相，而在区域Ⅱ和区域Ⅲ中，系统展现了拓扑平庸的特性。 

区域Ⅱ和区域Ⅲ的最低激发态展现了不同的局域化特性，我们通过计算逆参与

率(Inverse participation ratio，IPR)[110-114]， ( )4 4
n , ,

1
IPR

L

n j n j
j

u ν
=

= +∑ [60，108]，区分系统最低 
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图 3.5 (a) 2Z 拓扑不变量随非公度势强度的变化； 

 (b) 2V = 时 1IPR 的标度分析；(c) 3V = 时 1IPR 的标度分析  

0.5b = ， ( )5 1 / 2α = − ， 0.2∆ = ， 2584L = 。 

的局域和扩展性质。这里 n是能级指标， ,n ju 和 ,n jν 是 BdG 方程(3.4)的本征态，满足

归一化条件， ( )2 2
, ,

1
1

L

n j n j
j

u ν
=

+ =∑ 。对于扩展态，IPR 的值以1/ L 趋近零；而对于局域

态，其 ( )0IPR 1/ L∝ 趋于一个有限值。图 3.5(b)和图 3.5(c)分别展示了 0.2∆ = ， 2V =

和3时，最低激发态 1IPR 随着系统尺寸的标度行为。 3V = 时，最低激发态 1IPR 不随

尺寸 L 的变化而变化，在 L 趋近于无穷时， 1IPR 的值趋近于0.45，表明此时其最低

激发态为局域态。而对于 2V = 的情况，最低激发态 1IPR 随着1/ L 趋近于0 ，展现扩

展的特性。由此可见，区域Ⅱ为拓扑平庸的超导相，而区域Ⅲ对应为拓扑平庸的局

域相。 
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图 3.6 IPR 随准周期调制强度V 和本征能量 nE 的变化 

(a) 0∆ = ；(b) 0.01∆ = ；(c) 0.5∆ = ；(d) 0.8∆ =  

0.5b = ， ( )5 1 / 2α = − ， 144L = ， 0δ = 。 

当 0∆ = 时，系统中存在迁移率边[102]，其解析表达式为： (2 ) /cE t V b= − 。图

3.6(a)展示了 ( )5 1 / 2α = − ， 0.5b = ， 144L = ， 0δ = 和 0∆ = 时不同能量 nE 的逆参

与率随着调制强度V 变化的情况，其中蓝色实线表示迁移率边的解析解。随着 p 波

超导配对势的引入，即 0∆ ≠ ，系统中的迁移率边将如何改变？首先我们考虑 0∆→

的情况。以 0.01∆ = 为例[图 3.6(b)]，我们可以看到原来能谱中间趋于展现局域态特

性的能态随着微小的超导配对项的引入开始变成扩展态，而高能和低能部分并没有

发生显著变化。当∆为有限大时，如图 3.6(c)， 0.5∆ = 时，我们可以看到高能部分的

局域化特性并没有发生显著的变化，中能部分局域化趋于扩大，而低能部分扩展区

向局域化区域扩张。随着∆值得进一步增加，高能和中能部分得局域化区域进一步

扩大，而低能部分的局域化区域不断缩小[图 3.6(d)， 0.8∆ = ]。由此可见，由于超导

配对项的引入，迁移率边将无法用一个解析的形式所表示。 



第三章一维化学势调制的 p 波超导体中的拓扑量子相变 

41 

 

3.4 小结 

    本文研究了一维调制的 p 波超导体的拓扑量子相变。在公度势调制下，p 波超导

的拓扑性质强烈的依赖于α 和δ 的取值。当 0b = 时，系统中存在特殊的相移δ 使得

Majorana 零模的存在不依赖于公度势调制强度V 。通过计算我们发现当 0b ≠ 时，在

公度势调制系统中，存在特殊相移使得 Majorana 零模不受调制强度影响的结果并不

是普适的。在非公度势( ( )5 1 / 2α = − )调制下，我们计算相移 0δ = 时系统的低能激

发普， 2Z 拓扑不变量以及逆参与率(IPR)等，发现当 p 波配对强度0 0.33< ∆ < 时，随

着非公度强度V 的增加，系统将经历从拓扑非平庸超导相到拓扑平庸超导相到拓扑

平庸局域相的转变。而当 0.33∆ > 时，随着非公度势强度V 的增加，系统经历拓扑非

平庸相到拓扑平庸局域相的转变，这与 0b = 的结果一致。 
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第四章 总结与展望 

 4.1 总结 

    本文主要研究一维准周期系统中的拓扑量子相变。首先介绍了拓扑绝缘体和拓扑

超导体的概念及其性质，并介绍了相应的理论模型，一维 SSH 模型和一维 Kitaev 模

型。然后，着重介绍了 Majorana 费米子的性质，Majorana 费米子的反粒子是它自身

的特性是拓扑量子计算的重要理论基础。因此，对 Majorana 费米子的研究颇有意义。

最后，我们详细介绍了求解一维超导模型中准粒子本征值和本征态的 Bogoliubov-de 

Gennes (BdG)方程。 

紧接着，我们主要介绍了 AA 模型及其性质，这是研究准周期(无序)的经典模

型。该模型具有自对偶性，利用该性质可以精确求出扩展态向局域态的转变点。通

过引入逆参与率(IPR)可以证明其结论的正确性。该模型中不存在迁移率边。然后介

绍了具有迁移率边的类 AA 模型，精确求解了它的迁移率边，并进行了数值验证。

最后，介绍了在(类)AA 模型中加入 p 波超导的情况，分析了系统中的拓扑量子相变

及其迁移率边。 

最后，我们研究了具有参数b 的化学势调制的一维 p 波超导体，在公度势调制下，

在特定参数下，系统会经历拓扑非平庸相到拓扑平庸相的转变。在周期性边界条件

下，通过求解 2Z 拓扑不变量可以得到它的相变条件。数值结果和解析结果相一致。

在非公度势调制下，在一些参数下，系统会经历拓扑非平庸相到拓扑平庸超导相到

拓扑平庸局域相的转变；在另一些参数下，统会经历拓扑非平庸相到拓扑平庸局域

相的转变。我们可以通过开边界条件下和周期性边界条件下的能谱、 2Z 拓扑不变量、

IPR 的值来区分这些相。该模型具有迁移率边。 

 4.2 展望 

    目前，在(准)周期调制的一维超导链中，随着参数的变化，系统会发生丰富的

拓扑量子相变。我们所研究的系统的哈密顿量都不随时间变化。那么，将这样的系

统通过周期驱动会发生怎样有趣的变化呢？这是我们下一步想要研究的问题。 
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